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Notlari

Problem 1. Yukarilar ve agagilar

Aksam olunca, Prof. Silvermeadow Ulusal Teknoloji Universitesi'ndeki isinden uzaklasip,
gece kuluplerinde sihir gosterileri yapmakta. Profesoér, asagidaki kart numarasini
gelistirmekte. 1’den n’ye kadar, n tane y(izii yukari bakan kart var. izleyicilerden biri[i, ],
arasinda bir aralik vermekte. Profesor, i < k < j olan her k kartini ters ¢evirmekte. Bu
islem sirasinda izleyiciler profesort hangi kartlarin yazlerinin yukari, hangilerinin asagi
oldugu konusunda sorguluyor ve iglem defalarca tekrarlaniyor. Aslinda, gergek kartlar
yok. Profesér manipulasyonu kafasinda yapmakta ve n oldukga blyuk.

Profesor maniptlasyonu yapabilmek icin izleyenlere belli etmeden bir hesaplama araci
kullaniyor ancak , mevcut strim ¢ok yavas ve gercek zamanli olarak galismiyor.
Profesore verimli bir veri yapisi tasarlayarak yardimci olun. Bu veri yapisi asagidaki
islemleri yapmali:

* FLIP(i, j): [i, j] arahgindaki butin kartlari ters cevirsin.
* IS-FACE-UP (i): Eger i karti yukari bakiyorsa DOGRU, asagi bakiyorsa YANLIS
dondursun.
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COzum: F, izleyiciler tarafindan istenen ters ¢evirme iglemlerinin sayisi olsun.

FLIP (i, j)’nin, FLIP (i, o0) ve FLIP (j + 1, o) toplamina esit oldugunu da unutmayin. Bu
soruna hizl bir ¢6zum, dinamik sirali-istatistik agacidir; burada i anahtarli eleman [i, 00),
araligindaki dondurmeleri simgeler. x =i ve x = + 1 i¢in FLIP, eger x, T'nin elemani
degilse; X'i T agacina yerlestirir. Eger x € T ise x'i T agacindan siler. IS-FACE -UP ise,
eger agactaki ielemanlarinin sayisi ( buna z diyelim) cift ise “dogru”, tek ise “yanlhg”
doner. Z’yi hesaplamanin bir yolu, i'yi T'ye eklemek, Z'yi i'nin ritbesinden 1 eksik olarak
belirlemek ve sonra T'den i'yi silmektir. Bu veri yapisi, O(min {F, n}) kadar yere gerek
duyar ve FLIP ile IS-FACE -UP islemlerinin her birini O(lg(min {F, n})) slrede
gerceklestirir. Tamamen bunun gibi dogru bir cevap, tam puan alir.

Soruya verilebilecek diger cevaplar ve alinacak puanlar soyle:

1. Bir baska ¢6zim; statik, 1 boyutlu ve anahtarlari 1’den n’ye kadar olan bir menzil
agaci olan T'yi yaratmaktir. Agacin her x digumu, x koklu alt-agagta yer alan tim
elemanlarin araliginin ters gevrilmesine karsilik gelen bir bit'i depolar. FLIP(i, j), [i, j]
Uzerinde bir deger kimesi sorgulamasi yapar ve sorgulama tarafindan bulunan
O(lg n) ayrisik alt-agaclarinin bitini tersine gevirir. IS-FACE -UP(i), menzil agacinda
asagl dogru i dugumune kadar yurur ve kokten i'ye kadar olan yoldaki dugumlerin
bitlerinin toplami ¢ift sayiysa “dogru” déndurtr. Bu veri yapisi, O(n) kadar bos alan
ve her iki islem icin O(lg n) surre kullanir. Bu tur bir ¢6ziim, 20 puan aldi.

2. Bazi 6grenciler F € n oldugunu varsayip, her [i, j] ters cevirme araligini bir aralik

agacinda depolamislar. Bu durumda, IS-FACE -UP(i) islemi, aralik agacini sorgular
ve eger i ile cakisan araliklarin sayisi ¢ift ise “dogru” déndurur. Eger agag ¢akisan
doéndurme araliklari igeriyorsa, FLIP O(lg F) ve IS-FACE -UP da O(F Ig F) surede

kosarlar. Eger agacta cakisan araliklara izin vermezsek, FLIP O(F Ig F ) slreye
gerek duyarken, IS-FACE-UP O(lg F) sureye gereksinim duyar. Bu tir bir ¢6zim,
13 puan aldi.

3. Basit ama yavas bir ¢6zim de hangi bitlerin ters cevrildigini kaydetmek i¢in n
uzunlugunda bir bit-vektérii kullanmaktir. Bu ¢oziim, FLIP islemini O(j - i) ve IS-FACE -
UP iglemini de O(1) surede kosturur. Yine, bir bagka basit ¢ozim ise, butun F ters
cevirme araliklarini baglantili bir listede saklamaktir. Burada FLIP’in O(1), IS-FACE-
UP’In ise O(F ) slUreye gereksinimleri olur. Bu tir cevaplar 8 puan aldi.

4. Basit ¢ozimlerden daha yavas ¢alisan herhangi bir ¢ézim,
(mesela, FLIP icin O(Ig n + j - i)) 5 puan ald.
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Problem 2. Veri Merkezi

Dunyaca unlt mimar Gary O’Frank, Veri Merkezi adinda yeni bir bina tasarlamasi igin

gorevlendirilir. Gary mimari tasarim asistanindan, Veri Merkezinin modelini tasarlarken,
hassas kesim cubuklar kullanmasini, ama istenmeyen dik acgilardan da kaginmasini

ister. Gary, 1,2,...,n etiketli, i gubugu x; uzunlugunda, n tane gubuktan olusan bir kime

uretir. Gary, cubuklari asistanina vermeden size gdsterir ve bunlardan herhangi tg¢unu

kullanarak bir dik G¢gen olusturup olusturamayacaginizi sorar. a, b, ¢ cubuklariyla

boyle bir Uggen olusturulup olusturulamayacagini belirleyen verimli bir algoritma bulun.

Bu {icgenin kdse uzunluklari; x,, X, ve X, olsun. (Dolayisiyla x2 + x2 = x2 olmal.)

COzim: X [1..n] gubuk uzunluklarindan olusan dizilim olsun. Bizden istenen,
dizinleri i, j ve k olan ve X [i]2 + X [j]2 =X [k]2 esitligini saglayan degerleri bulmamiz.

Baslangi¢ adimi olarak, X [1..n] dizilimini artan sekilde siralariz. Bu, 6rnegin yigin
siralamasi ile en kot durumda O(n Ig n) stireye mal olur. Dizilim siralanir siralanmaz,

i <j<k oldugunda, i, j, ve k dizinleri igin X [i]2 + X [i]2 = X [K]2 oldugunu kontrol etmek
yeterlidir. .

En kotl durumda O(n2) ile kosan bir algoritma bulmak icin, k'y1 1°"den n’ye kadar dig

déngude arttiririz, ic dongide de X [i]2 + X [i]2 =X [k]2 kullanarak, i ve jleri, i<j<k iken
dogrusal surede arariz.

1 X[1..n] artan sirada sirala
2 k1
3 whilek<n

4 do i, j— 1, k-1
5 while i <j
6 if X [(]2 + X [j]2 = X [K]2 ise dogru déndir
7 if X [i]2 + X [j2 <X [K]?
8 then 1—i+1
9 else j«—j-1
10 yanlis dondur
Degismezin;

[1<i’ <] Ssk-1ve X[FP+X[P =X[K?]=[isi <] <]
oldugunu ispatlayacagiz.

Baslangigta, i = 1 ve j = k = 1 ve degismez gegerli. TUmevarim adimi i¢in, i¢c dénguye
girdigimizde ifadenin dogru oldugunu varsayalim. X [1..n]'nin artan dizende sirali
olduguna dikkat edin. Eger X [i]2 + X [j]2 < X [K]2 , ise; i< <j, icin

X[+ X[ < XEJ2 + X[ < X[h?
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ve degismez i« i+l icin gecerli. Eger,

X[i)* + X[j]? > X[k]?

1 <i<j  ise;

X7+ X[ > X0P° + X[ > X[k)°

ve degismez |« j-1 icin de gecerli.

Eger i¢ dongl biterse, i=j demektir ve X [I'T? + X [j' ]? = X [K]? ifadesini, 1=i’ <] <k-1

olacak sekilde karsilayan i’ ve |’ dizinleri bulunmaz.
Bu algoritmamizin dogrulugunu kanitlar. I¢ déngu, en kétd durumda O(n)’de kosar ve

boylece dis ddngli ile beraber en kétii kogma siiresi O(n?) olur.
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Problem 3. Bir matrisi, pivot kullanarak negatiflikten kurtarma

BirM[1..n,1..n]matrisi, RU ( )‘dan alinan girdiler igerir. Her satir en fazla 10 adet
sinirli, ama bazilar negatif olabilecek deger icerir. Amacimiz, pivot kullanarak M'yi
donusturerek, her girdisini negatif olmaktan kurtarmaktir.

PIVOT(M, i, x)

1 forj«—1ton

2 do M i, j] <M i, j] + X
3 Mj, i] < Mj,i] — x

i ve X'in gesitli degerlerinde bir dizi pivotlama iglemi kullanarak sonugta i, j= 1,2,...., n
icin, MIi, j] 2 0 olup olamayacagini belirlemek i¢cin verimli bir algoritma bulun.

Cozum:

PIVOT {(M, i, X1 ), PIVOT (M, i,, X5),..., PIVOT(M, ik, Xk )> gibi bir pivot dizimiz
oldugunu distnelim. Her bir pivot igslemi sutunlara ekleyip, satirlardan ¢ikarma yaptigina
gore, toplama isleminin birlesme ve degisme Ozelliklerinden dolayi pivot
islemlerinin sirasinin énemli yoktur. Ayrica, PIVOT (M, i; , X;), PIVOT (M, i, , X5;)
tarafindan takip edildiginden, bu PIVOT (M, 1; , X4 + X, )'e esittir ve herhangi bir
dizinde birden fazla pivot islemi yapilmasina gerek yoktur. Bu nedenle harhangi bir pivot
dizisi tam olarak {PIVOT (M, 1, X; ), PIVOT(M, 2, X, ), ..., PIVOT (M, n, Xn )? gibi n
sayida pivot islemine esittir; burada bazi x j’ler O olabilir.

Herhangi bir M [i, j] matris girdisini etkileyen pivot islemleri, sadece PIVOT (M, i, X;) ve
PIVOT (M, |, xj )'dir. Bu nedenle, tim pivotlarin iglenmesinden sonra olusan M’, MTi, j] =
M[i, j] + xi — Xj Ogelerine sahiptir. Hi¢ bir M’[i, j] 6gelesinin 0’dan kiguk olmamasini
istiyoruz ve buda M [i, j] + xj —xj 20, veyaxj - xj <M I[i j] oimasi anlamina geliyor.
Dolayisiyla, sadece bir kiime fark kisitini gozmemiz gerekiyor. n degiskende en fazla 10n
kadar fark kisiti birakmamizi saglayacak M [i, j] = oo fark kisitlarini gérmezden geliriz. 10n
tane sinirh 6geyi bulmak bize O(n?) sireye mal olur ve Bellman-Ford algoritmasini
kullanarak bunlari O(n - (10n)) = O(n?) surede ¢6zebiliriz.
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Problem 4. QueueinatorT'\/I "yi gelistirmek
Profesor Uriah’in sirketi, profesorin sicak fizyon konusundaki arastirmalariyla gelistirdigi

Queueinator-r'vI ‘yi Uretmeye ve satmaya bagladi. Queueinator '™ @ncelikli bir kuyruk
donanimi ve normal bir bilgisayara baglanarak verimli sekilde oncelikli kuyruk islemleri
olan INSERT(araya yerlestirme) EXTRACT-MIN(en kigugu c¢ikarma) iglemlerini O(1)
surede yapabiliyor. Profesorin sirketinin bir muasterisi var, ancak musteri “iki uc¢lu” bir
oncelikli kuyruk uygulamasi donanimi istiyor. Sadece INSERT ve EXTRACT-MIN
islemlerini degil ayrica EXTRACT-MAX iglemini de yapan bir cihaz gerekmekte.

QueueinatorTM’ln yeniden tasarimi profesorin sirketinin yaklasik 1 yilini alacak.
Profesore verimli bir “iki-u¢lu ©ncelikli kuyruk” yaziimi ve bir yada daha fazla

('\)ueueinator-r'vI cihazi tasarlamasi konusunda yardimci olun.

Cozum:

iki tane Queueinator ile MIN ve MAX icin ayirin; MAX'ta anahtarlari eksi olacak sekilde
duzenleyin ve yaklasik ayni boyutta olsun ve MAX'In en kiglk elemanini mid olarak
saklayin. Anahtari k olan bir elemani araya yerlestirirken, mid ile karsilastirin ve eger
k<mid ise onu MIN’e yerlestirin; aksi halde MAX’a ekleyin. EXTRACT-MIN i¢in MIN’den,
EXTRACT-MAX icin MAX’dan oziutleyin (elemani ¢ikarin). Eger biri bosalirsa,
digerindeki blitlin elemanlari siral bir dizilim olarak ¢ikarin. Dizilimi ortadan ikiye bolin
ve kucuk yartyr MIN’e, blyuk yariyi da MAX’a yerlestirin. Bu ¢6zim tim islemler igin
O(1) amortize edilmis maliyet verir.

Dogrulugun ispati: Degismez, MIN'deki bitiin elemanlarin mid’den kiigiik oldugu ve
MAX’taki batin elemanlarin da mid’e buyuk-esit oldugudur. Diger degismez de MIN ve
MAX‘In araya yerlestiriimis ve daha ozutlenmemis butin elemanlar igerdigidir. Bu
degismezler tim islemlerde korunur. Dolayisiyla 6zitlemeler dogru sonuglari verir.

Kosma siiresi c6zimlemesi: Potansiyel fonksiyon ¢(i) =2 |[M I N | = [M AX ||’tir. Burada
IM1 N | ve M AX |, sirasiyla MIN ve MAX QUEUEINATOR’larindaki eleman sayilarini
gosterir. MIN ve MAX basta bostur ve potansiyelleri 0’dir. Potansiyel hi¢gbir zaman 0’dan
kuguk olamaz. Amortize edilmis maliyetlere bakalim.

1.INSERT: M I N veya M A X'ta araya yerlestirme yapar. Bunun gergek maliyeti 1°dir
ve potansiyel eger blyuk kuyruga yerlestiriyorsak 2 artar veya eger kiiguk kuyruga
yerlestiriyorsak 1 azalir. Dolayisiyla maliyet her zaman O(1)’dir.

2.EXTRACT-MIN: Eger MIN bos degilse gercek maliyeti 1°dir, potansiyel ise 2 artar
veya azalr. Eger MIN bos ise, kuyruklari tekrar dengelemeniz gerekir.
Dengelemeden ©6nce potansiyel 2 c¢arpi MAX'taki eleman sayisi kadardir.
Dengelemeden sonraki potansiyel ise ya 0'dir ya da 2'dir ( eger elemanlarin sayisi
tek sayi ise, ama bu fazla sey degistirmez). Butliin elemanlar 6zitlendigi veya araya
yerlestirildigi icin, dengelemenin gergcek maliyeti 2*MAX'in eleman sayisidir. Yani,
potansiyeldeki degisim, yeniden dengelemeyi karsilar ve amortize edilmis maliyet
O(1) olur.

3.EXTRACT-MAX da EXTRACT-MIN’in benzeridir.
Bu nedenle iglemlerin amortize edilmis maliyeti O(1)’dir.

Bazi baska guzel ¢ozumler de asagida verilmistir.
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1. 4 Queueinator kullanin ve 2 tanesi silinen elemanlarin kaydini tutsun. Bu ¢6zimu
tercih edenlerden birkag puan kirildi ¢linki gereksiz donanim kullaniliyor.

2.0gelerin icinde ek alanlar kullanarak, bu alanlarda silinen elemanlar takip edilir. Bu
¢6zimu tercih edenlerden, var olan 6gelerin degistirilebilecegine dair varsayimda
bulunduklari i¢in birkag puan kirildi.

3.Silinen elemanlari tutmak igin kiyim tablolari kullanin. Bu beklenen amortize edilmis
suire olarak O(1) suresini verir ve anahtarlarin bir araliktaki tamsayilar oldugu
varsayimini kullanir. Bu cevabi verenler 5 puan kaybettiler.

4.Direkt erigim tablolari kullanarak silinen elemanlari saklayanlardan, ek yer
gereksinimi nedeniyle 6-7 puan kirildi.

Cozumler icin ¢cbzimlemeler ¢ok 6nemli oldugundan, yanhs yada eksik kosma suresi
¢c6zimlemesi olan yanitlardan puan kirildi.
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Problem 5. Spam ( mesaj yaganagi ) dagitimi

Professor Hormel spam dagitimi igin bir ag tasarlamakta. Bu ag, T = (V, E) ile simgelenen

ve koku r € V olan bir agag¢ yapisinda; agacin kose agirlik fonksiyonu w: E—R ve negatif
degil. Her v € V olan kose bir milyon e-posta adresini barindiran bir sunucuyu temsil
ediyor ve her e € E olan kenar ise maliyeti w(e) dolar olan bir iletisim kanalini temsil
ediyor. KOk rden v'ye giden tim yol satin alinirsa spam v € V sunucusuna ulagiyor.
Profesor, kok rden k < |V| sunucularina (kok dahil) ucuza spam gondermek istiyor.
Profesére en az agirlikh ve baglantili, kok dahil k késesi olan T alt agacini bulacak bir
algoritma tasarlayarak yardimci olun. ( Kismi not igin, problemi her v € V kdsesinin T
icinde 2 ardilinin olmasi durumunda ¢6zun.)

Cozim:

Genel Bakig. Bu problemin ¢6zimu dinamik programlamaya dayanmakta. Her v € V
kosesinin, k' < k sayisiyla kombinasyonu (birlesimi) icin k|V| tane alt problem tanimlariz.
Her alt problem, “v kokl ve k' tane kosesi olan en az agirlikh baglantili alt agaci bulun.”
seklindedir. Her alt problem O(k) suresinde ¢6zilebilir, bu da toplamda O(k 2|V |) kadar
kosma suresine mal olur.

Simgelem. Bu ¢6zimde asagidaki simgelemi kullanacagiz.

* MWCT (v,i): i adet dugumlu, koku v olan en az agirlikh baglantili agag
* child(v,i): v dugimuanadn i gocugu/ardili.

* w(v, i): v'den ardili i’'ye giden kenarin agirligi

* W (S): S agacindaki batin kenarlarin agirliklari toplami

» deg(v): v dUgimunun ardillarinin sayisi.

En uygun altyapi. Bu problem hem uygun altyapiyi hem de cakisan alt problemleri
kapsamina alir. Sezgi icin, bir T ikili agacini disundn. v bu adactaki bir digum olsun,
MWCT (T)'nin kéki v'de olsun, ¢ tane digimi olsun. Eger T,, v'nin {; diGgimli

sol agaci ise, T;, vnin sol ardilinda koklenen, {; digimlic MWCT'sidir. Benzer sekilde,
eger T, v'nin sa§ alt agaci ve !, digiimliyse, T, v’nin sag ardilinda koklenen {, diigimli
MWCT sidir. ispati, kes-yapistir ydntemiyle asagidaki gibi yapilir. T, ‘in v’nin sol ardilinin
MWCT’si olmadigini farzedelim. Bu, bagka bir S agacinin oldugunu ve bunun Vv'nin sol
ardilinda koklu ve T;’den daha az agirlikli oldugu anlamina gelir. v kokli agacin agirhgini
T:'i S ile degigtirerek azaltabiliriz ve bu da v kokli ve k dugumli agacin en az agirlikh
baglantili alt aga¢ oldugu varsayimimiz ile geligir.

Simdi gakisan alt problemleri nasil kullanacagimiza bakabiliriz. Bir kez MWCT( v, ()i,
biitin v € V ve [ € K’ ler igin hesapladigimizda, (v, k' + 1)'i belirleyebiliriz. Ozellikle, v'nin
ardillarindan koklenen alt agaglardan toplamda k’ dugume sahip olanlari segeriz. Yani
v'nin sol alt agacinda / tane diigiim varsa, sagdaki alt agacgta ( k’ - () digim olmalidir. £ yi;
agaci, sag ve sol ardillarina toplam agirligi en aza indirecek sekilde seceriz. Simdi bunu
ikiden farkl boyutlu agaglara genelleyelim ve algoritmayi daha detayh aciklayalim.
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Algoritmanin Agiklamasi. T[v], T'nin v’de koklu alt agaci olsun. T [v, c] de T’nin v'de
kokll ve v ile 1...c’'ye kadarki ardillarinda koklU alt agaclarini ifade etsin.

T[U, C] = v U{T[w] : w = childv,i,1 < i < ¢}

iki |V | x k x |V | dizilimi yaratalim: C [1..|V |, 1.k, 1.. [V [[ve B [1..[V |, 1.k, 1..]V |].
Clv, k', c] ise k’ dugumu olan minimum agirlikli baglantili T[v,c] alt agacinin maliyetini
saklasin. B dizilimi dinamik programlama sona erdirildikten sonra, agaci tekrar
olusturmak icin kullanilir. B[v, K’, c], T[v, c]'nin MWCT’sinin ardil c’de k' dugumu olan
alt agacindaki ardillarinin sayisini depolar.

Sonucta olusan dizilimin k|V |?> boyutlarinda 3 boyutlu tablolar olduguna dikkat edin.

Sansimiza, girdilerin sadece k|V | kadarini kullanacagiz, geri kalanini baslatiimamig
olarak veya bos birakacagiz; algoritmayi ¢ozimlerken goérecegimiz gibi. (Basit olmasi
icin, rastgele boyuttaki bellek bloklarina O(1) slrede tahsis yapilabildigini
varsayacagiz. Eger bellek tahsisleri daha maliyetli ise, bellek kullanimini O(k|V |)’ye
indirebiliriz.
MWCT(V)'yi, k dugum durumunda hesaplamak i¢in ana yéntemimiz asagidaki gibi:
MWCT(V, k)

forallv € I/

do for ¢ =1 to deg(v)

do Clv,1,¢] <0
Blv,1,¢] < 0

do forallv e V
do w «— child(v. 1)
Clo, 0, 1] — w(v,w) + Clw, { — 1, deg(w)]

|
2
3
4
5 for/{=2tok
6
7
8
9 Blv, 0,1] — (-1

10 for ¢ = 2 to deg(v)

) do i — FIND-NUM-CHILDREN (v, /, ¢)

12 Blv,l,c] — i

13 ifi = 0 then C[v, 0, c] — Clv, l,c — 1]

14 ifi = ( then Cv, 0, c] — w(v,w) + Clw,l — 1, deg(w)]

15 if 0 < i < (then Clv, 0, c] — Clvo, 0 —i] +w(v,w) + Clw, i, deg(w)]

1’den 4. satira kadar olan kisimda, butin v € V lerve c < IV I’lericin C [v, 1,¢c] =0
ilklendirmesiyle bashyoruz. Bunlar dikkate alacagimiz en kiguk alt problemlerdir.
Tek dugumlu, en az agirlikli baglantili v kokli alt agag, v'nin kendisini igerir ve maliyeti
o’dir.

Bundan sonra, 3 i¢ ice dongiiyle dizilimlerimizi doldururuz. Dis déngiide (satir 5), £‘yi
2’den k'ya kadar dénguye sokariz. 2. dongude (satir 6), v'yi V'deki buatin digimlerde
déngliye sokariz. icerideki déngiide (satir 10) cyi 2'den deg(v)'ye kadar déngiileriz.

Dongiiniin iginde, T[v, c] alt agacini ve w=child(v,c) diiglimini inceleriz. S, ¢ tane dGgim
iceren T[v,c]'nin MWTC'si olsun. C[v,?, c]'yi, yani S’'nin maliyetini hesaplamak istiyoruz.

ilk olarak, c=1 olan durumu inceleyelim. Bu durumda, S’deki bitin diigimler, w'da
koklenen altagactir. Bu nedenle S, v diigimiinii ve w’'nun £-1 diigimlii MWCT sini igerir.
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Simdi, ¢ = 2 durumunu inceleyelim. S’deki bazi digumlerin, v'nin ilk c-1 ardilindan
koklenen altagaclarda olabilecegini ve bazilarinin da w'da koklenen altagaclarda
olabilecegini unutmayin. FIND-NUM-CHILDREN (v, (, o fonksiyonu, S’nin w ’de koklu
altagaclarindaki dugumlerin sayisini hesaplar; Geri kalan £ - i — 1 dugum ise, v'nin ilk c-1
ardilindan koklenen altagaclardir.

Bu durumda, S’nin maliyetini belirlemek kolaydir. Eger S’deki herhangi bir dUgim w
koklU alt agagta yer almiyorsa, S sadece, T[v,c-1]'in MWCT sidir ve / digum vardir (satir
11). Eger butun dugumler w koklu altagacta ise. S, v dugumu ile /-1 digumld w’nun
MWCT’si olur (satir 12). Son olarak eger i, O ile { arasinda ise, S, /i dagdamli T[v, c-1]'in
MWCT’si arti i dugumli w'nin MWCT’si kadardir(satir 13)

Geriye FIND-NUM -CHILDREN altprogramini tartismak kalir:

FIND-NUM-CHILDREN (v, £, )
w «— child(v, c)
min-weight «— Clv, £,c — 1]

1
2
3 num— 0
4 fori=1tof—2
5 do wf«+ Clv,{ —i,c— 1]+ w(v,¢) + Clw. i, deg(w)]
6 if wt < min-weight
7 then min-weight «— wt
8 num «— i
9 if min-weight > w(v,w)+ Clw,{ — 1, deg(w)]
10 then num «— ¢
11 return num

Bu altprogram, Esaylda bodumun T[v, c-1] ile w=child(v,c) koklu alt aga¢ arasindaki
béliinmesinin tim yollarini kiyaslar. Once, tim £ sayida ardilin T[v, c-1]'de oldugu ve w'de
koklenen altagacta hi¢ ardil olmayan durumu ele alir (satir 2-3). Sonra, {-2kez donguye
girerek {—i digumu T[v, c-1] ‘in igine ve i dUgumu de w’de kokl olan altagacin igine
yerlestirir ( satirlar 4-8). Son olarak da / - 1 ardilin w'de kokii olan altagacin icinde oldugu
durumu ele alir (satirlar 9-10).

Algoritmanin son basamaginda agaci basar ve gikan agagta derinligine gezinme yapatr.

PRINT-TREE(v, k)

1 PRINT(v)

2 Lk

3 for e = deg(v) downto 1

4 do if ¢ > Oand B[v,f,c| # 0

3 then w «— child(v, ¢)

6 PRINT-TREE(v, B[v, £, ¢])
7 £ —{— Blv,t,d

PRINT-TREE altprogrami, v’'nin son ardilindan baglayarak c¢ ardilinin kék oldugu alt
agactaki bogumlarin sayisini belirlemek icin, B[v,/, c]'yi dederlendirir. Daha sonra, alt
agacta 6zyinelemeli olarak MWCT’de kalan digumlerin sayisini ginceller.
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Kosma Siresi. Once MWCT'nin 1-4. satirlarini degerlendirelim. 2 déngu her
digumdeki her kenari igler, bu da O(|E|) = O(]V |) isleme denk gelir. Daha sonra 5.
satirdaki for-dongustt O(k) suresince tekrarlanir. Simdi 6-15 satirlart  arasini
degerlendirelim. En i¢c dongu her kdsenin her kenari igin bir kez olmak tzere O(IE I) =
O(IV ) kez galigir.. Dénglnin her ¢alismasi FIND-NUM -CHILDREN (v, I, ¢)’1 ¢agirir ve
bu da O(¢/) = O(k) suresi alir. Bu nedenle 6-15. satirlar arasindaki her bir dongu,

O(k|V])'ye mal olur. Boylece MWCT’nin toplam maliyeti, O(k2|V [)’dir. Son olarak ¢ikis
baskisi maliyetimiz, O(|V|)dir.

Dogruluk. Dogruluk, k'da kes yapistir tartismasi kullanarak timevarim yontemi ile
yapilir. Déngu degismezi, en icteki dongu tarafindan saglanir ve batin c< ¢,C[v,/, cTler
icin T[v, c]nin MWCT’sine esittir. Dis donglinun degismezi, tim Vv, tim ¢ </, tim c'<
deg(v)'ler icin, C [v, ¢, c], £’ dugum i¢in T[v’, cTnin MWCT’sine esittir. Bu iki dedismez
tumevarimla birlikte ispatlanmalidir. ( Burada B diziliminden bahsetmedik ama onun da
dogrulugu asagidakine benzer sekilde ¢ikarilabilir.)

Bazi v, { ve c'ler igin en i¢g donglnin bittigi ani diasinin. Clv, ¢, cI'nin T[v, c]'nin
MWCT’sinin maliyeti oldugunu sdyleriz. Bunu kabul etmezseniz, o zaman T[v,c]'nin S’si
gibi baska bir alt agag vardir ve bunun ¢ digimi olup maliyeti C[v, ¢, c]'den kiguktr.
Simdi, v'nin ardili olan c’de koklu S altagacini goéz énlne alalim.(S bos agac olabilir.) Bu
altagacin maliyetinin en az x = C[child(v,c), i, deg(child(v,c))] olmasi gerektigini biliyoruz,
cunkl timevarimla, x, i dGgumld v’nin ¢ ardiinin MWCT ’sidir. Ayni sekilde T[v,c-1]'deki
batin dagumleri iceren S’nin alt agacini degerlendirelim. Maliyet en az y = C|v, ¢ -i, c-1]
olmalidir ¢uinkd, timevarimla y, ¢ - i dugumla T[v, c-1]'in MWCT’sidir. Ama, FIND-MIN-
CHILDREN, C [v, ¢, c]'nin x + y + w(v, ¢)’'den daha buyuk olmadigini garanti ediyor ve bu
varsayimimizla geligiyor. Sonugta dig dongu degismezinin timevarim adimi, i¢ dongu
degismezinden c¢ikiyor, bu da ispatimizi sona erdiriyor.
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Problem 6. Giinde bir domates

Profesor Kerry domateslere bayilir! Profesor, hergiin bir domates yer. Cunki profesor,
domatesin icindeki antioksidan likopenin sagliga faydalari hakkinda takintilidir ve onlari
yemeyi ¢ok sever. Domates fiyatlari yil icinde artar ve azalir ve dogal olarak fiyatlar
duslkken, profesor alabildigi kadar cok domates almak ister. Ancak domatesin belli

bir raf Gmru oldugundan (d gun), profesor, i guntnde aldigr domatesii<j<i+d
araliginda bir j gununde yemelidir veya domates bosa gider ve ¢ope atilir. Profesor,
herhangi bir giin ne kadar ¢ok domates alirsa alsin, hergin sadece bir domates
yediginden, fiyat cok dusuk olsa da ¢ok fazla domates almamaya dikkat etmelidir.

Profesorun takintisi, onu domatese ¢ok para harcadigi konusunda bir endigeye itti.
Profesor, ge¢cmis n gunin domates fiyat verilerini edindi ve domatese ne kadar para
harcadigini biliyor. Ge¢gmis fiyat verileri C[i], i gunindeki fiyati temsil eten C [1 . . n]
diziliminde saklaniyor. Profesér, gecmis verilere bakarak, en az ne kadar para
harcayarak gunde bir domates yiyebilecegini 6grenmek istiyor. Bunu kendi yaptigi
harcama ile karsilastiracak.

Gecgmis verilere dayanarak en iyi gevrimdigi (20/20 sonradan belirlenimci) satinalma
stratejisini belirleyebilmek icin verimli bir algoritma yazin. d, n ve C[1,2,...,n] verildiginde,
algoritmanizin c¢iktisi B[1,...,n]’yi vermeli ve BJ[i], i’inci glinde satin alinacak domateslerin
sayisi olmali.

COzum:

Bu problemi ©(n) surede ¢ozebilirsiniz. Bu olabilecek en hizli asimptotik ¢ézumdur,

¢unkd maliyet dizilimini taramak i¢in Q(n) sureye ihtiyag vardir. Her i giniinde, o gun
icin, W(i) = [i-d + 1,i] N [1,n] araliginda bir domates satin almalisiniz.. Burada a¢ gozlu

secimin galistigini not edin: en uygun ¢6zimde, i guni icin en az maliyetli T; ginlnde
domatesi satin almalisiniz; T; W(i)'nin iginde olmali. Bir kere batin i’ler igin, T'yi
hesapladiktan sonra, B’yi ©(n) slurede kolaylikla bulabilirsiniz.

Batun Tj'leri, kayan pencere hesabi ile O(n) surede hesaplayabilirsiniz; her i icin T;

hesabinin amortize stiresi O(1)'dir. Giinlerin 2-uglu kuyrugu (deque) Q = <qs, 92,..., Qm)
kullanin; burada q;, W(i) icindeki en az maliyetli giindir ve her Q-1 girdisi, qx.1 ‘i takip
eden W(i) icindeki en az maliyetli gunlerdir. Bu durumda, q;= T; ve bu degismez O(1)
amortize suresinde asagidaki algoritma ile saglanabilir.
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BuvyToMATOES (d, C[1..n])

1 Q@
2 Bl..n]<0
3 fori+— lton
4 do if not EMPTY((}) and HEAD((Q) < i —d
3 then PopP-FRONT(()) > Remove old day
6 while not EMPTY and C[i] < C[TAIL(Q)]
7 do Por-BACK((Q) > Remove non-minimum-cost days
8 PusH-BACK((),?) > Add current day
9 B[HEAD(Q)] <+ B[HEAD(Q)] + 1
10 return B

Her i glnl, Q'ya bir kez eklenir ve en fazla bir kere Q'dan cikarilir. Dolayisiyla 2-uclu
kuyruk islemleri O(n)’e mal olur. Her 2-uclu kuyruk igslemi O(1) slrede tamamlanir.
Algoritmadaki dongu n kere iglediginden, toplam kosma suresi ©(n)’dir. Gegmisteki d
gun icin en fazla bir 6ge olabildiginden, 2-uclu kuyruk icin O(min(n, d)) kadar bos yere
ihtiya¢ olur. Sonug dizilimi B, ©(n) kadar yere ihtiyagc duydugundan toplam kullanilacak

alan ©(n)’dir.

Ti hesaplamalarinda amortize surenin O(1) oldugunu gdstererek tam puan alacak baska
yollar da vardir. Buna karsin, Tj'yi O(log d) veya O(d) gibi surelerde hesaplayan daha

yavas ¢oOzumler gidis yolundan kismi puan aldilar; bunlar B’yi her adimda d gun ileri
bakarak hesaplayan c¢coziumler, dinamik programlama ¢ézimleri ve domates fiyatlarini
siralayip, dusuk fiyattan alinan domates miktarini en fazlaya ¢ikaran ¢ozumlerdi.





