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Ara Simmav 1
Coziimleri

» Dagitilan sinav kitapgigini, size sdylenene kadar agmayin. Talimatlar1 dikkatlice okuyun.

= Kitap¢igin her sayfasina isminizi yazin.

» Simav, 4 problem ve alt boliimlerinden olusmaktadir. 80 puanlik sinav i¢in 80 dakikaniz var.
» Kitapcik, bu sayfa ile beraber 13 sayfadan olugmakta. Karalama yapabilmeniz i¢in 2 bos sayfa
bulunmakta. Bu kagitlari, smavi teslim etmeden 6nce kitap¢iktan liitfen ayirin.

= Bu sinav, kapali kitap tarzindadir. Hesap makinesi ve programlanabilir cihaz kullanmak
yasaktir. Sinava el yazimi bir A4 formiil kagidi ile girebilirsiniz.

e Cevaplarinizi size ayrilan yerde cevaplayiniz. Daha fazla yere ihtiyaciniz olursa, sorunun
bulundugu kagidin arkasini kullanin. Bir sorunun cevabini, baska bir sorunun kagidina
yazmayin, ¢linkii kagitlar notlandirma esnasinda birbirinden ayrilabilir.

« Daha once 6grendiklerimizi ispatlamak veya elde etmek i¢in zaman ve yer harcamayin.
Bildigimiz cevaplardan bahsetmeniz yeterli olacaktir.

« Bir soruda gereginden fazla zaman harcamayin. Biitiin sorular1 okuyun, daha sonra en fazla
bilgi ve fikir sahibi oldugunuz sorudan cevaplamaya baslayin.

» Gidis yoluna da puan verileceginden, cevabinizi agikea ifade edin. Cevabin dogrulugunun
yaninda cevabi veris sekliniz de puanlamaya etki edecektir.

* Bol sanslar!

Problem | Alt boliim | Puan | Not Notlandiran
1 4 12
2 1 7
3 11 44
4 3 17
Toplam 80

Isim :
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Problem 1. Asimptotik Kosma Siireleri [12 puan] (4 boliim)

Asagida listelenen her algoritma igin,

= en kotii kogma siiresini ifade eden bir yineleme yazin.

= en kotii kosma siiresini ifade eden bir ©-simgelemi yazin.

Cevabi aciklamaniza gerek bulunmamakta.

(a) Ikili Arama

Coziim: T(n) =T(n/2)+6(1) =O(Ign)

(b) Araya yerlestirme siralamasi

Coziim: T(n)=T(n—1)+0O(n) = 6O(n?)
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(c) Strassen Algoritmasi

Coziim: T(n) = 7T (n/2) + O(n?) = O(n'7)

(d) Birlestirme Siralamasi

Cozim: T'(n)=2T(n/2)+6(n)=0O(nlgn)
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Problem 2. Yerine Koyma Metodu [7 puan]

T(n) = T(n/2)+T(n/4)+n,
T(m) = liginm <5.

Yerine koyma metodunu ve O-simgelemini kullanarak, yinelemenin ¢oziimiine siki bir {ist sinir
bulun.

Coziim: T (n) = O(n) oldugunu tahmin ediyoruz. Bu bizi tlimevarima gotiiriir.
Biitiin m < n’ler i¢in, T(m) < cm.
¢ > 1 i¢in, temel durumda n <5 i¢in, T(n) =1< cn’dir.

Tiimevarimla,

T(n)=Tn/2)+T(n/4)+n<cn/2+cn/4+n=(3c/4+ 1)n.

sonucunu elde ederiz. Eger c=4"1i secersek, T(n) < (3+1)n=4n = cn’dir. n’nin {izerinden
tiimevarimla, ¢ >4 ve n > 1 olan biitiin n’ler i¢in; T(n) < cn’dir.
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Problem 3. Dogru veya Yanhs ve Dogrula [44 puan] (11 boliim)

Asagidaki ifadelerin dogru veya yanlis oldugunu belirtmek i¢in D veya Y’yi daire i¢ine alin. Eger
ifade dogru ise, neden dogru oldugunu kisaca aciklaym. Eger ifade yanlis ise, neden yanlis
oldugunu kisaca agiklayin. Ne kadar ayrintili igerik saglarsaniz, o kadar yliksek puan alacaksiniz,
ama cevabiniz kisa olsun. Ag¢iklamaniz, D veya Y se¢iminizden daha fazla not getirecek.

DY T (n)= 3T (n/3) + O(lg n) yinelemesinin ¢éziimii T (n) = O (n Ig n).

Coziim:  Yanhs. Ana Teoremin 3. durumu uygulanir. £(n) = O(Ig n) i¢in
£ (n) = O(n'°%3) = O(n)
yani T (n) = O(n).

D Y F,, k 'minc1 Fibonacci sayisi olsun. n?

Fi ‘ninci Fibonacci sayis1 F. .O(lg n) siirede
hesaplanabilir.

Coziim: Dogru. n’‘inci Fibonacci sayis1 kare alma ve matris carpimi metodu ile
O(lg n*) = O(lg n) zamanda bulunabilir.

(1)
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DY Bir dizilimin, n tane say1y1 i¢erdigini diisiiniin. Bu sayilarin her biri —1, 0 veya 1°dir. Bu
dizilim, en kotlii durumda O(n) siirede siralanabilir.

Coziim: Dogru. Sayma siralamasini kullanabiliriz. Once, girdi dizilimindeki her
elamana 1 ekleriz. Bdylece sayma siralamasinin on sart1 yerine getirilmis olur. Sayma
siralamasini ¢alistirdiktan sonra, ¢ikt1 dizilimindeki her elemandan bir ¢ikartiriz.

Boliintiilere bagli ¢oziim sOyle olur. A[1 .. n] girdi dizilimi olsun. Degismezin tanimi;

*A[l .. 1], sadece —1’leri igerir,
A1+ 1..3], sadece 0’lar1 igerir,
*Aflh..n], sadece +1’leri igerir.

Baslangig olarak, i = 0, j = 0,ve h=n + 1. Eger, h = j + 1 ise isimiz bitmistir
demektir. Dizilim siralanmis demektir. Dongiide A[j + 11’1 inceleriz. Eger A[j + 1] = —1
ise; A[J + 17’1, A[1 + 1] ile degistiririz ve i ve j’yi | arttiririz. Eger A[j + 1] = 0 ise;

J’yi 1 arttiririz. Son olarak eger A[j + 1] = +1 ise; A[J + 11’1, A[h — 1] ile degistiririz ve
h’yi 1 azaltinz.

DY Bir rakibin olusturdugu, n uzunlugundaki bir girdi diziliminin rastgele hizli siralamasi,
algoritmayi, o(n lg n) siiresinde ¢alismaya zorlar.

Coziim:  Yanhs. Derste gordiigiimiiz lizere, herhangi bir girdi i¢in, hizl1 siralamanin
beklenen kosma siiresi O(n lg n)’dir; burada beklenti rastgele secimi 6nemsiz kilar ve
hizli siralama, girdinin se¢iminden bagimsizdir.
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D Y Bu dizilim, 20151879512362

bir (max-heap) y1gin1 olusturur.

Coziim: Dogru.

*A[l]= 20, A[2] = 15<20 ve A[3] = 18 £20 ¢ocuklara/ardillarina sahip.
°A[2] = 15, A[4] = 7 <15 ve A[5] = 9 <15 ¢ocuklarina sahip.
A[3]= 18, A[6] = 5 <18 ve A[7] = 12< 18 ¢ocuklarina sahip.
Al4] =7, A[8] = 3 <7 ve A[9] = 6 <7 ¢ocuklarina sahip.
*A[5] =9, A[10] = 2 ¢ocuguna sahip.
*A[6],...,A[10]’un ¢ocugu yok.

DY Yigin siralamasi, taban siralamasi isleminde yardimei siralama metodu olarak
kullanilabilir, ¢linkii yerinde calisir.

Coziim: Yanhs. Taban siralamasinda, yardimer metod stabil olmak zorundadir, yani,
ayn1 degere sahip sayilar, ¢ikt1 diziliminde girdi dizilimindeki ile ayn1 sirada olmalidir.

Y181n siralamasi stabil degildir. Yerinde ¢alisir, yani, girdi dizilimindeki elemanlardan
sadece sabit sayida bazilar1 dizilim disinda saklanir.
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DY 5 sayiy1 siralamak i¢in, en kotli durumda 6 karsilagtirma ile karsilastirma siralamasi
yapilabilir.

Coziim:  Yanls. Karar agacinin yapraklarinin sayis1 5 sayi1 i¢in 5!’dir, ve agacin
yiiksekligi en az 1g(5!).
5! = 120 olduguna gére, 2° = 64’tiir, ve 2" = 128 dir, yani

6 < lg(5!) < 7. Yani en az 7 karsilagtirmaya ihtiyacimiz olur.

D Y Kiyim tablosundaki carpismalarin, n dgenin zincirlemesi o = 1/1g n kadar yilik oranina

sahip oldugunu varsayin. Basit diiz kiyimda, bir 6genin aranmasi i¢in beklenen siire
O(1/1g n)’dir.

Coziim: Yanhs. Bir 6genin aranmasi i¢in beklenen siire O(1 + o) = O(1 + 1/lg n) = O(1)’dir.
Bir Ogenin aranmasi i¢in, en az O(1) sabit kosma siiresine ihtiya¢ vardir.
O (1/1g n) gibi sabit olmayan bir siireden bahsetmek miimkiin degildir.

DY Varsayalim X, E [X ] = 1/2 gibi bir gostergesel rastgele bir degisken olsun. Bu durumda

E [VT] = 1 f v@

Coziim: Yanhs.

X birostergesel rastgele degisken oldugundan X = 0 veya X = 1’dir.
Ikisi icin de muhtemel deger;

VX=X

E[VX|=E[X]=1/2
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D Y m yuvasi olan bir kiyim tablosunun k anahtari ile tek bir eleman sakladigini, geri kalan
yuvalarin bos oldugunu diisiiniin. Bu tabloda r kere, k’ye esit olmayan baska anahtarlari
aradigimiz1 diisiiniin. Basit diiz kiyim oldugunu varsayarsak, r sayida aramanin, tabloda
saklanan bir elemanin saklandig1 yuvay1 sondalama olasilig1 r/m’dir.

Coziim:  Yanhs. r aramadan birinin kiyim tablosundaki eleman ile ¢arpisma olasig1 p,
1 eksi r aramanin hig¢ ¢carpismamasi ihtimaline esittir. Bu da,

p=1—(— I/m)"dir.
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DY S, ntane tamsayidan olusan bir kiime olsun. En kétii durumda, O(1) siiresinde bir x tamsayisinin
S’nin i¢inde olup olmadigin belirleyecek bir veri yapisi tasarlanabilir.

Coziim:  Dogru. Mitkkemmel Kiyim.
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Problem 4. Yakin Sayilar [17 puan] (3 boliim)

S’nin, n> 2 olan ayrisik sayilardan olusan bir kiime oldugunu varsayin. Basitlik agisindan, k > 0 i¢in,

n=2"+ 1 oldugunu diisiiniin. x, y € S olan bir ¢ift ayrisik say1 eger,

1 :
lr —y| < —— (maxz—m1nz> :
n—1\zes z€8

ise, S’nin i¢inde yakindir. Yani, eger, x ile y arasindaki uzaklik, en fazla siralanmig diizende
birbirini takip eden sayilar arasindaki ortalama mesafe kadar ise bu sayilar yakin sayilardir.

(a) n>2 olan ayrisik sayilardan olusan her S kiimesinin, neden bir yakin say1 ¢ifti igerdigini kisaca
aciklaym.

Coziim:  Genellemeyi kaybetmeden, S = {z,,z,,...,z,}ve z; < z;;; oldugunu
kabul edelim. z; ve z;;; ardisik sayilari arasindaki ortalama mesafe

Biribirini takip eden ve x ile y arasindaki ortalama uzaklig1, ortalamadan az veya ona esit
olan en az bir say1 ¢ifti mevcuttur. Bu sonuca yakin ¢iftlerin tanimindan ulagilir.
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(b) S’yi, p € S olan bir sabit elemanla S: S;= {x € S |x<p} ve S,= {x €S |x>p}
olacak sekilde iki alt kiimeye bdliintiiledigimizi varsayalim.

Bu ikisinden birini kanitlayin.

1. X, y € S; olan yakin her ¢ift, ayn1 zamanda S’de de yakin sayilardir, veya
2. X,y € S;olan yakin her ¢ift, ayn1 zamanda S’de de yakin sayilardir.

k € {1, 2}igin, X, y € Sk olan her yakin say1 ¢iftinin S’de de yakin oldugunun, O(n)

siiresinde nasil belirlenebilecegini gosterin.
Coziim: Genellemeyi kaybetmeden, S;’deki elemanlarm sirali  oldugunu

varsayalim. k = 1, 2 1¢in, a,, Sy ‘daki iki ardisik say1 arasindaki ortalama uzaklik
olsun. ni da Sy ‘daki eleman sayis1 olsun. Boliim (a)’daki sonucu kullanirsak

1 _ 1 :
a = - (max Z —1min Z) = (p — min Z) s
ny — 1 \ze5 zE5] ny — 1 zeS

Ve

1 . 1 .
as = 1 (ma_x- — min b) = 1 (1118?&2 - P) .

zES5s zES59 o — zeS

elde ederiz. Sirali olan S’deki iki ardisik say1 arasindaki uzaklik a ise;

1
a = (max z — min z‘)
n—1\ze8 ze8
= » — min 2 maxz —p
n—1 p = n—1\:zcs !
ng—1 ng — 1
= a; + as.
n—1 ! n—1 2

n; + n, = n + 1 oldugunu unutmayn. Ciinkii, p hem S; hem de S,’de yer almakta. Dolayisiyla
a, a; ve a,’nin agirhikh ortalamasidir.

a=(n,— 1)/(n— 1) iken;
a=(1—oo)a+ aa,
a; < a, oldugunu diisiliniirsek ve x ve y S;’de yakin sayilar ise;

iz -yl <a=(1-a)a+aa < (1 -a)ar +aaz=a.

Bu, S,’deki her yakin sayi ¢iftinin ayni1 zamanda S’de de gakm oldugunu ifade eder.
Benzer sekilde eger a, < a, ise, S,’deki her yakin sayi ¢ifti S’de de yakindir.

Si’daki en kiigiik veya en biiylik sayr aranarak ortalama uzaklik olan a, O(n
suresinde hesaplanabilir. Ayn1 sekilde Sy altkiimesinde de belirtilen 6zellif< O(n
stiresinde hesaplanabilir.
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(¢) S i¢indeki yakin say1 ¢iftlerini O(n)-silirede bulacak bir algoritma tanimlayn.
Algoritmanizin neden dogru oldugunu ve kosma siiresini kisaca aciklayin. (Ipucu: Bol ve
fethet’i kullanin.)

Coziim:  S’yi yakin bir ¢ift bulana kadar yinelemeli olarak pargalariz.

1. S’nin, S;ve S,’ye boliintiilemek i¢in ortancasini buluruz.
2. Boliim (b)’deki sonucu, S’nin bir yakin ¢iftini iceren S, kiimesini belirlemek i¢in
kullaniriz.
3. Sk ’ya 2 eleman igerene kadar 6zyineleme uygulariz.
Her bir 6zyineleme adimi, kiimenin eleman sayisini yariya indireceginden, 6zyinelemenin
sonlanacag1 kesindir. Her 6zyinelemeden sonra geriye kalan kiime, S’nin bir yakin say1
ciftini icerir.
Eger belirleyici ortanca bulma algoritmasini kullanirsak, birinci adim, en kotii
durumda, O(n) siiresi alir. Boliim (b)’de gosterdigimiz gibi ikinci adim O(n) siire
alir. Ayrica Ana Teoreme gore,

Tm)=T (n/2) + O(n),

yineleme algoritmasinin kogma siiresi T (n) = O(n)’dir.



KARALAMA KAGIDI — Liitfen, sinav sonunda kitap¢iktan ayirin.
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