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Problem Seti 9 Cozimleri

Problem 9-1. Daha fazla paralel birlestirme siralamasi

Bu problemde, dersteki paralel birlestirme siralamasi algoritmasini geligtirecegiz.
Sinifta anlatilan algoritmanin isi ©(n Ig n), paralelligi ise O(n/ Ig? n) diizeyindeydi.
Burada ayni miktar ise karsilik daha fazla paralelligi olan bir algoritma gelistirecegiz.

(a) Toplam n sayida elemani olan iki sirali dizilimin, n elemanlarinin ortancasini
tek islemci kullanarak ©(lg n) siiresinde bulacak algoritmayi verin.

Gozum: Temel fikir, size A ve B gibi iki dizilim verildiginde, eger her
ikisinin de uzunlugunu biliyorsaniz, bir A[i] elemaninin ortanca olup
olmadigini, sabit zamanda kontrol edebileceginizdir. Ortancanin A[i]
oldugunu farzedin. Dizilim sirali oldugundan; ortanca, A dizilimindeki
degerlerin tam olarak i — 71'inden daha buyuktir. Ayrica egder ortanca ise,
ayni zamanda, B’dekij = (n/ﬂ - (i - 1) elemandan da buyuktiar. B[j] <
Ali] < B[j + 1] ifadesini kontrol etmek sabit zaman gerektirir. Eger A[i]
ortanca degilse; Afilnin, B[j] ve BJj + 1]den buyuk yada kiuguk olmasina
bagli olarak, Afi'nin ortancadan buylk ya da kug¢lk oldugunu bilirsiniz.
Boylece, Afifnin, ©(lg n) (en koti durum) siresinde ikili aramasini
yapabilirsiniz. S6zde kodu ise soyledir:

MEDIAN- SEARCH (A [1..1], B[1.. m], left, right) (ortanca arama)
1 if left > right
2 then return MEDIAN-SEARCH(B, A, max(1, [n/2] - 1), min(m, [n/2])
3 i« |(left + right)/2 ]|

4 j « [n2|-i
5 if(j=0VA[i] >BJj) ve (j =mvV Ali] <B[j + 1])
6 thenreturn (A ) » median = Afi]

7 elseif (j=0v A[i] >B[j]) ve j = mve Ali] > B[j + 1]
8  then return MEDIAN-SEARCH(A, B, left, i - 1) » median < Afi]
9  else return MEDIAN-SEARCH (A, B,i + 1, right) » median > A [i]

left ve right (sol ve sag) icin varsayilan degerler dyle olsunlar ki;
MEDIAN-SEARCH (A, B) ¢agrildiginda bu asagidaki ifadeye esit olsun:

MEDIAN-SEARCH(A[1..1],B[1..m],max(1, [ n/2 |-m),min(/, [ n/2]))

MEDIAN- SEARCH (A, B) 'nin icindeki degismez dyledir ki; ortanca her zaman ya Afleft..right T'in
ya da B'nin igindedir. Bu ilk ¢gagri i¢in gecgerlidir, ginkl A ve B siralidir; bu

nedenle; ortanca tanimi geregi, max(1, (n/ﬂ - m) veya min(l, [n/2 ]) iginde yer alir.

Bu 8 ve 9. satirlardaki 6zyinelemeli ¢agrilar icin de gecerlidir, ¢iinkl algoritma,
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ortancanin tanimi geredi, icinde ortanca olamayacak kisimlari dizilimden ¢ikarir.
ikinci satirdaki 6zyineleme de degismezi korur, ¢linkii eger left > right ise ortanca,
B'nin iginde, yeni left(sol) ve right(sag) dederlerinin arasinda olmalidir. Algoritma
sona erdiginde, dondurulen deger tanim geregi ortancadir. Bu algoritmanin son
bulacagi garantilidir, cinkl her adimda sag-sol azalmaktadir ve ortanca ya A’da ya
da B’de olmalidir. MEDIAN-SEARCH ‘ln en kétd durum asimptotik kosma suresi,
2 ikili-arama ile aynidir; yani O(lg n)’dir.
Ortancay! bulmanin bagka bir yolu, iki dizilimin ortancalarini surekli olarak
kiyaslayip, ortancayi iceremeyecek kisimlari atmaktir. Bu, en ¢ok 2[lg n] dongu
suresince kosar, ¢unku her dongu, girdi dizilimlerinden birinin yarisini atar. Bu
nedenle bu algoritmanin da kogsma slresi ©O(Ig n)’dir.

(b) Sik (a)’daki algoritmay bir altprogram olarak kullanip, iki sirali dizilimi
birlestirecek, bir ¢ok izlekli algoritmayi verin. Algoritmanizin yaptigi is © (n),
ve paralelligi (yani ddnemdesligi) © (n/lg® n) olsun. is ve kritik-yol uzunlugu
icin gerekli yinelemeleri belirtin ve ¢dziin; paralelligin istendigi gibi ©(n/ g n)
oldugunu gosterin.

Cozum:
Birlestirme amaciyla, sirali dizilimlerin kuigik ve buyuk yarilarini, 6zyinelemeli
ve paralel olarak birlestiren ¢ok izlekli bir algoritma yazabiliriz:

P-MerGE (A[1..1], B[1 ..m] ,T[1 .. n])
1 ifn =0
2 thenreturn
3 (A, k) < MEDIAN-SEARCH (A, B) »wlog ortancanin A’da oldugunu farzedin
4 ifn=1
5 then T[1] < A[1]
6 else spawn P-MERGE(A[1 .. k - 1], B[1.. (n/ﬂ -k-1], T[1.. [n/21 -1)
7 spawn P-MERGE(A[K .. I], B[ [n/2] -k.. m],T[[n/2] .. n])
8 sync

Bu algoritma, iki sirali dizilimi bir T arabelledi icinde birlestirir. Genellikten
uzaklagmadan, ortancanin A’nin icinde oldugunu varsayabiliriz; eger B’nin
icindeyse, algoritmanin geri kalan kisminda, A ile B’yi degistirebiliriz.

Bu algoritmanin isi Ty(n) = 2 Ty(n/2) + ©(Ig n) = ©(n) ’dir. Kritik yol
uzunlugu T..(n) = T.(n/2)+O(Ign) = O(Ig®n) olur. Bu nedenle paralellik
T./T.. = ©(n/ig®n) olur.

(c) Istege bagl: Sik (a)daki algoritmay! rastgele bir sira istatistigi bulmak amaciyla
genelleyin. Bu algoritmayi kullanarak, (n Ig n) isi ve ©(n / Ig n) paralelligi
saglayan bir birlestirme-siralamasi algoritmasini agiklayin.



Cozim:
Once rastgele sira istatistiklerini bulan bir altprograma ihtiyacimiz var. Asagidaki
algoritma, iki sirah dizilimin tim elemanlarinin k’ninci sira istatistigini bulur.

ORDER-STATISTICS(A[p..q], B[r..s], k) (sira-istatistikleri)

1 ifg<sp+1ors<r+1» Birdizilimde 3’den az eleman vardir

2 then k’ninci sira istatistigini sabit surede apacik bul ve dondar.

3 ifkss+q—p—r+ 20 kninci eleman ortancaya kuguk-esitse

4 thenif A[[23]] < B[["$*]]

5 then return ORDER-STATISTICS (A[p..ql, B[r.. V—;SN k)

6 else  return ORDER-STATISTICS (A[p.. {%J] Bir..s], k)

7 ifk > s+ q—p—1r+ 2> kth element is greater than the median element

8 thenif A[|22|] < B[|=£|]

9 then return ORDER-STATISTICS (AW%W ~q], Blr..s], k — {@ +p—1)
10 else  return ORDER-STATISTICS(A[p..q].B[[’"g'ﬂ 5],k — L% +r—1)

Simdi bu altprogrami iki dizilimi birlestirmek icin kullaniriz. Dizilimleri, 2 alt-dizilime
bélmek yerine, (k= \/n.2\/n,. .., (vi— 1)) igin)/n—1esit aralikh sira istatistikleri
bulur ve . /n alt-dizilimlerini parallel olarak birlegtiririz. BoOylece birlestirme
altprograminin kritik yolu M_(n)= M_ (v/n ) + Ign olur ve bu yinelemenin
¢oziimii de M_n=0(lg n) olur.

Birlestirme isi Mi(n) = nMi(v/n) + ©(/nlgn) dir ve ¢dziimii de My (n) = O(n)
olur. Boylece, birlestirme—siralamasinin isi ©(n) degerinde kalirken, kritik yol
T.(n) = T.(n/2) + O(Ilgn) = O(Ig® n) degerine azalir.





