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Problem Seti 6 Cozumleri

Problem 6-1. Elektronik Billboard (ilan Tahtasi)

E-Bill adl yeni bir Elektronik llan Tahtasi firmasi kuruyorsunuz. Simdilik bir ilan tahtaniz var ve
ayni anda tahtada sadece 1 reklam yayinlayabiliyorsunuz. Musterilerinizle yaptiginiz anlagmaya
gore, reklamlarini bir hafta boyunca yayinlarsaniz size 6deme vyapiyorlar, aksi halde
yapmiyorlar. Musteriler size reklamlariyla rastgele zamanlarda geliyorlar ve yayin igin bir butce
Oneriyorlar. Size geldikleri zaman reklamlarini hemen yayina baslayip baglayamayacaginiza
karar vermek zorundasiniz. O sirada baska bir reklam yayinliyorsaniz, o yayinini kesebilirsiniz
ama kesilen yayindan edeceginiz kardan da vazgeg¢mis olursunuz. Amag karinizi en fazla
arttiracak algoritmayi kuramlamaktir.

Gergekte bir i reklami a; aninda geliyor ve p; kar oluyor. Bir reklam gelir gelmez algoritma onu
yayinlayip yayinlamayacagina aninda karar vermek zorunda. Algoritma, a; zamaninda gelen i reklamini,
a; zamanindan a;+1 zamanina kadar yayinlarsa, p; karini aliyor. Ayni anda sadece tek isin geldigini
varsayin. Ayrica, i reklami t zamaninda bittiginde billboard’da hemen baska bir reklamin baglatilabilecegini
de varsayin.

Asagidaki AD-SCHEDULE algoritmasinda o > 1‘in bir sabit oldugu durumu disundn. Kari p; olan
bir i reklami geldiginde;

1. Eger hi¢ reklam yayinlanmiyorsa, i ‘yi yayinlamaya basla,

2. Eger kari pg olan bir k reklami yayinlaniyorsa, k’y1 sadece ve sadece p; > apy
olursa yayindan ¢ikar, aksi halde i ‘yi kabul etme..

Algoritmanin bir hafta boyunca yayinladigi reklamlar, tamamlanmis reklamlar, yayina baslayip bir haftadan
once yayindan kaldirdigi reklamlar da atilan reklamlar olarak anilirlar. Algoritmanin hi¢ kabul etmedigi
reklamlar da reddedilen reklamlar olarak anilirlar. Algoritma sadece tamamlanmis reklamlardan kar edebilir.

(@) Sekil 1’deki gelis dizisini dustunun. AD-SCHEDULE (reklam-zamanlama gizelgesi)
algoritmasinin a = 1.5 durumunda yurutum iznini verin, yani her reklam gelisinde
hangi eylemlerin oldugunu, hangilerinin tamamlandigini ve reddedildigini agiklayin.
AD-ScHEDULE tarafindan kazanilan toplam kari hesaplayin.

Cozim: 1 ve 3. Reklamlar atildi. 2, 5 ve 6. Reklamlar reddedildi. 4, 7 ve 8. reklamlar
tamamlandi ve toplam 13.7 kar edildi.

(b) OPT (optimum) algoritmasinin gelecek reklamlar dizisini 6nceden bildigini ve reklam plasmanini kari

en ¢ok arttiracak sekilde yaptigini kabul edin. Sekil 1°’deki reklamlardan hangileri OPT
tarafindan tamamlanir, reddedilir ve atilir? OPT’nin kari nedir?



Rek | Gelis zamani Kar
1 1.0 1.0
2 17 13
3 1.8 1.8
4 2.0 3.0
5 21 2.3
6 25 4.0
7 3.0 45
8 4.1 6.2

Sekil 1: AD-SCHEDULE igin érnek bir girdi

Cozum: Rek 1, 4, 7, ve 8 tamamlanir. Digerleri reddedilir. OPT’un kar1 14.7 olur.

(c) Eger a =1 olursa, AbD-ScHEDULE'un OPT'ye oranla gelisigizel kotu karlar edecegini
gosterin. (Ipucu: OPT’un iyi, AD-SCHEDULE ’un ise kotl sonuglar verecegi bir reklamlar dizisi verin.)

Cozum: 0 < € < 1/2 olsun. i =0igini iginin gelis zamani a; = i(1 - €) ve kari da
pi=(a+e)t olsun.a; <awr<a; +1ve p;;1 = (0 + €)p; >ap, oldugundan, Ab-
SCHEDULE i igini atar ve i+ 1 isini baglatir. i Gzerinde timevarim kullanarak, eger
2n sayida is varsa, o zaman AD-SCHEDULE sadece son isi tamamlayip p,, = {Q + €)*"
kar elde eder.

€ < 1/2 oldugundan, [ag, 89 + 1), [y, @, + 1), v.s. araliklari ayrigiktir. Bu nedenle
0, 2, ... ,2n islerini tamamlamak mudmkinddr. Bunun anlami OPT’un karinin en az
asagidaki gibi oldugudur
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Egera =1ise, (0 + €)*-1 =€+ 2 ¢ cok kiiciik olabilir ve bu yiizden OPT, AD-SCHEDULE ile
kiyaslandiginda geligiguzel yuksek karlar saglayabilir..

A ={1,2,...n} reklam kiimesini dustunun. Bir S € A altkimesi, eder ve sadece eger,
algoritma S altkimesindeki tim reklamlari tamamlayabiliyorsa billboard
problemine bir ¢6zim getirir. Yani X ¢ézumundeki higbir reklam ¢gakismaz.
Bir S ¢ézUmunun Ps kari;

s = D e x Pi-
olur..



Bir reklamlar dizisi A i¢in, AD-SCHEDULE'un S € A ¢6zumunu, OPT’'unda S*S C..
¢OzUumuna Urettigini dusundn. Herhangi bir t aninda S; € S AD-SCHEDULE’un
tamamladigi reklamlar kimesi olsun( f ani dahil) ve D; € A - S de o0 ana kadar AD-
ScHEDULE tarafindan atilan reklamlarin kiimesi olsun. Benzer sekilde S* © S*, OPT'un t
anina kadar tamamladigi reklamlarin kimesi olsun..

(d) AD-ScHEDULE 'un t aninda yayinladigi reklamin j oldugunu varsayin. Asagidaki ifadeyi
tumevarim yontemiyle kanitlayin.

(v — 1) z P = p;+ Z j I

e 155

Cozum: Reklamlar konusundaki kanitlama timevarimla yapilir. Birinci reklam geldikten sonra
Jj=1olur. AD- SCHEDULE j yi yayinlamaya baslar ve hig bir reklami tamamlamamis yada

atmamistir. Bu nedenle S; = D; = ¢. Diyelim ki AD-SCHEDULE | reklamini yayinlarken, t aninda k

reklami geliyor. (Eger k geldiginde, hig bir reklam yayinlanmiyorsa, timevarim adiminin énemi
kalmaz.) Tumevarim adimi i¢in k gelmeden dnce elimizde su esitlik vardir:

(= 1) Yien i < i+ Xies, i

k reklami t’ aninda geldiginde, eger AD-SCHEDULE onu yayinlamama karari verirse, hem D
hem de S; degdismez ve biz basit bir timevarim kanitlamasi yapariz. Eger AD-SCHEDULE | ‘yi
atar ve K'y1 yayinlamaya baslarsa, o zaman px>a p; ve Dy = Dy U {1} olur. Bdylece asagidaki
esitlik elde edilir:

(o = UZ;eu,,jM = (o - U(Z;eu, pi+tp)=(a- l)(Z;enr pi) tap —p <
(@ = 1) (Xiep, pi) + P — p0 = P + Lies, i
Bitti.
(e) OPT'nin bir kez baglattiktan sonra hig bir reklami ¢ikarmaya gerek duymayacagini kanitlayin.
Baska bir deyisle, eger en uygun bir OPT algoritmasi bazen reklamlari ¢ikaran bir S*

¢OzUmu Uretiyorsa, 0 zaman ayni ¢ozUmu Ureten, ama hig bir reklami yayin digi etmeyen bir
baska OPT* algoritmasi vardir.

Coziim: OPT* sadece, OPT’un baglatip, yayinini tamamladigi reklamlari baglatir.

() Tum j€ S* ler icin, apmy 2 p; Ve aj-1<ag <a durumlarini saglayan “bire ¢ok”
(injective) bir eglemleme, f: S*— Do U S oldugunu gosterin. (Eslemlemenin bire cok oldugunu
gostermeyi unutmayin.)

Coziim: f(j) ‘yi soyle tanimlayin: j € S* olan bir reklam igin, i=f(j) € SU D« segin; &; < g
oldugunda i en son ig olsun. (i’ nin j ile ayni olabilecegine dikkat edin.)a ;- 7 <a; , oldugunu gormek
kolaydir, aksi halde j geldiginde i bitmis olurdu ve AD-SCHEDULE | ‘yi yapardi. Simdi bu i igin
ap; > P , aksi halde AD-SCHEDULE i 'yi atar ve | ‘ye baglar. j, S* kimesinin iginde
oldugundan, [a; - 1, &;] araliklar ¢cakismazlar. Bu nedenle fonksiyon “bire gok" tur.



(9) j* vej, OPT* ve AD-SCHEDULE 'unt aninda yayinladiklari reklamlar olsun. Tum t degerleri
icin sunu kanitlayin:

pi+ + Z P < ap+ Z pi + Z i

1E 5

Cozim: Karlari sol tarafta sayilan tim reklamlar S* kiimesinin igindedir. Bu nedenle;

P+ Z P <o Priiy + Z P

M—"'

Tim i€ St*, ve af(,*)< a < t degerleri icin, f ‘nin Do U S ‘ya eslemlendigine ayni
zamandada agms<a; St oIduguna dikkat edin. Bu nedenle, f(j*) ve her f(i), D; U S; U {J}
kiimesinin igcindedir. Ayni zamanda f ‘nin bire-¢ok oldugunu da fark edin. Bdylece,

| Py T Zﬂfm <afpt+ Z!Jﬂr Zp;
i€S; €Dy iE€S;
olur.

(h) Asagidaki potansiyel fonksiyonu disunun;
O(t) = o Zp +pi| —(a—1) Z Pi T Dy
1E5) 1e57

Burada AD-SCHEDULE ve OPT*, j and j* reklamlarini t aninda yayinliyorlar. (d) ve (g)
siklarini kullanarak, bu potansiyel fonksiyonun daima arti degerli kaldigini kanitlayin. Dilerseniz
bunu dogrudan tumevarim kullanarak da kanitlayabilirsiniz.



Cozum: (g) sikkindan sunu gikaririz:

=T

(1],:{--? _ ._rp-" (Z T _-'3’__.') |:{| |“ (_,l}...- - Z P + Z _,l}_-)

Bu (d)’'ye gore soyle olur.

> ala—1) (Zr) (a — 1)a (Z,) = 0.

(i) AD-SCHEDULE 'un o/ (a - 1)-rekabetci (competitive) oldugu sonucunu gikarin.

Goziim: @ arti degerli oldugundan, o kere AD-SCHEDULE’Un karl en az { a — 1) carpi
OPT* 'un kari olur ve buradan Ab-ScHEDULE’un o/ ( a - 1)-rekabetgi oldugunu cikaririz

() Rekabetgilik oranini “en aza” indiren en uygun o degeri nedir?

Cozim: a= 2
(k) Istege bagl:

AD-SCHEDULE'uUn kari P oldugunda,OPT'un karinin en az ((a?/(a - 1)) — 1)P olacag!
bir reklamlar dizisi 6rnegdi verin

Coziim: 0 < €< 1/nolsun. 0 < i < nigin, 2’ isinde, ay = i(1 - €) gelis zamani ve P 5
= (a+ €)' de karolsun. 0 < i < nicin, 2' +1isinde, a »+7 = i gelis zamani ve
poi+1 =a(a+ €)' de kar olsun.
0 < € < 1/n oldugundan, A, < Qgj+1 < A(2i+1) < A2 + 1 olur. E§er AD-SCHEDULE 2;
Isini yaratuyorsa,
« 2; + 1isini atar, glinki pojs1 = ApPy;'dir ; sonra da
« 2;iginiatip 2(i + 1) isine baglar, glinkii p oi+1) = (a + €) poi> a po;‘dir
i baglaminda timevarim kullanarak, AD-SCHEDULE only sadece 2n igini tamamlar ve
pon = (a + €)" karini verir.

[ay, as+1), [as,as+1] gibi araliklarin ayrigik olduguna dikkat edin. Béylece 1,3,.., 2,+1
islerini tamamlamak mumkuindtr Bunun anlami, OPT’un karinin en az;

n n : Od(()é + €)n+1 -1
;p21+]—2@(@+6) = T

1=0




oldugudur. €’u ¢ok kucuk secgersek, yeterince buyuk n degerleri icin OPT ’un kari

(a? pan— 1)/ (@-1) = ((? | (a-1))-1)p, olur..

(i) istege bagh: Billboard-gizelgeleme probleminin, reklam uzunluklarinin degistigi ve karin da
reklam uzunluguna orantili oldugu bir bigimini distnun. Yani her i reklaminin p; kari ve yayin
suresi var. AD-SCHEDULE’un problemin bu sekli i¢cin tam bir gézimlemesini yapin.

Cozum: Sunu sik (d)’dekine benzer bicimde kanitlayabiliriz:

(a—1) > pi<p;+ > pi

Ayrica OPT* 'un ¢alistigi her anda, AD-SCHEDULE'un da galistigini gézlemleyin. Kar isin
uzunluguyla ayni oldugundan, asagidaki ifadeyi elde ederiz:

pi+ Y pi<al|p+ ZPH—Z?@\

Bdylece, potansiyel fonksiyonun arti degerde kaldigina iliskin kanitlamamiz istenen her iki
esitsizlik de dogrudur ve ayni potansiyel fonksiyonu, ayni rekabetgilik oranini kanitlamada
kullanabiliriz.

Problem 6-2. Kirmizi-siyah agaglari yeniden yapilandirmanin maliyeti.

Kirmizi-siyah agaclarin yapisini degistiren 4 temel islem vardir : dugum araya yerlestirmeleri, dUgum
siimeleri, dondurmeler ve renk degistirmeler. RB-INSERT (KS-ARAYA YERLESTIRME) ve RB-DELETE
(KS-SILME)’nin kirmizi-siyah 6zelliklerin korunmasi igin, sadece O(1) diizeyinde déndurme,
digum araya yerlestirme ve diagim siime kullandigini gérmustik, ama bunlar ¢cok daha fazla renk
degistirmesi yapabilir.

(a) n sayida diigiimii olan bir kirmizi-siyah agaci, RB-INSERT isleminin €2 (Ign) diizeyinde
renk degistirmesine neden oldugunu 6ngorerek nasil yapilandiracaginizi agiklayin.
Ayni seyi RB-DELETE igin yapin.

Cozum: RB-INSERT igin, cift sayili dizeyi olan tam bir kirmizi-siyah aga¢ dusunun;
tek sayili dlzeylerde siyah, cift sayili dizeylerde de kirmizi digumler olsun. Bir
digum, vyapraklardan birinin ardili olarak araya yerlestirildiginde, eklenen
digumden koke kadar olan yol Uzerindeki dugumlerin renklerini dizeltmek igin
()(Ign) sayida renk degistirme gerekecektir. RB-DELETE, i¢in tiim diigiimleri siyah
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olan bir kirmizi-siyah agag¢ dusunun. Bir yaprak silinirse, “cift siyah olgusu”
nedeniyle, yukarida kdke kadar tiim yoldaki her diizeyde € (Ign) kez renk degisimi
gerekecektir (RB-DELETE-FiXUP / KS-SILME-DUZELTMESI durum 2).

Islem basina renk renk degisimlerinin sayisinin en kétli durumu logartmik olabilir ama, biz agagidaki
teoremi kanitlayacagiz..

Teorem 1 Baslangigta bos bir kirmizi-siyah agacgta, RB-INSERT ve RB-DELETE iglemleri, en
kéti durumda O(m) yapisal degisiklige neden olur . (FIXUP: ONARIM)

(b) Kitaptaki Sekil 13.4, 13.5, ve 13.6’y1 dikkatlice inceleyin. Hem RB-INSERT-FIXuP hem
de RB-DELETE-FIxuP ’In kodlarinin ana déngulerince yuritilen islemlerden bazilari
sonlaniyor: bir kez kargilasildiginda, sabit sayida igslem sonrasi donginin sona
ermesine neden oluyorlar. RB-INSERT-FIXuP ve RB-DELETE-FIXUP’In her durumu igin,
hangilerinin sonlandigini, hangilerinin sonlanmadigini belirtin.

Cozum: RB-INSERT-FIXUP’In 1. Durumu ve RB-DELETE-FIXUP’In 2. Durumu disindaki tim
durumlarda sonlaniyor.

Once sadece araya yerlestirme uygulamasindaki yapisal degisiklikleri ¢cézimleyecegiz. T bir
kirmizi-siyah agag¢ olsun ve () (T) de Tdeki kirmizi diigiimlerin sayisi olsun. RB-INSERT-
FiXuP’in her U¢ durumunda uygulanan yapisal degisimlerin 1 potansiyel birimle 6dendigini
varsayin.

(c) T’ RB-INSERT-FIXUP 'In 1. durumu T’ye uygulandiginda ¢ikan sonug olsun. Soyle
oldugunu savunun:

O (T) =P (T)-1

Cozim: RB-INSERT-FIXUP r'in 1. durumunda, kitaptaki Sekil 13.4’te gorulebilecegdi gibi,
kirmizi diigiimlerin sayisi “bir” azalir. Béylece ®(T’) = @ (T)-1 olur.

(d) Kirmizi-siyah bir agaca RB-INSERT kullanarak araya yerlestirme yapmak U¢ pargaya
bolunebilir. TREE-INSERT, kullanildiginda RB-INSERT-FIXUP’'In sonlanmayan durumlari ve
sonlanan durumlarindan kaynaklanan yapisal degisimleri ve potansiyel degisiklikleri
listeleyin.

Coziim: TREE-INSERT bir dUgum araya yerlestirmesine ve potansiyelde bir birim artisa
neden olur. RB-INSERT-FIXUP‘In sonlanmayan durumu (Durum 1), 3 renk degisikligi ve
potansiyelde bir birimlik azalma yapar. RB-INSERT-FiXuP‘in sonlanan durumlarinin (Durum
2 ve 3) her biri bir dondurmeye neden olur ve potansiyeli etkilemez.

(e) Sik (d)yi kullanarak, (( ’'ya gére) RB-INSERT ‘in yapisal degisimlerinin amortize
edilmis sayisinin O(1) oldugunu savunun.

Cozum: TREE-INSERT ile RB-INSERT-FIXUP ’In sonlanan durumlarindan kaynaklanan
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yapisal degisimlerin sayisi ve potansiyel degisiklik miktari sabittir; bu nedenle bu ug¢
parcanin amortize maliyeti de sabittir. RB-INSERT-FIXUP ’In sonlanmayan durumu O(Ign)
kez tekrar edebilir ama, amortize maliyeti sifirdir, ¢unki varsayimimiz geregi
potansiyeldeki birim dugsus, gereken yapisal degisimleri karsilar. Boylece RB-INSERT ‘in en
kotu durumda amortize maliyeti sabittir.

Simdi teoremi hem araya yerlestirmeler, hem de silmeler i¢in kanitlamak istiyoruz. w(v)'yi
soyle tanimlayalim:

( 0 edger v kirmizi ise,
1 eger v siyah ise ve kirmizi ardili yoksa,
wiv) = ¢ 0 eger vsiyah is eve bir kirmizi ardili varsa,
2 eger vsiyah is eve iki kirmizi ardili varsa.

Bir T kirmizi-siyah agacinin potansiyelini sdyle tanimlayalim:

'-':i. lf

ve T’, RB-INSERT-FIXUP veya RB-DELETE-FIXUP ’In herhangi bir sonlanmayan durumunun
T'ye uygulanmasiyla olusan agag olsun.

(f) RB-INSERT-FIXUP’In tiim sonlanmayan durumlarinda @ (T’) < @ (T)-1 oldugunu
goOsterin. RB-INSERT-FIXuP tarafindan uygulanan yapisal degisimlerin amortize edilmis
sayisinin ((P’ya gére) O(7) oldugunu tartigin.

Cozium: Kitaptaki Sekil 13.5’ten, RB-INSERT-FiXUP’In 1. durumda agacta asagidaki
degisiklikleri yaptigini goruriz:

« ki kirmizi ardili olan bir siyah digimu kirmizi bir diigime cevirir (C dugumi) ve

potansiyelde -2’lik bir degisiklik yapar.

+ Kirmizi bir dugumda, bir kirmizi ardili olan siyah bir digume c¢evirir ( Ust sekildeli A

diguma ; alt sekildeki B dugumu), ve potansiyelde degisiklige yol agmaz.

 Kirmizi bir digimda, bir kirmizi ardili olmayan siyah bir digime c¢evirir (D digimu),

ve potansiyeli 1 degistirir.

Potansiyeldeki toplam degisim -1'dir; bu yapilan yapisal degisimleri kargiladigindan,
Durum 71’in ( sonlanmayan durum) amortize maliyeti 0’ olur. RB-INSERT-FIXUP’In
sonlanan durumlari sabit yapisal degigikliklere ve potansiyelde sabit degisiklige
neden oldugundan, ve w(v)'nin sonlanan durumlari sadece dugum rengine bagimli
oldugundan ve renk degisikligi sayisi sabit oldugundan, sonlanan durumlarin amortize
maliyeti en ¢ok sabit olabilir. Bu nedenle, RB-INSERT-FIXuP’'In toplam amortize
maliyeti sabittir..



(g) RB-DELETE-FIxuP‘in tiim sonlanmayan durumlarinda @ (T’) < @ (T)-1 oldudunu
gOsterin.  RB-DELETE-FIxup tarafindan uygulanan yapisal degisimlerin
amortize edilmig sayisinin (¢ ’ya gére) O(7) oldugunu tartigin.

Cozum: Kitaptaki Sekil 13.6 RB-DELETE-FiIxup m’in 2. durumda agacta asagidaki
degisiklikleri yaptigini gosteriyor:
« Kirmizi ardili olmayan bir siyah diguma kirmizi bir digume (digum D) gevirir ve
potansiyelde -1’'lik degisime neden olur.
« Eger B kirmizi ise, o zaman bir siyah ardil yitirir, potansiyelde degisim olmaz.
» Eger B siyah ise, o zaman hi¢ kirmizi ardili olmama durumundan, bir kirmizi ardili
olma durumuna gecer ve potansiyel -1 degisir.

Potansiyeldeki toplam degisim, B’nin rengine badli olarak ya -1, ya da -2 ’dir. Her iki
durumda da, potansiyelin bir birimiyle yapisal degisimler karsilanir ve bdylece Durum
2’nin (sonlanmayan durum) amortize maliyeti en ¢ok 0 olur. RB-DELETE-FIXUP’IN
sonlanan durumlari sabit yapisal degisikliklere ve potansiyelde sabit degisiklige
neden oldugundan, ve w(v)'nin sonlanan durumlari sadece dugum rengine bagimli
oldugundan ve renk degisikligi sayisi sabit oldugundan, sonlanan durumlarin amortize
maliyeti en cok sabit olabilir. Bu nedenle, RB-DELETE-FIXuP’'In toplam amortize
maliyeti sabittir..

(h) Teorem 1’in kanitlamasini tamamlayin..

Cozum: Her islemin amortize maliyeti Ust sinirda bir sabitle sinirlandiriidigindan,
baslangi¢cta bos olan bir kirmizi-siyah agacgta, m boyutlu RB-INSERT ve RB-DELETE
islemlerinin herhangi bir dizisindeki yapisal dedisimlerin gercek sayisi, en kotu
durumda O(m) yapisal degisiklige neden olur.





