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Problem Seti 5 Gozumler
Problem 5-1. Atlama Listeleri ve B-agagclari

Sezgisel olarak dnceden gordugundz bir elemanin yakinindaki bir elemani gérmek
daha kolaydir. Bir dinamik veri yapisinda —x’ den- y’ ye bir yoklama aramasi
asagidaki sorgulamadir:

Bir veri yapisinda x elemanini depolayan yuva verildiginde, ve bagka bir y elemani
verildiginde veri yapisinda y’yi depolayan yuvayi bulun. Atlama listeleri hizli yoklama
aramalarini asagidaki baglamda destekler.

(a) Bir atlama listesinde x’ den y’ ye yoklama aramasi yapmak igin gerekli
algoritmay! verin. Algoritmanizin kosma stiresi yiksek olasilikla O(lg(2 + l(rank(x) —
rank(y) 1)) olmalidir. Burada x’ in ritbesi yani rank (x) dinamik setin siralanmis
dizeninde x elemanini o andaki ritbesini gosterir. “Ylksek olasilikla” derken
m =2 + | rank (x) — rank(y) | ‘ ye gore ylksek olasiligi kastederiz. Yani algoritmanizin
kosma siiresi, her a> 1igin 1-1/m® .... olasilikla O(lg m) olmalidir.

Burada x elemanini depolayan atlama listesinin en altindaki listedeki yuvanin,
yoklama- aramasi iglemine verildigini dusunun.

Cozim:
Bu problem c¢ergevesinde, atlama listesindeki her x yuvasinin asagidaki alanlari
oldugunu disunun:

key[X] X yuvasiyla ilintili anahtar

next[x] | linkli listede X’ i iceren bir sonraki eleman
level[x] | X iiceren linkli listede, linkli listenin dizeyi
upl[x] level[x]+1 dlzeyindeki linkli listede x ile ayni anahtara sahip olan eleman

down[x] | level[x]-1 dizeyindeki linkli listede x ile ayni anahtara sahip olan eleman

Key[x] sk durumu i¢in kodu sunariz. k< key[x] durumu bunun simetrigidir. Ayni
zamanda level[x]=0 oldugunu varsayiyoruz. Yani arama, atlama listesinin en disuk
dlzeyinde basliyor. (eger arama Ig n dizeyinde baslarsa yoklama aramasinin kogsma
suresi O(lg n) olabilir.)

Algoritma iki evrede ilerler. ilk evrede diizeylerde mimkiin oldugunca hizli yukari
cikariz, sonunda ileriye hareketin mumkun olmadigi dizeye kadar.




FINGER-SEARCH (x, k) > Search for k in skip list containing node x .

(yoklama aramasi) (x digimund iceren atlama listesinde k' y1 ara)

1 while key [next [X]] < k

2 do while up [x] # NIL

3 do x< up[X]

4 X «—next [X]

5 whileleve [x] 20

6 do while key [next [x]] <k
7 do x <—next [X]

8 if level x>0

9 then x < down [X]
10 return x

( Aramanin yukariya dogru gereginden daha fazla gittigine dikkat edin. Daha iyi bir
¢6zum her duzeydeki bir sonraki noktayi incelemek ve sadece bir sonraki anahtar,
hedef anahtardan daha klguk ise yukariya gitmeyi strdiirmektir. Ote yandan
kanitladigimiz gibi, yukaridaki basit algoritma da basaril olur.)

Once, yoklama aramasi sirasinda, erigebilecegimiz en Ust diizeyi belirleriz.
Kanitlamasi, bir atlama listesinin en ¢ok O(log n) diuzeyi oldugundakinin aynisidir.

Onkuram 1 Uygulama sirasinda, yiiksek olasilikla, m=2+rank(key[x])-rank(k),
FINGER-SEARCH, level[x] < O(lg m).

Kanitlama: Atlama listesinin (kapali) araligi M= [key[x], k] ‘ de en ¢ok m-1 eleman
vardir. Bu m-1 elemanin olasiligini c Ig(m) yuksekliginden daha buyuk oldugunu
hesaplariz.
Pr [ M'deki bir eleman c Ig(m+1) dlizeyden fazlasinda yer alir.]
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M’ deki higbir eleman c Ig(m) diuzeyinin 6tesine terfi ettirilmedigi igin, key[x]’ in her
zaman M araliginda yer alacagi sonucu ¢ikar. Bu kanitlamada yuksek olasilik
¢bzumlemesinin n’ ye gore degil, m’ ye gore yapildigini not edin. Simdi algoritmanin
2 evresinin maliyetini ele alacagdiz: Once yukariya gitme maliyetini ve sonra asag|
gitme maliyetini. Sinifta kanitlanan 6n kurami hatirlayin:

Onkuram 2 Yazi-tura atislarinda, ¢ Ig m sayida ‘yazi’ gérme olasiligi yiiksek
olasilikla O(lg m)’ dir.



Bu onkurami kullanarak duzey yukselmelerini igeren birinci evrenin, yukselecek
sadece c Ilg m kadar duzey oldugundan ve her ‘yazi’ bir dizey yukselmesi sonucunu
verdiginden, O(lg m) adimda tamamlandigini gorebiliriz. Bu 6nkuram, ayni zamanda
ikinci evreninde O(lg m) adimda tamamlandidini gésterir: Clinki ARAMA
cbzumlemesinde, biz maliyeti tersten hesaplariz, k' yi saklayan yuvadan birinci
evrede erisilen dlzeye kadar yukseliriz; yukari gidecek sadece c Ilg m dizeyi
oldugundan ve her yazi gelisi bir dizey yukari tagidigindan, ikinci evrenin maliyeti de
O(lg m)’ dir. Bdylece toplam kosma suresi istendigi gibi O(Ig(m+1)) olur.

B-agaclarindan, hizli yoklama aramalarini desteklemek igin iki fikir gereklidir:
B* —agaclari ve diizey linklemesi. Problem boyunca B=0O(1) kabul edin.

Bir B*-agaci dyle bir B-agacidir ki tim anahtarlar yapraklarda depolanmistir ve
dahili dugumlerde bu anahtarlarin kopyalari depolanir. Daha kesin bir anlatimla bir

C1, Cy ... Cr4+1 9ibi k+1 ardili olan bir p dahili dugimuinde k sayida anahtar
depolanir. ¢4in alt agacindaki maksimum anahtar, ¢, nin alt agacindaki maksimum
anahtar, ¢, nin alt agacindaki maksimum anahtar.

(b) Bir BT - agacinda, O(lg n) zamaninda, verilen bir x anahtarini saklayan yapragi
bulmak icin, B-agaci ARAMA algoritmasinin nasil degistirmeniz gerektigini tarif edin.

Cozim:
Yapilmasi gereken tek degisiklik, dahili bir digumde anahtar bulunursa gikisa gitmek
yerine, aramayi her zaman yapraklara kadar surdurmektir.

F-TREE-SEARCH(z, k)
141
while ; < n|z| and k > key,|z]
do i+ i1 +1
if leaf|x]
then if; < n[z| and k = key,|7]
then return (¢; 7|, k)
else return NIL
else return BT-TREE-SEARCH(z, k)
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(c) B aggglarlnda k_og.ma suresinin O(Ig n) olmasi i¢in, B-agaclarinda ARAYA
YERLESTIRME ve SILME algoritmalarinin nasil degistiriimeleri gerektigini agiklayin.

Cozum: Normalde bir araya yerlestirme sirasinda B-TREE- SPLIT-CHILD

( B-AGACI-YARMA-ARDIL) bir diigiimi 3 pargaya boler:

Ortancadan daha kiguk elemanlar, ortanca ve ortancadan daha blyuk elemanlar.
Bu ortancayi atanin igine yerlestirir ve digerlerini yeni dugumlere koyar.

B* agaclarinda yarma islemi dahili digiimlerde dedismez, ama yapraklarda degisir.
Ortancanin iki yaprak digumunun birinde muhafaza edilmesi gereklidir —solda
olaninda — ve ayni zamanda bir ataya eklenmesi gereklidir. Asagidaki s6zde kod yeni
yarma yordamini uygular.

B*-TREE-SPLIT-CHILD (. 7, y)
1 if Jeaf[y]

2 then 2 < ALLOCATE-NODE()

3 leaf|z] + FALSE

4 nzl < B—1

5 forj < 1toB—1

6 do key;|z| < key; 5y

7 ¢jl2] = ¢ Bly]

8 al2]  conly]

9 nlyl < B > Unlike a B-tree, the old node keeps I3 keys.

(B-agacinin aksine, eski diigim B sayida anahtar igerir)

10 for j < n|z| + 1 downto i + 1
11 do c¢jq|z] < ¢j|7]

12 key;|x] + key, ,|z]

13 Cip|r] 2

14 kev,l1] « kevyly

15 nlx| + nlz] +1

16 else return B-TREE-SPLIT-CHILD(x,%,¥y)

Geri kalan araya yerlestirme yordamlari, yeni yarma yordamini kullanarak
degistirilmelidir.

Bir B*- agaci silmesinin iki kismi vardir: Anahtari yapraktan silmek, ki bu agaci
diuzeltmeyi gerektirebilir ve anahtarin bir kopyasinin artik dahili digimde
goéruinmemesini saglamak. Her kisim O(lg n) sure alir.

Silme kokten bagslar ve o anahtari saklayan yapraga kadar inilir. Eger dahili bir
digumde silinecek olan anahtar kesfedilirse bu gérmezden gelinir. (Bu dugumleri
hatirlayin; silmenin ikinci kisminda bu digumlere yeniden dénecegiz). B-adacinda
oldugu gibi agsagi inis yolundaki her digumun en az B sayida anahtar icerdiginden
emin olmak istiyoruz. Bir B-agaci silmesinin ti¢ durumu oldugunu hatirlayin. Ozellikle
Ucuncu durum asag! inis sirasinda agacta bir silme yapilirken bir ardilda en az B
saylda anahtar vardir. Yol boyunca her digumde en az B sayida anahtar olmasini
saglamak igin Uguncu durumu uygulayin. Buradaki tek degisiklik yapraklari



birlestirirken asagida yeni birlestirilen dugume bir anahtari gdndermenin gereksiz
olmasidir; anahtar atadan sadece ¢ikarilir. Yaprakta anahtar bulundugunda onu
yapraktan gikarirsiniz.

Silmenin ikinci kisminda, silinen anahtarin dahili bir digimde goérilmediginden emin
olmak isteriz. Once silinen anahtarin éncilini arayin. Silinen anahtarin birinci
kisimda buldugumuz yuvalarini hatirlayin. Yol boyunca silinen anahtarin gérindugu
her yerde anahtari dncullyle degistirin. (silinen anahtarin kopyalari silme islemi
sirasinda sadece kokten yapraga gelinen yol boyunca gorilebilir). Bir dizey
linklemeli BT - agaci, dyle bir B" - agaci dir ki, ayni derinlikteki diigiimler arasinda
hemen sonundaki dugume bir ek isaretleyicisi vardir ve ayni zamanda ayni
derinlikteki dugumler arasinda hemen sagindaki dugume de bir ek isaretliyicisi vardir.

(d) (c) bolimiindeki B* - agaci ARAYA YERLESTIRME ve SILME algoritmalarinin
islem basina O (log n) slresinde dlzey linklerini koruyabilmeleri igin nasil
degigtirilebilecegini agiklayin.

Cozium: Simdi her x dugumunun, sagdaki kardes dugumune link[x] isaretleyicisi
vardir. Yarma yordami asagidaki iki satiri igerecek sekilde degistirilir.

1 link[z] « link[y]
2 linkly] < z

Bu yarilan y digumunan linkini yeni z dugumune kopyalar ve y’ nin linkini z’ yi
isaretleyecek sekilde gunceller. Bunun disinda araya yerlestirme iglemi degismez.
Bir silme igleminde iki dUgum birlestirildiginde ilgili link igaretleyicileri
guncellenmelidir: soldaki (silinen) diguimden olan link kalan birlesmis dGgumun link
noktasina kopyalanmalidir. Bunun diginda silme iglemi degismez.

(e) Bir diizey-linkli B* agacinda x’ den y’ ye yoklama aramasi yapacak bir algoritma
verin. Algoritmanizin kogma siresi O(lg(2+|rank(x) — rank(y)| )) olmahdir.

Cozum: Algoritma (a) kismindaki ¢ézimde olanin benzeridir. Arama, agag¢ boyunca
bir sonraki anahtar aranan anahtardan buyuk oluncaya kadar yukari dogru gider. Bu
noktada arama, agacta, normalinde oldugu gibi asagiya dogru devam eder ve
gerektiginde linkleri kullanir.

Daha dnce oldugu gibi (x,i) agagtaki bir anahtari olan isaretgiyi temsil ettiginde,
asagidaki kod, baslangigta k= key; [x] oldugunu varsayar. Ters durum simetriktir.
Yoklama aramasini verimli yapabilmek i¢in her x dugumunun bir p[x] ata igaretleyicisi
ve bir pi[x] ata dizini oldugunu varsayariz.



B*-TREE-FINGER-SEARCH(x, 7, k)

1 while k > key,|x| and /ink|x| # NIL and k > key,|link|z||
2 do while: < n|z| and k > key,|z]

3 do i < i+1

4 if 2 > n|x| and k > key,|link|x ||

5 then = + p|z]

6 i pix]

7 > Begin downwards search.
8 while not leaf|x|
9 do if k > key,|link|z]]

10 then & « /ink|z|

11 141

12 else © «+ ¢;[x]

13 1+ 1

14 while i < n[z| and k > key,|]
15 do 7+ 1+1

16 ifk = key,|x]

17 then return (z, 7)
18 else return NIL

Aramanin verimliligini géstermenin yolu birinci evrenin O(Ilg m) dlizeyden daha fazla
yukari gitmemesidir. Bu gergegi kanitlamak icin beginci satirda sadece
k> key, [link[X]].. oldugunda x’ i p/x]’ e esit yaptigimiza dikkat edin. Bu Kk’ nin,

¢4 [link[x]] ‘de koku olan alt-agacin her yapragindan daha buyuk oldugunu ima eder.
Dahasi, arama bagladiginda, ¢4 [link[x]]'de koku olan alt-agacin her yapragi, ilk
anahtar olan key;[x] ‘dan daha biylk olmalidir. (¢linkii arama sadece anahtarlarin
artis yonunde hareket eder). Bu nedenle, eger x, | dizeyinden I+1 dlzeyine gikarsa
(yapraklarin sifir diizeyinde oldugunu farzediyoruz), bu durumda m=2'2 olur ve bu
da I=0(Ilg m)’ y1 ima eder. Yani arama higbir zaman O(lg m) sayida dlizeyden daha
fazla yukari gitmez.

Ote yandan agactan asagdiya dogru arama yaparken x en fazla bir yanal link gegisi
yapar. Bu nedenle toplam arama maliyetinin O(lg m) oldugu sonucuna varabiliriz.

Bu fikirler, atlama listeleriyle dizey linkli 2-3-4 agaclar1 arasinda bir iliski oldugunu
isaret eder. Aslinda bir atlama listesi diizey linkli B*agacinin rastgele versiyonudur.

(f) Bir belirlenimci atlama listesinin, nasil uygulanabilecegini agiklayin. Yani veri
yapiniz, bir atlama listesindeki genel igaretleyici yapisinin aynisi olmalidir: Ayni
anahtari depolayan komsu listelerdeki yuvalar arasindaki isaretleyicilerin oldugu bir
veya daha fazla linkli liste dizisi. Arama algoritmasi bir atlama listesininkinin aynisi
olmalidir. Bir anahtarin terfi edilecegini belirlemek icin ARAYA YERLESTIRME
islemini degistirerek rastgeleligin kullanimindan kaginmaniz gerekir. Problemin bu
kisminda SILMEYi gérmezden gelebilirsiniz.



Cozum:

Sonugta ¢ikan belirlenimci atlama listesi, daha dnceki bolumlerde gelistirilen dizey
linkli B*agacinin aynisidir. Burada iki veri yapisi arasindaki baglantiyi gérmek igin,
ayni veri yapisini biraz farkli bicimde tekrarlariz. Veri yapisi tipik bir atlama listesinde
oldugu gibi bir takim linkli listelerden olugur. Tum listeler - « ile baslar. ARAMA
algoritmasi, duzenli bir atlama listesi veri yapisindakinin tamamen aynisidir. Linkli
listedeki her digum, listede kendini takip eden terfi ettiriimemis digumlerin sayisi
kadar genigletilir. Ornegin linkli listedeki siradaki digiim terfi ettirilirse bu say sifirdir:
Eger bir sonraki dugum terfi ettiriimez de, ondan sonraki digum yukseltilirse; bu sayi
1’ dir. Burada hedef, bir terfi eden dUgumun sayisinin en az B-1 ve en ¢ok 2B-1
olmasidir. (B-agacina oranla klguk farkli degerlerin olmasi, sayimin biraz farkh olan
tanimindan kaynaklanir).

Simdi, ARAYA YERLESTIRMENIN nasil devam edecegini tanimlayalim ARAYA
YERLESTIRME islemi, atlama listesinin tepesinden - « baslar ve normal atlama
listesi aramasinda oldugu gibi listede asagi dogru iner. En alt dizeye ulasildiginda
linkli listeye yeni eleman eklenir ve sayilar guncellenir. (2B-1 sayimdan daha
fazlasinin guncellenmeyecegini not edin). Eger sayimlarin guncellenmesi bir dnceki
yukseltilmis dUgumun sayisini 2B-1’ den daha buyuk hale getirirse, B sayili digum
terfi ettirilir. Bu 6zyinelemeli olarak agacta yukariya dogru surdarulur ve gerekirse en
ust duzeye bir yeni duzey daha eklenir. Bu yolla hi¢ rastgeleligi kullanmadan, atlama
listesinin her zaman mukemmel bir atlama listesine yakin olmasini garanti ederiz.

Problem 5-2. Bir Duzlemdeki Noktalarla Eglence

Saat sabahin 3’ ve siz 6.046 derslerini videodan izlemeyi amagliyorsunuz ve
problem seti 5 ile ilgili ipuglarini ariyorsunuz. Garip bir nedenle belki de bilinciniz
gelip-gittiginden, odanizdaki beyaz duvarda, siyah noktalardan olusan garip bir bulut
fark ediyorsunuz. Bu nedenle dersi iziemek yerine, bilingaltiniz asagidaki problemi
¢6zmeye calisiyor. S={ p1, Pz-.- Pn }'nin Xy duzleminde n noktadan olusan bir
kime oldugunu farz edin. Her p; noktasinin koordinatlari( X;, y;) ve agirhgi da

m;.(noktanin boyutunu tanimlayan bir gercek sayi). F(p)= f(x,y,m) bir rastgele
fonksiyon olsun ve p noktasini x,y koordinatlarini m agirhginda bir gergek sayiya
eslemlesin ve bu O(1) suresinde hesaplanabilsin. Bir S(T) altkimesinde F(T)
fonksiyonunu T’ nin igindeki tim noktalar i¢in f( p;)’ lerin toplami olarak tanimlayin.
Yani

F(T) =) f(p)
pel
Ornegin, eger f( pi)=miise F(S) tim n noktalarinin agirliklarinin toplamidir. Bu durum

sekil 1 de gosterilmistir.

Hedefimiz, noktalarin belli altkimeleri i¢in F fonksiyonunu hesaplamaktir. Her alt
kimeye bir sorgulama diyoruz ve her T sorgulamasi igin F(T)’ yi hesaplamak
istiyoruz. Cok sayida sorgulama olabilecegi igin her sorgulamayi verimli
yanitlayabilecek bir veri yapisini tasarlamak istiyoruz.



Once x koordinatini sinirlayan sorgulamalari ele aliyoruz. Ozellikle x koordinatlari
en az X,,;n olan noktalarin kimesini ele aliyoruz. Resmi olarak
T( Xmin) asagidaki gibi noktalarin kiimesi olsun.
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Figur 1: 8 noktali bu 6rnekte eger

f(pi)z m, ise, F(S)=25 olur.

Figur 2: X =1 ise, T(1)={ p3, p4, p5
bs B, ps} ve F(T(1))=20 olur.

Su formdaki sorgulamalara yanit bulmak istiyoruz: giriste herhangi bir x,,;;,, degeri
verildiginde F(T) x,,i,,’ in dederini hesaplayin. Sekil 2, bu tir sorgulamaya bir
ornektir. Bu durumda x,,;,=1 ve ilgi duydugumuz noktalar x koordinati en az 1

olanlardir.

(a) Bir dengeli ikili arama agacinin, bdyle bir sorgulamayi O(lg n) surede yapmak igin
naslil degistiriimesi gerektigini gosterin. Daha agik bir deyisle F(T( X,,in))
hesaplamasinin agag¢ boyunca asagiya sadece bir yuruyuste nasil yapilacagini
gosterin. Bu problem igin glincelleme (araya yerlestirme ve silmeler) desteklerine

ihtiyaciniz yok.

Gozum:

Problemin bu bolumd igin ikili agaci kullanarak iki degisik ¢o6zUm oneririz. ik
¢o6zUmde anahtarlari agacin sadece yapraklarinda depolariz. Ikinci ¢ozumde ise
anahtarlari her dugumde depolarnz. Cozumler yaklasik birbirinin aynidir.

Kokl z’ de olan alt-agactaki tim p; noktalari igin f( p;)’ lerin toplami g(z) olsun.



Eger z bir yapraksa bu durumda z’ de depolanmis noktanin f( p;) degeri basitce g(z)’ dir.
Her iki ¢cozimde de agagtaki her z dUgumunu g(z)’ yi depolayacak sekilde

genigletiriz. Sorgulamanin temelindeki fikir ikili agagta x,,;,, i aramak ve istenen

toplami yol boyunca hesaplamaktir.

Ik ¢bziim anahtarlar sadece yapraklarda depolandi§inda gegerli olur. Aramamiz
sirasinda bir z dugumuine geldigimizde key[z] < X,,; ise sag alt-agdacta 6zyineleme
yapin. Diger durumlarda g(right[z]) de@erini sol alt-agacta yapilan 6zyinelemeden
clkan sonuca ekleriz.

FWITHXMIN-V1 (2, Z1yin) > Keys stored at leaves.
. . (Anahtarlar yapraklarda depolanmis.)
1 if z = NIL

2 then return 0
if leaf 2|
then if key|z| > x,,;, return g(z)
else return 0
if key|z| < Znmin
then return FWITHXMIN-V 1 (right|T], 2 ,in)
else return g(right z|)+ FWITHXMIN-V 1 (left|T|, xynin)
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Dikkat ederseniz son adimda z’ nin sag ardilini ziyaret etmekten,
g(right[z])=g(z)-g(left[z]) olmasI nedeniyle kaginabiliriz.

Anahtarlar, agacin dahili dugumlerinde depolandiginda o an ziyaret ettigimiz z
dugumuinun f( p;) degerine bakmak, sorgulamada yapmamiz gereken tek
degisikliktir(simgelemi biraz bozarak buna f(z) deyin).

FWITHXMIN-V2 (2, Z,in) > Keys stored at every node.
. . (anahtarlar her digimde depolanmis olsun.)
1 if z = NIL

2 then return (O

3 ifkey|z] < xpin

4 then return FWITHXMIN-V2 (right|T’], = min)

5 else return f(2) + g(right|z])+ FWITHXMIN-V2 (left[T], Zmin)

Daha énce oldugu gibi son yineleme ¢agrisinda g(right[z])=g(z)-g(left[z]) oldugunu
fark ederek z' nin sag ardilini ziyaret etmek zorunda kalmayiz.

Son olarak FWITHXMIN ‘in dogrulugu agacin yuksekligi tzerinde timevarimla
kanitlanabilir.



(b) Tdm n noktalarinin 6nceden bilindigi bir statik problemi digunun. (a) sikkindaki
veri yapisini kurmak ne kadar zaman alir?

Cozum: Veri yapisini kurmak O(n Ig n) suresi alir gunku aslinda noktalari siraliyoruz.
Bunun yollarindan biri noktalarin x koordinatini baz alarak siralama ve sonra bir
ortanca elemanini kok olarak secip dengeli bir aga¢ yapilandirarak sol ve sag alt-
agaclari 6zyinelemeli olarak kuramlamaktir. Bu yapi, noktalari siralamak i¢in O(n Ig n)
suresi ve agacl kurmak i¢in de O(n) suresi alir.

(c) Toplamda n sayida nokta verilirse, veri yapisini kurmak ve k farkli sorgulamayi
yanitlamak ne kadar zaman alir? Ote yandan bir veri yapisi kullanmadan, saf

algoritmayi F(T( X,,,i5)) her sorgulama i¢in 0’ dan baslayarak hesaplamak ve k farkl
sorgulama yapmak ne kadar zaman alir? Veri yapisinin asimptotik olarak daha
verimli olmasi k’ nin hangi degerleri icin gecgerlidir?

Cozum: (a) ve (b) siklarini kullanarak veri yapisini kurmak ve k sayida sorguyu
yanitlamak ©(n Ig n + k Ig n ) suresini gerektirir. Saf algoritmayi, her sorgu i¢in 0’ dan baslayip

F(T( xmin)) Vi hesaplamak icin kullanmak, tim n noktalarini taramak ve bunlari x
koordinatlari bazinda en az x,,;, kere toplamayi gerektirir. Bu ikinci algoritma © (kn)

suresi gerektirir. Bu terimlere bakarak sezgiyle eger k= (Ign) ise veri yapisini
kurmanin F’ yi 0’ dan hesaplamaktan daha verimli olduguna karar verebiliriz.

Bu bdlim igin resmi bir kanitlama pesinde degiliz ama bu konuyu tartismanin yolu k
saylda sorgusunun gerektirdigi zamanlar olsun. Bu durumda asimptotik olarak

T; (n,k) = T, (n,k) karsilayan yeterli kosullari vermek istiyoruz.

Onkuram 3 Eger k=W (nign).. ise tiim n 2n, degerleriicin T, (nK)< T, (nKk) y1
saglayan bir n. sabiti vardir.

Kanit: ¢, ve nq O(n lg n+ k Ig n) ile galigan birinci algoritmanin sabitleri ve ¢, ve n,
Q(kn) ile calisan ikinci algoritmanin sabitleri olsun. Bu durumda k ve n i¢in asagidaki
durumu karsilayan yeterli sartlari saglariz.

Ti(n. k) < ci(nlgn+klgn) < cokn < Th(k,n)
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Eger n=max{n,, n,, ; ise

cnlgn

con —cilgn
oldugunu biliriz.
n3 oOyle bir sabit olsun ki tim nzn3 degerleri i¢in, ¢4 Ilgn < ¢, Ign /2 olsun. Bu
durumda tim n>max{ n,, n,, ns} igin

2¢
k> (i> lgn
Co

oldugunu biliriz.

Eger k=w (n) ise tanim geregi, ¢, 2 ¢, / ¢, olarak secildiginde dyle bir n,degeri
bulabiliriz ki tim n=n,degerleri igin k, yukaridaki kosulu kargilayacak kadar buyuk
olur.

Bu nedenle tim n>ny ‘ lar igin eger ny = max{ n,, n,, ns, n,} ise,
T; (n,k)< T, (n,k) olur.

(d) Bu veri yapisini bir kirmizi-siyah agag kullanarak dinamik hale getirebiliriz. (a)
sikkindaki ¢ozimunuiz genigletildiginde bunun bir kirmizi-siyah agag tarafindan
verimli sekilde desteklenecegini tartisin; yani noktalar O(lg n) stresinde araya
yerlestirilebilir veya silinebilir.

Cozum: Anahtarlar her diguimde depolandiginda, bir kirmizi-siyah agactaki g(z)’ nin
her digumde genisletilerek korunmasi, dinamik duzen istatistigi agacinin, alt-
agaclarinin boyutlarinin genisletilerek korunmasiyla tamamen aynidir.

Agaca bir p noktasi ekledigimizde, agagtan asagiya dogru yurtrken uygun z
digumlerinde g(z)’ yi f(p) kadar arttiriniz. Silme isleminde agactan bir p noktasi
ctkarildiginda, p’ den kdke dogru yukar yururaz ve g(z)’ yi f(p) kadar azaltinz. Bir p
dugumunu onun atasi ya da ardili olan p’ile degistirip dugumu sildigimiz durumlarda,
p ’den yukariya dogru yurartz ve g(z)’' yi f(p’)-f(p) kadar arttiriniz, ve sonra da koku p
olan agacgtan p’ dugumunu 6zyinelemeli olarak sileriz.

Déndirmeler sirasinda g(z)’ nin korunmasi da benzerdir. Ornegin, X in kék ve y’ nin
de sag-ardil oldugu bir agacta, sol dondirme yaptigimizda (sayfa 306 sekil 14.2’ ye
bakin) g(x) ve g(y)"vi, g(y) < 9(x) ve g(x) — g(left[x])+ g(right[x])+f(x) olacak
sekilde guncelleriz.

Birinci turde ¢6zUmde anahtarlar kirmizi-siyah agacin yapraklarinda
depolandiginda, z’ nin sol alt-agacinin maksimum degerini de korumamiz gerektigine
dikkat edin. Bu 6zelligin de korundugunu tartismamiz gerekir. Normal agac araya
yerlestirmeleri, silmeleri ve dondlrmeleri icin benzer argumanlar gegerli olacaktir.

Bundan sonra, girigi X,,;, gibi tek say1 olmayan, bir X=[ X;min, Xmax] (Xmin<
Xmax) @rahgini girisinde kabul eden sorgulamalar Gzerinde duslnecegiz. T(X), x
koordinatlari, agagidaki aralikta olan noktalar kimesi olsun.
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l(}{) = {ps ‘ T € [:}?rrlin-.-rrnaxJ}

Bu tur sorgulamanin bir 6rnegi i¢in sekil 3° e bakalim.

iddiamiz F(T(X))’ i hesaplamak igin (d) sikkindaki dinamik veri yapisini
kullanabilecegimizdir.

(e) F(T(X))’i, O(lg n) strede hesaplamak icin (a) sikkindaki algoritmanizin nasil

degistirimesi gerektigini gosterin. lpucu: x koordinatl X,y ile X4, arasinda olan
agactaki en sig dugumu bulun.

Cozim:

Once X, in V& Xpmay icin ikiye bolinmis bir digim bulun. w bélinmis digimi
en derin dugum olma 6zelligini karsilar ve alt-agaci, anahtarlari [ X,in, Xmax]
araliginda olan tum dugumleri igerir.

Bir boluntld dUgumuanu, X,,in, V& Xmax ! Yollari ayrilana kadar uygulanacak
normal bir arama algoritmasiyla buluruz.

I
(—1,-1p ! . (2,-1) ! | |
! ) LINS)

Figi3 ; X=[1,3,5] iken, TX)={ p,. p,. b,. P,. P,}  Figlr4; X[1,3,5] ve Y=[-2,2.5] icin
ve F(T(X))=14 TOX,Y)={ P, P, p8} ve
F(T(X,Y))=8
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FINDSPLITNODE-V1 (2, Zmins Tmax) > Keys stored at leaves.

(anahtarlar yapraklarda depolanmis.)

1 if 2 = NIL

2 then return NIL

3 if leaf]]

4 if (Tmin < key|z] € Tpax) return 2

5 else return NIL

6 if {mmax < ]{@[ZJ)

7 then return FINDSPLITNODE-V 1 (/ef#| 1], & mins Tmax)

8 if (key[z] < Zmin)

9 then return FINDSPLITNODE-V 1(right|1'|, Z min: Tmax)
10 return z

FINDSPLITNODE-V2 (2, Zmin, Tmax) > Keys stored at every node.
. . - (anahtarlar diigimlerde depdlanmis.)

I if 2 = NIL

2 then return NIL

3 if (rmax < keyz|)

4 then return FINDSPLITNODE-V2(7eft|1'], & min, ¥ max)

5 if (kev|z| < Tmin)

6 then return FINDSPLITNODE-V 2 (right|T|. min, Tmax)

7

return 2 > If we get here, 2, < kev|z] < Tmax-
(buraya gelindiginde)

Eger FINDSPLITNODE ,NIL donusu verirse, o zaman F(T(X))= 0 olur ¢gunkl aralikta
hi¢ nokta yoktur. Diger durumlarda F(T(X))’ i hesaplamak i¢in (a) sikkindaki
FWITHXMIN fonksiyonunu ve ilgili FWithXmax fonksiyonunu kullanabiliriz (bu

fonksiyon F(T(l -, X,,4.1))) ‘In hesaplar.
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FWITHXMAX-V1 (2, Zmax ) > Keys stored at leaves.

1 if 2 = NIL (anahtarlar yapraklarda depolanmig)
2 then return (0
3 if leaf|]
4 then if key|z| < 2y, return ¢(z)
5 else return O
6 if key|z] < Tmax
7 else return g(/eff|z|)+ FWITHXMAX-V 1 (right|T |, Tmax)
8 then return FWITHXMAX-V 1 (/eft| 1], Zmax)
FWITHXMAX-V2 (2, Tmax) > Keys stored at every node.
1 if7 _ NIL (anahtarlar diglimlerde depolanmis.)
2 then return 0

3 lfke}[ZJ = Tmax
4 then return FWITHXMAX-V2(left| T, max)
5 else return f(z) + g(left z])+ FWITHXMAX-V2(right| 1], Zmax)

Eger bir w bolinmus dUgumumuz varsa, ® ’ nin sol alt-agacindaki tim dugumlerin
anahtarlarini en gok xmax oldugunu ve sag alt-agacindaki tum dagumlerin
anahtarlarin da en az xmin oldugunu biliriz.

Egder tum anahtarlar yapraklarda depolanmigsa;

F(T(X))= FWITHXMIN-V1 leftl w],.X min) + FWITHXMAX-V1 (rightfw ], X%nax )

Anahtarlar hem yapraklarda hem de dahili dugumlerde depolanmissa;
F(T(X))= f(w )+FWITHXMIN-V2 (left[w], x._ . )+ FWITHXMAX-V2 (right{w ], x

min max )
FWITHX-V2 (2, Ziin, Tmax)
1 ifz = NIL

2 then return 0

3w < FINDSPLITNODE-V2(Z, Z1min: Tmax)

4 ifw = NIL

5 then return 0

6 else return f(w) + FWITHXMIN-V2 (/efi|z|, Xmin) + FWITHXMAX-V2(right 2|, Tmax)

Son olarak statik problemi 2 boyutta genelliyoruz. Farz edin ki bize, X=[ Xpin, Xmax]

ve Y=[ Ymin, Ymax] 9ibi iki aralik verilmis olsun. T(X,Y) bu dikdoértgendeki tim
noktalarin kiimesi olsun. Yani;
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T(X,Y)=A{pi |z; € Xandy, € Y}
2 boyutlu bir sorgulamanin 6rnegi igin sekil 4’ e bakin.

(f) X ve Y araliklarinda, F(T(X,Y)) sorgusunu verimli olarak hesaplamayi destekleyen
bir veri yapisini agiklayin. Bir sorgu O(lg? n) siirede kogmaldir.
Ipucu: Bir deger kimesi agacini genigletin.

Cozum: Birincil agaci x koordinatina anahtarlanmig, 2-D (2 boyutlu) bir deger
kimesi agaci kullanirnz. Bu x-agacindaki her z dugumuandn 1 boyutlu deger kimesi
agacinin, y koordinatina anahtarlanmig bir isaretleyicisi vardir. Sik (a)’ daki ayni g(z)
ile y-agaclarinda bu dugumlerin her birini genisletiriz. Bir sorgulama yapmak igin,
oncelikle birincil x-agacinin [ X,,in, Xmax 1 @raliginda x koordinatlari olan tim
dugum/alt-agaclarini arariz. Sonra bu dugum/alt-agaclarin her biri igin y-agacinda

sorgulama yapariz ve y koordinat! [ Yimin, Ymax ] @raliginda olan tim noktalar igin F’
yi hesaplariz.

Eger g(z)’ nin her olagelmesini FWITHY( ytree[z], Ymin: Ymax ) ile degdistirirsek,
sik(a) ve (e) deki sbzde kodun aynisini kullanabiliriz; burada FWITHY bir boyutlu
deger kimesi agacindaki sorgulamadir.

Sorgulamalar icin algoritma, sabit zamanl g(z) fonksiyonu g¢agrilarinin ytree[z] sorgu
cagrilariyla degistiriimesi kosuluyla, sik(a)’ dakinin aynidir. Bir y-agacindaki her sorgu
O(lg n) siire alacagindan, sorgu igin toplam kosma siiresi O(lg? n) olur.

(9) Veri yapinizi kurmak ne kadar sure alir? Ne kadar yer tutar?

Cozum: Bir y-agaci veya x-agacinin her digimune sabit miktarda bilgi
yukledigimizde, kullanilan alan 2 boyutlu deger kiimesi agaciyla asimptotik olarak
aynidir; yani O(n Ig n)’ dir. Bir 2 boyutlu deger kiimesi agacinda kullanilan alan
O(n Ig n)’ dir giinkl her nokta O(Ig n) y-agacinda gorunar.

Bir 2 boyutlu deger kimesi agacini kurmak i¢in gereken basit bir algoritma
O(nlg? n) siire alir. Once sik (c)’ deki gibi, noktalari x koordinatina déniik siralayarak
x-agacini O(n Ig n) surede kurun. Sonra x-agacindaki her z dugumu ic¢in ilgili y-agacini
kurun ve bu amagla (c) sikkindaki algoritmayi y-koordinatlarini siralamada kullanin.
Tdm y-agaclarini olusturacak yineleme igin gereken sure T(n)=2T(n/2)+O(n Ig n) ya da
T(n)=0O(n Lg% n) olur.

Daha akill bir ¢ozumle 2 boyutlu deger kimesi agacini O(nilgn)’ de kurmak
mumkundur. Dikkat ederseniz, 2 boyutlu deger kiimesi agacinda, x-agacindaki her z
dugumu icin, Z’ nin sol ve sag alt-agaclarindaki y-agaclari ayrisiktir. Bu gézlem
asagidaki algoritmayi dusundurdr.
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Once her noktayi x koordinatina gére siralayin ve énceki gibi birincil deger kiimesi
agacini kurun. Sonra noktlari y koordinatina gore siralayin ve z kok dugumd igin, ayni
siralamay! kullanarak en buyuk y-agacini kurun. Left[z] ve right[z] i¢in y-adaclarini
elde etmek amaciyla, dizilimin x-key[z] (x-agacinda z’ nin anahtar) etrafindaki x-
koordinatlarinda dengeli bir boluntileme yapin. Bu boluntuleme, bize y-koordinatinda
tekrar siralama yapmaksizin, z’ nin sol ve sag alt-agaclari igin, y-agaclarini
olusturmamiza izin verir. Bu nedenle, kosma suresi igin yineleme T(n)=2T(n/2)+0(n)
ya da O(n Ig n) olur.

Maalesef bu veri yapisini dinamik hale getirmede sorunlar vardir.

(h) Sik (d)’ deki argimaninizin 2 boyutlu duruma genellestirilip
genellestiriiemeyecedini aciklayin. Sik (f)’ deki veri yapisina yeni bir noktanin araya
yerlestiriimesi igin gerekli en kotd durum siresi nedir?

Cozum: Sik (d) deki argimani, 2 boyutlu deger kiimesi adaclarina genellestiremeyiz
cunku, x-agacini kolaylikla guincelleyemeyiz. Tek bir x veya y-agacinda normal bir
adac araya yerlestirmesi yapmak O(Ig n) zaman alir. Ote yandan x-agacindaki bir
dugumde, bir dondurme yapmak tum y-agacini yeni bastan kurmayi gerektirir.
Ornegin, kitabinizin 278. sayfasindaki sekil 13.2’ deki sola déndiirme diyagramini
dusunun. Dondirmeden sonra, y icin kurulan y-agaci, dondurmeden once X igin
olusan y-agaciyla tamamen ayni diigimleri icerir. Ote yandan, déndiirmeden sonra x
koki olan y-agacini diizeltmek igin y'nin orijinal y agacinda y’ deki tim noktalar

clkarmamiz ve «’daki tum noktalari bulmamiz gerekir.

En kotl durumda, eger x kok ise & ve y alt-agaclarinin O(n) sayida dugumu
olacaktir. Bdylece x-agacinda bir déndirme yapmak Q(n) suresi gerektirir. Bir
kirmizi-siyah agagta guncelleme yapmak, sadece sabit sayida dondirme
gerektirdiginden, bir gincelleme igin gereken zaman O(n)’ dir.

(i) Baslangigta (n) noktasi olan bir veri yapisini kurduktan sonra O(lg n) sayida
guncelleme uygulayacagimizi varsayalim. Bu durumda hem sorgulari hem de
guncellemeleri verimli sekilde desteklemek igin, veri yapisini nasil degistirebiliriz?

Cozim:

Eger x-agaclari ve y-agaclarindaki dengenin korunmasiyla ilgilenmezsek, o zaman x-
-agacina ve ilgili y-agaclarina, yeni noktalari yerlestirmek icin, normal bir aga¢ araya
yerlestirme islemini kullanabiliriz. Algoritmanin, giincelleme bagina O(lg? n) sireye
ihtiyaci olur giinki O(lg n) sayida y-agacina bir nokta eklemek zorundayiz.

Ek bir not olarak, kuguk sayida guncelleme yapiyorsak, sorgulamalari
O(lg? n) siirede ve giincellemeleri de O(1) slirede yapmak mimkiindir! Bu
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yéntemde deger kiimesi agacini O(lg? n) boyutlu bir ek ara bellek boyutunda
genigletiriz. Araya yerlestirme ve silme islemleri tembeldir: sadece ara bellekte kuyruk
olustururlar. Bir sorgulama oldugunda orijinal 2 boyutlu deger kimesi agacini arar ve

eski yaniti O(lg2 n) surede bulur. Sonra yanitini ara bellekteki her noktayi tarayarak
glinceller. Boylece O(lg? n) sayida glincellemeyi, sorgularin asimptotik kosma
suresini degistirmeden destekleyebiliriz.

Tamamiyle istege bagh kisimlar

Bu problemin geri kalan boluminde, daha 6nceki bolumlerde tanimladigimiz veri
yapilarini kullanarak gergek bi_r uygulamada, verimli hesaplama yapan bir F
fonksiyonu ornegi verilmekte. ligili f( p;) fonksiyonunun turetilmesi sik (j) ve ()’ de ana

hatlariyla agiklaniyor.

Bu problemin geri kalan kismi, tamamiyle istege baglidir. Litfen bu bolimleri
yanitiniza eklemeyin.

Daha onceki gibi, bir duzlemde n sayidaki noktalarin kimesi S{ p;, ps,.....- , Pn}

olsun; bunlarin koordinatlari ( x;, y;) ve agirhdi m;. Biz kimedeki noktalarin
eylemsizlik momentini en aza indirecek ekseni hesaplamak istiyoruz. Resmi olarak
alttaki degeri en aza indiren duzlemdeki L gizgisini hesaplamak istiyoruz.

T =

Z m; ((f (L, p; )) ’

1=1

Burada d(L, p ;), p;jnoktasindan, L ¢izgisine olan mesafedir. Eger tim i ' ler igin m;=1
ise, bu ekseni kimenin oryantasyonu yani yonelimi olarak dusunebiliriz.

(j) xy diizlemindeki bir gizginin bir parametreleme sekli de, onu bir (p, 0) gifti olarak
tanimlamaktir; burada p, kaynaktan gizgiye olan uzaklik ve 8’ da gizginin x ekseniyle
yaptigi agidir. Bir (x,y) noktasi ile bir L gizgisinin arasindaki uzaklik, (p, 8) cinsinden

xsinf — ycost + pl

parametrelendirilebilir.

Biz S noktalar kiimesinin yonelimini L= (p, ) olarak tanimladik ve bu agagidaki
fonksiyonu en kuguk degerine indirgiyor.

flp,0) = Z my (x;8in 6 — y; cosf + ())2

i—1
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ayarlamasinin;

My sinf — M,y cos ) + Myp = 0,

kisitini getirecegini gosterin, burada;
T T T

My = Z m;, M, = Z m;,, M, = Z m;1y;
=1 i=1 i=1

Cozim:

F(p0) = S mi(wising — y; cos 0 + p)’
=1

3 f )
9 = Z(Z?m{;f:,- sinf) — y; cosf + p))

8]{} ’

i=1
= 2sinf (Z -m.;-.-f:.,-) 2cost (Z 'r'ri;"f;;') +2p (Z m.,)
i=1 i=1 i=1

dflo p yu 0 aesitleyerek p* ve ©* yu bulun. Bunun:

My sin)” — My, cos O+ Myp™ =0

(k) 2 f/aop=0ayarlamasinin ve (j) sikkindan gelen kisitin kullanilmasinin asagidaki
denklemi verecegini gosterin.

1!”1!41 — 1!4 1!1 J

)
tan 20 = 21 __ — —.
My (Mg — Mya) + _1!_,.;.- — M,

burada

M., =" mry;, My =" myxs, My =3 my;
1=1 1=1 i=1

18



Cozum: Yukardaki ¢ozimun dogru oldugu varsayildiginda bu sorunun da ¢ézimu
mumkundudr. Bu ¢ozimun matematigini iki kez kontrol etmek isteyebilirsiniz.

df /00" y1 hesaplariz ve bunu 0’ a esitleriz.

% = 3 (2my(x;sind — y; cosfl + p)(x;cos 0 + y;sind))
(4 P

= Z [:Em,- (l[.r"'; + ) sinfleosf — ay(cos” 0 — sin” #) + plx; cosf + g, sin (J'])

= [m; ((.r"f + 1 ) sin 260 — a1 cos 20 + 2p(r; cosf + y; sin (J'])

= (M + M) sin28 — 2M,, cos 20 + 2p (M, costl + M,,; sinfl).

Her iki kismi tlrevin de 0 oldugu durumda (p* , ©*) u¢ noktalarini bulmak igin, (p*)’ nG
ortadan kaldirmak amaciyla bir dnceki kisimdaki ifadeyi kullaniriz.

#

My sin ) — My, cos”
P = '

M 0

(Mo + M) sin 20" — 2M,, cos 20°
2 (Myysin 0 — My cos 07) (M, cos 0" + M, sin ") 0
_-'11’()
(Mo + M) sin 20" — 2M,, cos 20°

2(M? _.-'I-J_’.;flheizl()*c:tjﬁe 0" — 2M, M, (cos® 0" — sin® 67)
yl) : ) _
_-"1-1’()

M? — M? M., M
Mo + My 9 ) gin260F = 2 (_.-"L-IJ._,J M) cos 20"
’ M 0 ’ M 0

2 {_-"\;l,()_-"\'fl-?,, —'1!1 1 —J.l'jy 1 J
My (M + M) (_-"\-I n— Mg, )

tan 20" =
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() Yonelim probleminin biraz 6nce ¢bézdugumuz problemin 6zel bir durumu haline

getiren F(p;) fonksiyonunu verin. lpucu: F(p;) fonksiyonu, bir vektér-degerli
fonksiyondur.

Cozim:
f(pi) = my(1, x4, yis 239, .'f.':;-} . _u.f ) !

denklemini kullanin.
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