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Problem Seti 5

Okumalar: Béliim 14 ve atlama listesi dagitim.

Hem egzersizler hem de problemler ¢dzllecek, ama sadece problemler teslim
edilecektir. Egzersizler ders materyalini hazmettirmek amaciyla hazirlanmigtir. Her ne
kadar egzersiz ¢ozumlerini teslim etmeyecek olsaniz da egzersizdeki konulardan sorumlu

olacaksiniz.

Her sayfanin Ustline adinizi, dersin kod numarasini, problemin numarasini, ettt
bolimunuzu ve ortak galisma yaptiginiz arkadaslarinizin isimleriyle tarihleri yazin.
Latfen ¢ozUmlerinizi zimbalayin ve Gg delikli kagitta teslim edin.

Sik sik bir problem icin "bir algoritma bulun" istegiyle karsilasacaksiniz. Bu konudaki
yanitiniz kisa bir makale seklinde olmalidir. Makalenin konu paragrafi, ¢6zdluguniz
problem ve sonugclarinizi 6zetleyecek sekilde dizenlenmelidir. Makalenizin ana

yapisinda asagidaki bilgiler verilmelidir:
1. Algoritmanin ingilizce agiklamasi ve eger faydall olacaksa sdzde kodu..
2.Algoritmanizin nasil calistigini gdsteren en az bir islenmis 6rnek veya sekil.

3.Algoritmanin dogrulugunun kaniti (veya gostergesi).

4. Algoritmanin kosma zamaninin ¢gézumlemesi.

Amaciniz iletisim kurmaktir. Tam not sadece iyi agiklanan dogru yanitlara verilecektir.

net olmayan aciklamalar daha duguk notlandirilacaktir.

Egzersiz 5-1. Kitaptaki 14.1-5 nolu egzersiz (307. Sayfa)
Egzersiz 5-2. Kitaptaki 14.2-1 nolu egzersiz (310. Sayfa)
Egzersiz 5-3. Kitaptaki 14.3-4 nolu egzersiz (317. Sayfa)
Egzersiz 5-4. Kitaptaki 14.2 nolu egzersiz (318. Sayfa)



Problem 5-1. Atlama Listeleri ve B-agaclari

Sezgisel olarak dnceden gordugundz bir elemanin yakinindaki bir elemani gérmek
daha kolaydir. Bir dinamik veri yapisinda —x’ den- y’ ye bir yoklama aramasi
asagidaki sorgulamadir:

Bir veri yapisinda x elemanini depolayan yuva verildiginde, ve bagka bir y elemani
verildiginde veri yapisinda y’yi depolayan yuvayi bulun. Atlama listeleri hizli yoklama
aramalarini asagidaki baglamda destekler.

(a) Bir atlama listesinde x’ den y’ ye yoklama aramasi yapmak igin gerekli
algoritmay! verin. Algoritmanizin kosma stiresi yiksek olasilikla O(lg(2 + l(rank(x) —
rank(y) 1)) olmalidir. Burada x’ in ritbesi yani rank (x) dinamik setin siralanmis
dizeninde x elemanini o andaki ritbesini gosterir. “Ylksek olasilikla” derken
m =2+ | rank (x) — rank(y) | ‘ ye gore yliksek olasiliyi kastederiz. Yani algoritmanizin
kogma suresi, her a> 1igin 1-1/m@% .... olasilikla O(lg m) olmalidir.

Burada x elemanini depolayan atlama listesinin en altindaki listedeki yuvanin,
yoklama- aramasi iglemine verildigini dusunun.

B-agaclarindan, hizli yoklama aramalarini desteklemek igin iki fikir gereklidir:
B* —agaclari ve diizey linklemesi. Problem boyunca B=0(1) kabul edin.

Bir B*-agaci dyle bir B-agacidir ki tim anahtarlar yapraklarda depolanmistir ve
dahili dugumlerde bu anahtarlarin kopyalari depolanir. Daha kesin bir anlatimla bir

C1, Cy ... C41 9ibi k+7 ardili olan bir p dahili dugumunde k sayida anahtar
depolanir. ¢4in alt agacindaki maksimum anahtar, ¢, nin alt agacindaki maksimum
anahtar, ¢, nin alt agacindaki maksimum anahtar.

(b) Bir BY - agacinda, O(lg n) zamaninda, verilen bir x anahtarini saklayan yapragi
bulmak icin, B-agaci ARAMA algoritmasinin nasil degistirmeniz gerektigini tarif edin.

(c) B* agaclarinda kosma suresinin O(lg n) olmasi i¢in, B-agaglarinda ARAYA
YERLESTIRME ve SILME algoritmalarinin nasil degistiriimeleri gerektigini agiklayin.

Bir duzey linklemeli B - agaci , oyle bir B - agaci dir ki, ayni derinlikteki dugumler arasinda
hemen sonundaki dugume bir ek isaretleyicisi vardir ve ayni zamanda ayni
derinlikteki dugumler arasinda hemen sagindaki dugume de bir ek isaretliyicisi vardir.

(d) (c) bélimiindeki BT - agact ARAYA YERLESTIRME ve SILME algoritmalarinin
islem basina O (log n) siresinde duzey linklerini koruyabilmeleri igin nasil
degistirilebilecegini aciklayin.



(e) Bir diizey-linkli BY agacinda x’ den y’ ye yoklama aramasi yapacak bir algoritma
verin. Algoritmanizin kosma suresi O(lg(2+|rank(x) — rank(y)| )) olmalidir.

Bu fikirler, atlama listeleriyle dizey linkli 2-3-4 agaclari arasinda bir iliski oldugunu
isaret eder. Aslinda bir atlama listesi diizey linkli B*agacinin rastgele versiyonudur.

(f) Bir belirlenimci atlama listesinin, nasil uygulanabilecegini agiklayin. Yani veri
yapiniz, bir atlama listesindeki genel isaretleyici yapisinin aynisi olmalidir: Ayni
anahtar1 depolayan komsu listelerdeki yuvalar arasindaki isaretleyicilerin oldugu bir
veya daha fazla linkli liste dizisi. Arama algoritmasi bir atlama listesininkinin aynisi
olmalidir. Bir anahtarin terfi edilecegini belirlemek icin ARAYA YERLESTIRME
islemini degistirerek rastgeleligin kullanimindan kaginmaniz gerekir. Problemin bu
kisminda SILMEYi gérmezden gelebilirsiniz.

Figur 1: 8 noktali bu 6rnekte eger Figur 2: x,in=11ise,T(1)={ p3 , P4, s,
f(p;)= m; ise F(S)=25 olur. Pe, D7, Ps} ve F(T(1))=20



Problem 5-2. Bir Duzlemdeki Noktalarla Eglence

Saat sabahin 3'U ve siz 6.046 derslerini videodan izlemeyi amacliyorsunuz ve
problem seti 5 ile ilgili ipuclarini ariyorsunuz. Garip bir nedenle belki de bilinciniz
gelip-gittiginden, odanizdaki beyaz duvarda, siyah noktalardan olugan garip bir bulut
fark ediyorsunuz. Bu nedenle dersi izlemek yerine, bilingaltiniz asagidaki problemi

¢Ozmeye caligiyor. S={ p1, Pz2-.- Pn }'nin xy duzleminde n noktadan olusan bir
kime oldugunu farz edin. Her p; noktasinin koordinatlari( X;, y;) ve agirhgi da

m;.(noktanin boyutunu tanimlayan bir gercek sayi1). F(p)= f(x,y,m) bir rastgele
fonksiyon olsun ve p noktasini x,y koordinatlarini m adirhginda bir gercek sayiya
eslemlesin ve bu O(7) suresinde hesaplanabilsin. Bir S(T) altkimesinde F(T)

fonksiyonunu T nin igindeki tum noktalar i¢in f( p;)’ lerin toplami olarak tanimlayin.
Yani

F(T)=)_ [(p)
pel
Ornegin, eger f( p;) = m;ise, F(S) tim n noktalarinin agirliklarinin toplamidir. Bu durum
sekil 1’ de gosterilmistir.

Hedefimiz, noktalarin belli altkimeleri igin F fonksiyonunu hesaplamaktir. Her alt
kimeye bir sorgulama diyoruz ve her T sorgulamasi i¢in F(T) yi hesaplamak
istiyoruz. Cok sayida sorgulama olabilecegi i¢in her sorgulamayi verimli
yanitlayabilecek bir veri yapisini tasarlamak istiyoruz.

Once x koordinatini sinirlayan sorgulamalari ele aliyoruz. Ozellikle x koordinatlari
en az X,,;n olan noktalarin kimesini ele aliyoruz. Resmi olarak
T( Xmin) asagidaki gibi noktalarin kiimesi olsun.

'1?(;}?”””) - {pg - ,9 | i > ;‘1?”,7”} .

Su formdaki sorgulamalara yanit bulmak istiyoruz: giriste herhangi bir x,,,;;,, degeri
verildiginde F(T) x,,i,,’ in dederini hesaplayin. Sekil 2, bu tlr sorgulamaya bir
ornektir. Bu durumda x,,;,=1 ve ilgi duydugumuz noktalar x koordinati en az 1
olanlardir.

(a) Bir dengeli ikili arama agacinin, boyle bir sorgulamayi O(lg n) surede yapmak icin
naslil degistiriimesi gerektigini gosterin. Daha agik bir deyisle F(T( X,,in))
hesaplamasinin agag¢ boyunca asagiya sadece bir yuruyuste nasil yapilacagini
gosterin. Bu problem igin glincelleme (araya yerlestirme ve silmeler) desteklerine
ihtiyaciniz yok.

(b) Tim n noktalarinin dnceden bilindigi bir statik problemi distnun. (a) sikkindaki
veri yapisini kurmak ne kadar zaman alir?



(c) Toplamda n sayida nokta verilirse, veri yapisini kurmak ve k farkli sorgulamayi
yanitlamak ne kadar zaman alir? Ote yandan bir veri yapisi kullanmadan, saf

algoritmay F(T( x,;,in)) her sorgulama igin 0’ dan baglayarak hesaplamak ve k farkli
sorgulama yapmak ne kadar zaman alir? Veri yapisinin asimptotik olarak daha
verimli olmasi k' nin hangi degerleri i¢in gecerlidir?

(d) Bu veri yapisini bir kirmizi-siyah agag kullanarak dinamik hale getirebiliriz. (a)
sikkindaki ¢ozimunuiz genigletildiginde bunun bir kirmizi-siyah agag tarafindan
verimli sekilde desteklenecegini tartigin; yani noktalar O(lg n) suresinde araya
yerlestirilebilir veya silinebilir.

Bundan sonra, girigi X,,;, gibi tek sayi olmayan, bir X=[ X;min, Xmax] (Xmin<
Xmax) @ralhgini girisinde kabul eden sorgulamalar Gzerinde duslinecegiz. T(X), x
koordinatlari, asagidaki aralikta olan noktalar kimesi olsun.

Jj(‘)() = {pi | oy S [:rrnirn:}?rrlaxJ}

Bu tur sorgulamanin bir ornegi icin sekil 3’ e bakalim.

iddiamiz F(T(X))’ i hesaplamak icin (d) sikkindaki dinamik veri yapisini
kullanabilecegimizdir.

(e) F(T(X)) i, O(lg n) sirede hesaplamak icin (a) sikkindaki algoritmanizin nasil

degistiriimesi gerektigini gésterin. Jpucu: x koordinati X o ile X ax arasinda olan
agactaki en sig dugumai bulun.

Son olarak statik problemi 2 boyutta genelliyoruz. Farz edin ki bize, X=[ Xpin, Xmax]

ve Y=[VYmin, Ymax] 9ibi iki aralik verilmis olsun. T(X,Y) bu dikdoértgendeki tim
noktalarin kiimesi olsun. Yani;

T(X,Y)={pi |lzs € Xandy, € YV}

2 boyutlu bir sorgulamanin érnegi icin sekil 4’ e bakin.

v *(1,5)
E o 5)
' mg 3 1 (1,5)

mi

I
(—1,-1p } * (2,-1) !

Figur3 ; X=[1,3,5] ken, T(X)={ p,, p,, b, P, Py} Figur 4; X[1,3,5] ve Y=[-2,2.5] icin
ve F(T(X))=14 TX.Y)={ D, p,, P }Vve

5 F(T(X,Y))=8



(f) X ve Y araliklarinda, F(T(X,Y)) sorgusunu verimli olarak hesaplamayi destekleyen

bir veri yapisini agiklayin. Bir sorgu O(lg? n) slrede kogmalidir.
Ipucu: Bir deger kumesi agacini genigletin.

(g) Veri yapinizi kurmak ne kadar slre alir? Ne kadar yer tutar?

Maalesef bu veri yapisini dinamik hale getirmede sorunlar vardir.

(h) Sik (d)’ deki argimaninizin 2 boyutlu duruma genellestirilip

genellestiriiemeyecegini aciklayin. Sik (f)’ deki veri yapisina yeni bir noktanin araya
yerlestiriimesi igin gerekli en kotd durum suresi nedir?

(i) Baslangigta (n) noktasi olan bir veri yapisini kurduktan sonra O(lg n) sayida
guncelleme uygulayacagimizi varsayalim. Bu durumda hem sorgulari hem de
guncellemeleri verimli sekilde desteklemek igin, veri yapisini nasil degistirebiliriz?



Tamamiyle istege bagh kisimlar

Bu problemin geri kalan boluminde, daha 6nceki bolumlerde tanimladigimiz veri
yapilarini kullanarak gergek bi_r uygulamada, verimli hesaplama yapan bir F
fonksiyonu ornegi verilmekte. ligili f( p;) fonksiyonunun turetilmesi sik (j) ve ()’ de ana

hatlariyla agiklaniyor.

Bu problemin geri kalan kismi, tamamiyle istege baglidir. Litfen bu bolimleri
yanitiniza eklemeyin.

Daha onceki gibi, bir duzlemde n sayidaki noktalarin kimesi S{p¢, p»,....... , Pt

olsun; bunlarin koordinatlari ( x;, y;) ve agirhdi m;. Biz kimedeki noktalarin
eylemsizlik momentini en aza indirecek ekseni hesaplamak istiyoruz. Resmi olarak
alttaki degeri en aza indiren duzlemdeki L gizgisini hesaplamak istiyoruz.

T =

Z m; ((f (L, p; )) ’

1=1

Burada d(L, p ;), p;noktasindan, L gizgisine olan mesafedir. Eger tum i ' ler i¢cin m;=1
ise, bu ekseni kimenin oryantasyonu yani yonelimi olarak dusunebiliriz.

(j) xy diizlemindeki bir gizginin bir parametreleme sekli de, onu bir (p, 0) gifti olarak
tanimlamaktir; burada p, kaynaktan gizgiye olan uzaklik ve 8’ da gizginin x ekseniyle
yaptigi agidir. Bir (x,y) noktasi ile bir L gizgisinin arasindaki uzaklik, (p, 8) cinsinden

xsinf — ycost + pl

parametrelendirilebilir.

Biz S noktalar kiimesinin yonelimini L= (p, 8) olarak tanimladik ve bu agagidaki
fonksiyonu en kuguk degerine indirgiyor.

flp,0) = Z my (x;8in 6 — y; cosf + ())2

i—1



ayarlamasinin;

My sinf — M,y cos ) + Myp = 0,

kisitini getirecegini gosterin, burada;

Th T T
My = Z my, M, = Z m;r;, M, = Z ™ml;
i=1 i—1 i—1

(k) o f/ap =0 ayarlamasinin ve (j) sikkindan gelen kisitin kullaniimasinin asagidaki
denklemi verecegini gosterin.
oMy, — My M)

)
tan 26 = 2. __ — —.
My (My — My ) + My, — ME,

burada
M, = i T 1s, M., = ZJ TS, My, = ZJ m;iys

(I) Yonelim probleminin biraz énce ¢ézdugumuz problemin 6zel bir durumu haline

getiren F(p;) fonksiyonunu verin. lpucu: F(p;) fonksiyonu, bir vektor-degerli
fonksiyondur.





