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Problem Seti 4 Cozumler

Problem 4-1. Treaps
Treap'ler ( Rastgele siralanmis ikili arama agaclari)

Eger tum elemanlar ayni anda elimizde degilse - eger elemanlari birer birer alirsak, gene de
bunlarla bir rastgele ikili arama agaci olusturabilir miyiz? Bu soruyu olumlu yanitlayacak bir veri
yapisini inceleyecegiz. Treap, dugumleri degisik bicimde duzenlenmis bir ikili arama agacidir.
Sekil 1 bir treap 6rnegdini gdstermektedir. Genelde oldugdu gibi agactaki her x 6gesinin bir key/[x]
anahtari var. Buna ek olarak her x i¢in rastgele secilen bagimsiz bir sayiyi priority[x] onceligi olarak
atariz. TUm onceliklerin ve tim anahtarlarin farkli oldugunu kabul ederiz. Treap' in dugumleri dyle
dizenlenmistir ki, (1) anahtarlarin hepsi ikili-arama-agaci 6zelliklerine uyarlar ve (2) 6zellikler de
min-heap ( en kuguk-yigin) duzeni 6zelligine uyarlar. Bagka birdeyisle,

« egerv, u' nun sol ardiliysa, key[v] <key][u];
« egerv, u'nun sag ardiliysa, key[v] >key[u]; ve
* eger v, u' nun ardiliysa, o zaman priority (v) >priority(u) olur.

( Ozelliklerin bu karisimi nedeniyle bu agaca "treap" denir: Hem bir ikili arama adacinin (tree),
hem de bir yiginin ( heap ) niteliklerine sahiptir.
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Sekil 1: Bir treap. Her x digumu key|x]: priority[x] olarak etiketlenmis. Ornegin kdkin anahtar G
ve Onceligi 4.



Treapleri goyle dusunmekte yarar vardir. xs. X2 ,..., X, , dugumlerinin her birini ilgili
anahtariyla bir treap' in igine rastgele duzende yerlestirelim. Bu durumda ortaya ¢ikan agag, normal
bir ikili arama agacina (rastgele secilmis) oncelikleri gozetilerek belirlenen duzende dugumler
araya yerlestirildiginde olusacak agactir. Bagka bir deyisle, priority[X;] < priority [X;], X; 'nin
uygulamada X den 6nce araya yerlestirildigi anlamina gelir.

(@) Her biri farkli anahtarlari ve éncelikleri olan x: x2,..., x, seti igin, bu digumleri igceren
O0zgun bir treap'in var oldugunu gosterin.

Cozum:

Agactaki dugumlerin sayisi baglaminda tUmevarimla kanitlayin. 0 digumu olan bir
agactaki taban durumu kendine 6zgudur. TiUmevarim agisindan k-1 ya da daha az
sayida digumu olan treap lerin, kendine 6zgu oldugunu kabul edip, k digumu olan bir
treap' in kendine 6zgu oldugunu kanitlayacagiz. Bu treap’ de en az dncelikli x 6gesi kok’
de olmalidir. Sol alt-agacgta anahtarlar < anahtar [x] ve sa§ alt-agacgta da anahtarlar >
anahtar [x] olur. Bu koku ve kokun her iki alt-agacini da kendine 6zgu bigimde tanimlar.
Her alt-agag¢ boyutu < k-7 olan bir treap’ dir, bdylece bunlar timevarimsal agidan kendine
Ozguddr.

Farkl bir yolla bu, dugimlerin dnemleri sirasinda araya yerlestirildigi bir treap’ i ele
alarak da kanitlanabilir. TiUmevarim agisindan en az oncelikli k-7 dugumu olan treap’ in
kendine 6zgu oldugunu didsunun. k=0 i¢in bu dogrudur. Simdi en az oncelikli kK dGgumu
olan treap’ i disundn. Treap’ in yapisinin, anahtarlarin artan oncelik sirasiyla araya
yerlestirildigi bir ikili arama agacinin yapisiyla ayni oldugunu bildigimizden, en az
oncelikli kK dugumu olan treap, en az oncelikli k-7 dUgumu olan treap’ e k' ninci dugum
eklendiginde ayni yapida olur. BST (ikili arama agaci) araya yerlestirmesi belirlenimci bir
algoritma oldugundan K’ ninci dUgumun girebilecedi tek yer vardir. Boylece k dugumu
olan bir treap de kendine 6zgudur ve bu timevarimsal hipotezi kanitlamis olur.

(b) Treap'in beklenen yuksekliginin O(lg n) oldugunu ve bu nedenle treap' de bir degeri
aramanin beklenen suresinin O(lg n) oldugunu gosterin .

Cozum: Buradaki fikir n dGgumu olan bir treap’ in, n digumu olan bir rastgele
yapillanmis ikili arama agacina esdeger oldugunu farketmekte yatar. Treap’ de
digumlere araya yerlestirildikge atanan oncelikler, dnceliklerine gore tanimlanmis n
digumu, artan sirada araya yerlestirmekle aynidir. Bu nedenle eger oncelikleri rastgele
atarsak n onceligin rastgele sirasini elde ederiz ve bu da n giridinin rastgele
permutasyonuyla aynidir; bdylece biz bunu n 6geyi rastgele sirada araya yerlestirme
olarak gorebiliriz. Bir 6geyi aramak igin gerekli sire O(h)’ dir ve h agacin yuksekligidir.
Derste gordugumuz gibi E[h] = O(lg n). (beklenen n dugumun permitasyonu Uzerinden
hesaplanir, yani onceliklerin rastgele segimi olarak).

Mevcut bir treap’ de yeni bir x dugumunun nasil araya yerlegtirilecegini gorelim.
Yapacagimiz ilk sey x' e bir rastgele oncelik, priority[x] atamaktir. Sonra
TREAP-INSERT dedigimiz araya yerlestirme algoritmasini ¢agiririz ve bunun iglemesi
sekil 2’ de gosterilmistir.
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Sekil 2: TREAP-INSERT’ Un caligmasi. Sekil 1’ de oldugu gibi her x dugumu key[x] :
priority[x] olarak etiketlenmigtir.(a), araya yerlestirme Ooncesi orijinal treap. (b),
anahtari C ve dnceligi 25 olan bir digumun araya yerlestiriimesi sonrasi treap. (c)
ve (d), anahtari D ve dnceligi 9 olan bir dUgumun araya yerlestiriimesindeki ara
evreler. (e), (c) ve (d)* deki yerlestirimeler tamamlandiktan sonraki treap. (f),
anahtari F ve 6nceligi 2 olan bir digimun araya yerlestiriimesi sonrasinda treap.



(c) TREAP-INSERT' Un nasil calistigini agiklayin. Fikri Ingilizce agiklayin ve s6zde
kodunu yazin. (Ipucu: Normal ikili arama agaci araya yerlestirmesi yapin ve sonra
rotasyon yani dénmelerle min-heap (en-kiguk yigin) dizeni 6zelligini yeniden geri
getirin.

Coziim: ipucu fikri agikliyor: Once normal ikili arama agaci araya
yerlestirmesini yapin ve sonra dondurmeleri uygulayarak en-kuguk yigin
dizeni 6zelligini yeniden olusturun.

TREAP-INSERT (T, x) treap T de (T yi degistirerek) x‘ i araya yerlestirir.
Bunun i¢in X" in tanimh key(anahtar) ve priority (6ncelik) degerleri olmahdir.
Kitapta tanimlandigi sekilde TREE-INSERT, RIGHT-ROTATE ve RIGHT-ROTATE
alt yordamlarini kullandik.

TREAP-INSERT(T, 7)

1 TrREE-INSERT(T, x)

2 while = # root[T| and priority|z| < priority[p[z]]
3 do if » = left[p[z]]

then RIGHT-ROTATE(T, p[z])

else LEFT-ROTATE(T, p[z])

o

Ata igaretleyicilerinin kodu basitlestirdigine, ancak gerekli olmadigina da dikkat
edin. Kokten x’ e kadar olan yol Uzerinde (TREE-INSERT cagrisindan sonra),
sadece her dugumun atasini bilmemiz yeterli oldugundan, bunlarin izini kendimiz
surebiliriz.

(d) TREAP-ARAYA YERLESTIRMESI'NIN (TREAP-INSERT) beklenen kosma
suresinin O(lg n) oldugunu gdsterin.

Gozum:

TREAP-INSERT, agaca, bir elemani once normal ikili arama agaci araya
yerlestirmesi kullanarak ekler ve sonra da en kuguk yigin ozelligini tekrar
yapilandirmak i¢in bir takim dondurmeler uygular.

Normal ikili arama agaci araya yerlestirme algoritmasi olan TREE-INSERT,
her zaman yeni 6deyi agacin yeni bir yapragina yerlestirir. Bu nedenle daha
once derste gordugumuz gibi, bir treap’ de bir 6geyi araya yerlestirme icin
gereken sure, rastgele yapilanmig bir ikili arama agacinin yuksekligine
orantilidir ve bekleneni O(lg n)’ dir.



Dondurme sayisinin en ¢ok oldugu durum yeni 6genin onceliginin agactaki
tum onceliklerden daha az oldugu durumdur. Bu durumda déndurmenin, bir
yaprakdan koke dogru yapilmasi gerekir. Donduirme sayisindaki Ust sinir, bu
yuzden rastgele yapilanmis ikili arama agacinin yuksekligidir ve bunun da
bekleneni O(lg n)’ dir. (bunun oldukga gevsek bir sinir oldugunu gérecegiz).
Her donduirme sabit zaman aldigindan donme igleminin beklenen suresi
O(lg n)’ dir.

Bdylece TREAP-INSERT Un beklenen kosma stresi O(lg n + Ig n) = O(lg n)' dir .

TREAP-INSERT bir arama ve ardindan da bir dizi dondirme yapar. Arama ve
dondurmenin asimptotik kosma sureleri ayni olmakla birlikte, pratikte maliyetleri
farkhdir. Bir arama, treap’ deki bilgiyi degistirmeden okurken, bir rotasyon, treap’ in
icindeki ata ve ardil isaretleyicilerini degistirir. Birgok bilgisayarda okuma iglemleri,
yazma islemlerinden ¢ok daha hizlidir. Bu nedenle TREAP-INSERT'Un az dondurme
yapmasini isteriz. Beklenen dondurme sayisinin bir sabitle sirali oldugunu
gOsterecegiz (aslinda 2’ den az)!

Sekil 3: Bir ikili arama agacinin omurgalari. Sol omurga (a) da kalin ¢izgiyle
isaretlenmis, sag omurga da (b)’ de kalin gizgiyle isaretlenmis.

Bu 6zelligi gosterebilmek igin sekil(3) de acgiklanan bazi tanimlara ihtiyacimiz var.
Bir T ikili arama agacinin sol omurgasi, kokten en kug¢Uk anahtara giden yoldur.
Bagka bir deyimle sol omurga kokten c¢ikan ve sadece sol kenarlari iceren en uzun
yoldur. Simetrik olarak T agacinin sag omurgasi kdkten gikan ve sadece sag kenarlari
iceren en uzun yoldur. Bir omurganin uzunlugu, igerdigi dugumlerin sayisidir.



(e) TREAP-INSERT kullanilarak x'in araya yerlestirildigi anin sonrasinda T Treap' ini

disundn. C, x'in sol alt-agacinin sag omurgasinin uzunlugu olsun. D de, X'in sag
alt-agacinin sol omurgasinin uzunlugu olsun. x'in araya yerlestiriimesinde yapilan
doéndurmelerin toplam sayisinin C + D' ye esit oldugunu goésterin.

Cozim: Dondurmelerin sayisi konusundaki iddiay1 timevarim kullanarak yapin.
Taban durumu, X’ in, ¥’ nin atasi oldugu durumdur. Déndirme, ¥’ nin yeni kok
olacagi sekilde yapildiginda y’ nin tek ardili olur, yani C + D = 1.

Timevarim vyaklasimiyla x'in araya yerlestiriimesi sirasinda yapilan
dondurmelerin sayisi olan k, C+D ‘ye egittir. Taban durumu x’ in bir yaprak
olarak araya yerlestirimesi ve bodylece 0 dondurmeye ihtiya¢ olmasidir. Bu
durumda C + D = 0. Tiumevarim adimini kanitlamak i¢in k-7 dondirmeden sonra
C+D = k-1 ise, k dondlirme sonrasinda C+D=k oldugunu gdsteririz. Sol ve sag
dondurmelerin bir seklini ¢izin ve iki durumda da C+D’ nin 1 arttigini goézleyin. y,
x’ in atasi olsun ve x’ in y’'nin sol ardili oldugunu varsayin. Bir saga dondurme
yaptiktan sonra y, x’ in sag ardili olur ve x’ in dnceki sag ardili y’ nin sol ardil
olur. Yani dondurme oncesinde x’ in sag alt-adacinin sol omurgasi y’ ye takilir.
Boylece o omurganin uzunlugun bir artar. x’ in sol alt agaci sag dondurmeden
etkilenmez. Sola dondirme durumu bunun simetrigidir. Boylece bir dondurme
sonrasinda, C+D bir artar ve k=C+D olur ve timevarim hipotezi kanitlanir.

Simdi C ve D'nin beklenen degerlerini hesaplayacagiz. Basit olmasi igin
anahtarlarin 1, 2,..., n oldugunu varsayacagiz. Bu varsayim, bizi genellikten
uzaklastirmaz ¢lnkd sadece anahtarlar karsilastiriyoruz.

iki ayri dugim x ve y igin k = key[x] ve i = key[y] olsun ve gdstergesel
rastgele degiskeni sdyle tanimlayalim:

1 efer y,:{l in sol alt —ajacmin saf omurgasmin diflimi ise {Tlde}.
Xik = {,  asi takdirde.

() X,x=1, egerve sadece eger, (if and only if)
(1) priority[y] > priority[x],
(2) keyly] < key[x], ve
(3) herzigin key[y] < key[z] < key[x], olursa
priority[y] < priority[z] olacagdini gdsterin.

Cozim:

Bu savi kanitlamak igin “eger ve sadece eger” in her iki yonunu de kanitlamamiz
gerekir. Once eger yoniinu kanitlayacagiz. Burada eger (1) priority[y] > priority[x], (2)
keyly] < key[x], ve (3) her z igin keyly] < key[z] < key[x] dogruysa
priority[y] < priority[z] oldugundan, X, = 17 in dogru oldugunu kanitlayacagz.
Bunu celigki yontemiyle kanitlayacagiz. Xj,x = 0 oldugunu varsayin yani y’ nin,
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X" in sol alt agacinin sag omurgasindan olmadidini farzedin. Bunun bir celigki
oldugunu godsterecegiz. Eger y, X' in sol alt agacinin sag omurgasinda degilse
su ug¢ yerden birinde olabilir:

1.y’ nin X’ in sag alt agacinda oldugunu farzedin. Bu kosul (2) ile gelisir ¢ginki
keyly] < key|[x]' tir.

2. y’nin x’in alt agaglarindan birinde olmadigini farzedin. O zaman x ve
Yy’ nin z gibi bir ortak atasi olmalidir. key[y] < key[x] oldugundan y’ nin z’
nin sol alt agacinda ve x’ in de Z' nin sag alt agacinda oldugunu
biliyoruz ve key[y] < key[z] < key[x] durumu var. y, agacgta z’ nin altinda
oldugundan priority[z] < priority[x] vepriority[z] < priority[y] durumu olusur.
Bu da kosul(3) ile celisir.

3. ¥ ninX insol altagacinda oldugunu ama X in sol alt agacinin sag omurgasinda
olmadigini farzedin. Bunun anlami X in sol alt agacinda, y’ nin z gibi bir atasinin
varoldugudur ve y, z'nin sol altagacinda olur. Boylece key[y] < key[z] <
key[x]dir. z, y’ nin atasi oldugundan, priority[z] < priority[y] olur ve bu da
kosul(3) ile geligir.

Tam olasi durumlar geligkilere yol agtigindan Xj,x = 1°dir.

Simdi “sadece eder” kismina gelelim. Eger X, = 1 ise (1), (2), ve (3). kosullarin dogru
oldugunu kanitlaniz. X,x = 1 ise, y, X' in sol alt agacinin sag omurgasindadir. y, x’in bir alt
agacinda oldugundan, y’ nin x’ den sonra araya yerlestiriimis olmasi gerekir, boylece
priority[y] > priority[x] olur ve bu Kosul(1)’ i kanitlar. y, x’in sol alt ajacinda oldugundan

keyly] < key[x], Kosul (2) vyi kanitlar. Kosul(3) U geligki yontemiyle kanitlarz:
Xi,x = 1oldugunu ve keyl[y] < key[z] < key|[x] ile priority[z] < priority[y] yi saglayan bir z
oldugunu farzedin. Bagka bir deyisle, z, y’ den énce araya yerlestiriimisti. key[z] < key/[x]
kosulunu karsilayan 3 olasi durum vardir:

1. Z nin X' in sol alt agacinin sag omurgasinda oldugunu varsayin. y’ nin, x’
in sol alt agacinin sag omurgasinda araya yerlestiriimesi igin Z' nin sag alt
agacinda araya yerlestiriimesi gerekir. key[y] < key[z] oldugundan bu bir
celiskiye yol acar.

2. Z nin X’ in sol alt agacinda oldugunu ancak sag omurgasinda
olmadigini varsayin. Bunun anlami z'nin, x’ in sag omurgasindaki bir z’
digumanin sol alt agacinda oldugudur. Bu nedenle y’ nin X’ in sol alt
agacinin sag omurgasinda araya yerlestiriimesi igin, [z'] nin sag alt
agacinda araya yerlestiriimesi gerekir bu da Kosul(1)' dekine benzer
mantikla bir ¢eliskiye yol agar.



3. Z nin, X' in alt agaglarindan birinde olmadigini farzedin. Oyleyse z ve
X'in, [Z'] gibi bir atasi vardir ve z, [z'] ‘nln sol alt agacinda, x de sag alt
agacindadir. Bunun anlami  key[z] < key[Z] < key[x] dir.
keyly] < key|z] < key[z'] oldugundan y, [Z'] ‘nlin sad alt agacinda araya
yerlestirilemez. Yani x’ in bir alt agacinda araya yerlestirilemez ve bu
bir celiskidir.

Sonugta keyly] < key[z] < key[x] ve priority[z] < priority[y] olan bir z olamaz. Bu Kosul(3)’ U
kanitlar. Boylece biz hem “eger” hem de “sadece eger” durumlarini her iki yonde
kanitlayarak savimizi kanitlamis oluruz.

(g) Sunu gosterin:

(k—i—1)! |
k—it 1) (k—itD)(k—1i)

PriX,, =1} =

Cozum: Bir 6nceki sikta Xj,x = 1 durumunun, y ile x arasindaki 6gelerin oncelikleri
efger ve sadece eger belli bir siradaysa gerceklesebildigini gosterdik. Tum
siralamalar esit olasihiklh oldugundan, istenen siraya uyan onceliklerin
permutasyonlarinin sayisini sayariz ve oncelik permatasyonlarinin toplam sayisina
boleriz.

"(e)" sikkinda, Xij,x = 1 olup olmamasinin, y ve X’ in Onceliklerinin bagil
siralamasina ve key[y] < key[z] < key[x] durumunu kargsilayan tum Z' lere
bagimli oldugunu kanitlamistik. Elemanlarin anahtarlarinin {71,..., n} den
turetildigini farzettigimizden bu durumdaki elemanlarin anahtarlari i, i + 1, i + 2,...,
k - 1, k * dir. Bu elemanlarin énceliklerinin (k - i + 1)! permutasyonu vardir. Bu
permutasyonlarin ~ X,x = 71 icin olanlarinda, i en az dncelige, k ikinci en az
oncelige sahiptir; kalan (k - i - 1) eleman da herhangi bir siradaki 6nceliklere sahiptir.
Bu permutasyonlardan (k - i + 1)! tane vardir. Boylece “kotl” bir dizen elde
etmemizin olasihgi (k—i-1)!/ (k-i+ 1) =1/(k-i)(k—i+ 1) olur.



(h) Sunu gosterin;

k-1 1 1
E[C]=Y — =1+
=255+~ %

Cozum:
Anahtari k olan bir x dugumu igin x* in sol alt agacinin sag omurgasindaki
digumlerin beklenen sayisi E [C]’ dir. bu agactaki tim i degerleri icin X,
rastgele degiskenlerinin beklenen degerinin toplamina esittir. Tim /> k
dugumlerinde X,k = 0 oldugundan, sadece i<k durumunu ele almamiz
yeterli olur.

k—1 k—1
E[C] = E[X.x] =E {Z X,;;;]
i=1 i=1
k—1
= Pr{X;, =1}
i=1

E—1 1
e k—i)(k—i+1)

E—1 1

= 2

j=1 j(7+1)

Bu toplami basitlestirmek igin;




Eger bunu goremediyeniz, asagidaki denklemin k tUzerinde time varimla gecerli
oldugunu kanitlayabilirdiniz.

HEE..
S I +1) k

Tdmevarim hipotezini kanitlama sirasinda

1 1 1

i 3L GG+

oldugunu kesfedebilirdiniz.

(i) Asagidakini gostermek icin bir simetri argimani kullanin:

1
n—k+1

E[D] =1

Cozum: buradaki fikir, anahtarlar arasindaki siralama baglantisi degisirse, olusan
treap’ i dusunmekten gecger. Yani tim x elemanlari igin, priority[x] i dedistirmeden
key[x]’i, n-key[x]+ 1 ile degistirin.

Baslangigtaki anahtarlarn kullanarak elemanlari yerlestirdigimizde (6nceliklerin
artan sirasiyla) elde ettigimiz ikili agag¢ T olsun. Anahtarlari yeniden eslemleyip yeni
bir ikili agacta araya yerlestirdigimizde, sekli T nin seklinin ayna kopyasi olan bir
[ T’ ] adaci elde ederiz; (soldan-saga yansitiimig). T de anahtari k olan ve bu
nedenle de anahtari [ T’ nde n - k + 1 olan x elemanini dagsunun. x’ in T deki alt
agacindaki sol omurgasinin uzunlugu, x’ in [ T’ J ndeki sol alt agacinin sag
omurgasinin uzunlugu olur. Sik(g) den, y dagumidnin sol alt agacinin sag
omurgasindaki beklenen uzunlugunun 71 — 1 / idkey[y] oldugunu biliyoruz; boylece
X in [ T ] ndeki sol alt agacinin sag omurgasinin beklenen uzunlugu
1-1/(n -k + 1) olur. Bu su anlama gelir:

1
n—k+1

E[D]=1-
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(j) Birtreap’ e bir dugum eklenirken yapilan dondirmelerin beklenen sayisinin 2’ den
az oldugu sonucunu ¢ikarin.

Cozum:
E [donduUrme sayisi]

: 3 — 1 1
— E-_C+D]_E-[(-]+E_D]_1—;L_+1—_”_k+1

< 14+41=2

Problem 4-2. Dengeli olmak

Bir agac ailesine, ailedeki her agacin boyu O(lg n) ise dengeli deyin; burada n,
agactaki dugumlerin sayisidir. ( Agacin yiksekliginin agacin kokinden yapragdina
kadar olan herhangi bir yoldaki kenar sayilarinin maksimumu oldugunu hatirlayin.
Ozellikle tek diiglimii olan bir agacin yiiksekligi O olur.)

Asagidaki her 6zellik igin ikili agaclar ailesinin dengeli olma o6zelligini tasiyip
tasimadigini belirleyin. Eger yanitiniz "hayir" ise, bir zit érnek verin. Eger yanitiniz
"evet" ise kanitlayin; (ipucu: Kanitlama tumevarimla yapilmalidir). Dengeli olmanin
asimptotik bir 6zellik oldugunu hatirlayin; bu nedenle zit drnekleriniz, sadece tek
agaci tanimlamamali, ailedeki sonsuz sayida sete yonelik olmalidir.

(a) Agacin her dugumu ya bir yapraktir ya da 2 ardili vardir.

Cozum: Hayir. Bunun ters-0rne@i her digumunden sola dogru bir yapragin
asili oldugu bir sag zincirdir.

(b) Her alt agacin boyutu 2* - 1 olarak yazilabilir; burada k bir tamsayidir (her alt
agagc icin ayni degildir).

Cozim: Evet.

Koku r olan herhang| bir alt-aga¢ dusunun. Kosuldan dolayi bu alt agacin
boyutunun 2%7- 1 oIdugunu biliyoruz. Ayrica r nin sol ardilindan kéklenen
alt-agacin boyutunun 2k2_ 1 ve r' nin sag ardilindan koklenen alt-agacin
boyutunun da 2= 1 oldugunu biliyoruz. Ama r’ den kdklenen alt-agacin
boyutu ba3|tge r dugumu art| sol ve sag alt agaglann dugumlerldlr Bu bize
2K 1= 1+ (2 1) + (2%- 1), ya da 2% = 2% + 2% denklemini verir.

Slmdl ko = k3 oldugunu gosterecegiz. Bunu gormek k1, ko ve ks ‘Un ikili
gOsterimlerini dusundugumuzde kolaydir.
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Aksi halde k» < k3 oldugunu mantik kullanarak (WLOG) farzedersek o
durumda, 2% =1 + 2%% qur. Simdi bu denklemi kargilayacak ve
2’ nin katlar olan sadece 2 tamsay vardir. Ve bunlar 2" ve 2% dr. Boylece
ks - ko = 0 veya k, = kzolur ve r nin sol ve sag alt agaclarinda ayni sayida
dugum vardir. Bu, agacin mukemmel dengede olmasi demektir.

(c) Oyle bir ¢ > 0 sabiti vardir ki, agactaki her digum igin, o digimden ¢ikan
daha kuguk alt- agacin boyutu, daha buyuk alt-agacin boyutunun en az c ile
garpimina esittir.

Goziim: Evet'.

Kanitlama tiimevarimla yapilir. iki alt —agacinda n diigiimii olan X’ in, y ve z gibi iki
ardili oldugunu ve bunlarin da alt-agaclarindaki dugumlerin boyutunun n; ve ny
oldugunu farz edin. Timevarim hipotezi geredi belli bir d sabiti igin , ¥y nin
alt-agacinin yiksekligi en ¢cok dlg ns ve Z nin alt-agacinin yiksekligi de en ¢ok
dign; dir. Simdi x’ in alt-agacinin yuksekliginin en ¢ok d /g n oldugunu kanitlayalim.
Mantiksal yaklagimla n; = n, oldugunu varsayin. Bdylece problemin sdyleminden
ny= cnq elde ederiz. Bu nedenle dig(1 +¢c) 21ise, n=n;+n,+12(1+c¢c)ns +
12 (1+c)n; ve X in alt-agacinin yuksekligi olan h igin;
dign; + 1<dlg(n/(c+ 1)+ 1<dlgn-dlig(1+c)+ 1=<dlIgn elde ederiz.
Sonugta yeterince bluylUk d icin n sayida dugumu olan bir agacin yuksekligi
en fazla d Ig n’ dir.

(d) Oyle bir ¢ sabiti vardir ki, agactaki her diigiim icin, o digimin ardil
alt-agaclarinin yukseklikleri arasindaki fark en ¢ok c 'dir.

Cozum: Evet'. n(h), h yiksekliginde olan ve belirtilen 6zelligi karsilayabilen bir
agacin dugumlerinin asgari sayisi olsun. 0 < a < 1 olan bir sabit igin
n(h) = (1 + a)" — 1 oldugunu timevarimla gdsteririz. Sonra n diigiimii olan bir
agacta h < log++ 4 (n+1)=0(Ilg n) sonucuna variriz.

Taban durumunda yuksekligi 0 olan bir agacin tek dugumu vardir ve a<7 igin,
1> (1+a)’—1olur.

Timevarim adiminda yiiksekligi k< h olan tim agaclarda n (k) = (1+a)* — 1
oldugunu varsayin. Simdi yuksekligi h olan bir aga¢ dusunun ve iki alt-agacina
bakin. Bir alt-agacin yuksekliginin h-1 oldugunu biliyoruz ve digerinin de
yuksekliginin en az h-7-c olmasi gerekir. Bundan su ifade ¢ikar:

nth)znth-1)+nkh-1-c)+1.

' Bu problemde bir 0 isaretgisinin, boyutu 0 olan bir alt-agag oldugunu varsayiyoruz, yani tek
ardil olan bir dugumun iki alt-agaci var ve bunlardan birinin boyutu 0. Eger siz tek ardili olan bir
digumuin tek alt-agaci oldugunu varsayarsaniz, o zaman1 2bu problem yanitiniz ”hayir’olmaldir.



Tamevarim hipotezini kullanarak su ifadeye ulasiriz:

n(h) = (1+ao)* ' —1+(1+a)" " =1+1
= 2(1 _’_&.)h—l—c_ 1.

Alfayi yeterince kiglk sectigimizi ve (1 + a) < 2" (C+1)oldugunu farz edin. O
zaman (1 + G)C+1 < 2 elde ederiz. Sonugta agagidaki esitsizlige ulasiriz;

n(h) =21+a)" " =1>(1+a)" - L

Sonugta timevarim hipotezini karsilamis oluruz.

Dikkat ederseniz a’ nin bu degerine h < [0g.4 (N + 1) igine tekrar yerlestirirsek
su esitsizligi elde ederiz;
- lg(n+1)
1<
~ lg(1 + 241

< (e+1)lg(n+1).

(e) Bir dugumaun ortalama derinligi O(lg n)'dir. ( Hatirlarsaniz, bir x dugumunun
derinligi, agacin kokiinden x digumune kadar olan yoldaki kenarlarin sayisiydi.)

Cozum: Hayir.

Bir agac diisiiniin: n -4n  digumi tam bir ikili agac biciminde diizenlenmis
olsun ve diger vn digimi de dengeli agacta vn uzunlugunda bir zincir
gibi uzuyor olsun. Bu agacin yiiksekligi Ig(n -+n) + vn =Q @/n ) iken bir
diguman ortalama derinligi en ¢ok:

(1/n) ( (vVn+lgn)+(n—+n)-lg n)
(1/n)(n+ v/nlgn+nlgn — \/nlgn)
(1

!

/n)(n+nlgn)
= O(lgn)

olur. Bdylece ortalama diigiim derinligi O(lg n) ama yiiksekligi Q (vn) olan
bir agacimiz olur.
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