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Problem Seti 4

Okumalar: Béliim 12-13 ve 18

Hem egzersizler hem de problemler ¢ozulecek, ama sadece problemler teslim
edilecektir. Egzersizler ders materyalini hazmettirmek amaciyla hazirlanmigtir. Her ne
kadar egzersiz ¢cozumlerini teslim etmeyecek olsaniz da egzersizdeki konulardan

sorumlu olacaksiniz.

Her sayfanin Ustlne adinizi, dersin kod numarasini, problemin numarasini, ettt
bolimundzi ve ortak galisma yaptiginiz arkadaglarinizin isimleriyle tarihleri yazin.
Latfen ¢cozUmlerinizi zimbalayin ve Ug¢ delikli kagitta teslim edin.

Siksikbir problem i¢in “bir algoritma bulun® istediyle karsilasacaksiniz. Bu
konudaki yanitiniz kisa bir makale seklinde olmalidir.Konu paragrafi, ¢ozdigunuz

problem ve sonuclarinizi 6zetleyecek sekilde duzenlenmelidir. Makalenizin ana yapisinda
asagidaki bilgiler verilmelidir.

1. Algoritmanin ingilizce aciklamasi ve eger faydali olacaksa sdzde kodu..
2.Algoritmanizin nasil ¢calistigini gosteren en az bir iglenmis ornek veya sekil.
3.Algoritmanin dogrulugunun kaniti (veya gostergesi).

4. Algoritmanin kosma zamaninin ¢ézumlemesi.

Amaciniz iletisim kurmaktir.Tam not sadece iyi aciklanan dogru yanitlara

verilecektir. Net olmayan agiklamalar daha dusuk notlandirilacaktir.

Egzersiz 4-1. Kitaptaki 12.1-5 nolu egzersiz (256. Sayfa)
Egzersiz 4-2. Kitaptaki 12.2-4 nolu egzersiz (260. Sayfa)
Egzersiz 4-3. Kitaptaki 12.4-3 nolu egzersiz (268. Sayfa)
Egzersiz 4-4. Kitaptaki 13.1-6 nolu egzersiz (277. Sayfa)
Egzersiz 4-5. Kitaptaki 13.3-1 nolu egzersiz (287. Sayfa)
Egzersiz 4-6. Kitaptaki 18.2-6 nolu egzersiz (449. Sayfa)
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Problem 4-1. Treaps

Treap'ler ( Rastgele siralanmis ikili arama agaclari)

Eger tum elemanlar ayni anda elimizde degilse - eger elemanlari birer birer alirsak, gene de
bunlarla bir rastgele ikili arama agaci olusturabilir miyiz? Bu soruyu olumlu yanitlayacak bir veri
yapisini inceleyecegiz. Treap, dugumleri degisik bicimde duzenlenmis bir ikili arama agacidir.
Sekil 1 bir treap 6rnegdini gdstermektedir. Genelde oldugdu gibi agactaki her x 6gesinin bir key/[x]
anahtari var. Buna ek olarak her x i¢in rastgele secilen bagimsiz bir sayiyi priority[x] onceligi olarak
atariz. TUm onceliklerin ve tim anahtarlarin farkli oldugunu kabul ederiz. Treap' in dugumleri dyle
dizenlenmistir ki, (1) anahtarlarin hepsi ikili-arama-agaci 6zelliklerine uyarlar ve (2) 6zellikler de
min-heap ( en kuguk-yigin) duzeni 6zelligine uyarlar. Bagka birdeyisle,

« egerv, u' nun sol ardiliysa, key[v] <key][u];
« egerv, u'nun sag ardiliysa, key[v] >key[u]; ve
* eger v, u' nun ardiliysa, o zaman priority (v) >priority(u) olur.

( Ozelliklerin bu karisimi nedeniyle bu agaca "treap" denir: Hem bir ikili arama adacinin (tree),
hem de bir yiginin ( heap ) niteliklerine sahiptir.
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Sekil 1: Bir treap. Her x digumu key|x]: priority[x] olarak etiketlenmis. Ornegin kdkin anahtar G
ve Onceligi 4.



Treapleri goyle dusunmekte yarar vardir. xs. X2 ,..., X, , dugumlerinin her birini ilgili
anahtariyla bir treap' in igine rastgele duzende yerlestirelim. Bu durumda ortaya ¢ikan agag, normal
bir ikili arama agacina (rastgele secilmis) oncelikleri gozetilerek belirlenen duzende dugumler
araya yerlestirildiginde olusacak agactir. Bagka bir deyisle, priority[X;] < priority [X;] X; 'nin
uygulamada X den 6nce araya yerlestirildigi anlamina gelir.

(@) Her biri farkli anahtarlari ve 6ncelikleri olan x: X2 ,..., x, seti icin bu dugumleri iceren
O0zgun bir treap oldugunu gosterin.

(b) Treap'in beklenen yuksekliginin O(lg n) oldugunu ve bu nedenle treap' de bir degeri
aramanin beklenen suresinin O(lg n) oldugunu gosterin .

Mevcut bir treap’ de yeni bir x dugumunun nasil araya yerlestirilecegini gorelim.
Yapacagimiz ilk sey x’ e bir rastgele oOncelik, priority[x] atamaktir. Sonra
TREAP-INSERT dedigimiz araya yerlestirme algoritmasini ¢agiririz ve bunun iglemesi
sekil 2’ de gosterilmistir.

(c) TREAP-INSERT' Un nasil calistigini agiklayin. Fikri ingilizce aciklayin ve sézde
kodunu yazin. (Ipucu: Normal ikili arama agaci araya yerlestirmesi yapin ve sonra
rotasyon yani donmelerle min-heap (en-kuguk yigin) duzeni 6zelligini yeniden geri
getirin.

(d) TREAP-ARAYA YERLESTIRMESI'NIN (TREAP-INSERT) beklenen kogsma
suresinin O(lg n) oldugunu gdsterin.

TREAP-INSERT bir arama ve ardindan da bir dizi dondirme yapar. Arama ve
donduirmenin asimptotik kosma sureleri ayni olmakla birlikte, pratikte maliyetleri
farkhdir. Bir arama, treap’ deki bilgiyi degistirmeden okurken, bir rotasyon, treap’ in
icindeki ata ve ardil igaretleyicilerini degistirir. Birgok bilgisayarda okuma iglemleri,
yazma iglemlerinden ¢ok daha hizlidir. Bu nedenle TREAP-INSERT'UNn az déndirme
yapmasini isteriz. Beklenen dondurme sayisinin bir sabitle sirali oldugunu
gOsterecegiz (aslinda 2’ den az)!

Bu 6zelligi gosterebilmek igin sekil(3) de acgiklanan bazi tanimlara ihtiyacimiz var.
Bir T ikili arama agacinin sol omurgasi, kokten en kuguk anahtara giden yoldur.
Bagka bir deyimle sol omurga kokten cikan ve sadece sol kenarlari iceren en uzun
yoldur. Simetrik olarak T agacinin sag omurgasi kdkten ¢ikan ve sadece sag kenarlari
iceren en uzun yoldur. Bir omurganin uzunlugu, igerdigi dugumlerin sayisidir.

(e) TREAP-INSERT kullanilarak x'in araya yerlestirildigi anin sonrasinda T Treap' ini

dagunun. C, x'in sol alt-agacinin sag omurgasinin uzunlugu olsun. D de, x'in sag
alt-agacinin sol omurgasinin uzunlugu olsun. x'in araya yerlestiriimesinde yapilan
dondurmelerin toplam sayisinin C + D' ye esit oldugunu gosterin.



(f)

Simdi C ve D'nin beklenen degerlerini hesaplayacagiz. Basit olmasi icin
anahtarlarin 1, 2,..., n oldugunu varsayacagiz. Bu varsayim, bizi genellikten
uzaklastirmaz ¢unku sadece anahtarlari karsilastiriyoruz.

iki ayri digim x ve y icin k = key[x] ve i = key[y] olsun ve gostergesel
rastgele degiskeni soyle tanimlayalim:

1 efer ijliﬂ sol alt —adacmin saf omurgasmm didimi ise {Tlde}.
Xik = () aksi takdirde.

X,k =1, eger ve sadece eger, (if and only if)
(1) priority[y] > priority[x],
(2) keyly] < key[x], ve
(3) herzicin keyly] < key[z] < key[x], olursa
priority[y] < priority[z] olacagdini gdsterin.
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Sekil 2: TREAP-INSERT’ Un caligmasi. Sekil 1’ de oldugu gibi her x dugumu key[x] :
priority[x] olarak etiketlenmigtir.(a), araya yerlestirme Ooncesi orijinal treap. (b),
anahtari C ve dnceligi 25 olan bir digumun araya yerlestiriimesi sonrasi treap. (c)
ve (d), anahtari D ve dnceligi 9 olan bir dUgumun araya yerlestiriimesindeki ara
evreler. (e), (c) ve (d)* deki yerlestirimeler tamamlandiktan sonraki treap. (f),
anahtari F ve 6nceligi 2 olan bir digimun araya yerlestiriimesi sonrasinda treap.



Sekil 3: Bir ikili arama agacinin omurgalari. Sol omurga (a) da kalin gizgiyle
isaretlenmis, sag omurga da (b)’ de kalin gizgiyle isaretlenmis.

(g9) Sunu gosterin:

e _(_k—i—l)l_ L
P =l = T T i D)

(h) Sunu gosterin;

k-l 1 1
E[C]=S — —1— -,
=25+~ s

(i) Asagidakini gostermek icin bir simetri argumani kullanin:

1

E:D]:l_n—ﬁ:—kl'

(j) Bir treap’ e bir dugum eklenirken yapilan déndirmelerin beklenen sayisinin 2’ den
az oldugu sonucunu ¢ikarin.



Problem 4-2. Dengeli olmak

Bir agac ailesine, ailedeki her agacin boyu O(lg n) ise dengeli deyin; burada n,
agactaki dugumlerin sayisidir. ( Agacin yidksekliginin agacin kékinden yapragina
kadar olan herhangi bir yoldaki kenar sayilarinin maksimumu oldugunu hatirlayin.
Ozellikle tek diigiimii olan bir agacin yiiksekligi 0 olur.)

Asagidaki her 6zellik igin ikili agaglar ailesinin dengeli olma 6zelligini tasiyip
tasimadigini belirleyin. Eger yanitiniz "hayir" ise, bir zit érnek verin. Eger yanitiniz
"evet" ise kanitlayin; (ipucu: Kanitlama timevarimla yapilmalidir). Dengeli olmanin
asimptotik bir 6zellik oldugunu hatirlayin; bu nedenle zit érnekleriniz, sadece tek
agaci tanimlamamali, ailedeki sonsuz sayida sete yonelik olmalidir.

(@) Agacin her dugumu ya bir yapraktir ya da 2 ardili vardir.

(b) Her alt agacin boyutu 2* - 1 olarak yazilabilir; burada k bir tamsayidir (her alt
agdac igin ayni degildir).

(c) Oyle bir ¢ > 0 sabiti vardir ki, agactaki her diigiim igin, o diigiimden ¢ikan
daha kiguk alt- agacin boyutu, daha buylk alt-agacin boyutunun en az c ile
carpimina esittir.

(d) Oyle bir ¢ sabiti vardir ki, agactaki her diigiim icin, o digiimiin ardil
alt-agaclarinin yukseklikleri arasindaki fark en ¢ok ¢ ' dir.

(e) Bir dugumaun ortalama derinligi O(lg n)'dir. ( Hatirlarsaniz, bir x dugumunun
derinligi, agacin kokiinden x digimune kadar olan yoldaki kenarlarin sayisiydi.)
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