Algoritmalara Girig Ekim 10, 2005
Massachusetts Institute of Technology 6.046J/18.410J
Professors Erik D. Demaine ve Charles E. Leiserson Dagitim13

Problem Seti 3 Coziimler

Problem 3-1.  Oriintii Esleme (Pattern matching)

MuUduar Skinner’in bir problemi var: Skinner, Bart Simpson’in, son kitap raporunda
bazi metinleri asirdigindan kesinlikle emin. Bart’in cumlelerinden biri, kulaga tuhaf
bicimde tanidik geliyordu ama, Skinner bunun nereden alindigini tam olarak
anlayamadi ve bazi bilgic MIT 6grencilerinin ona yardim edip edemeyecegini
gormeye karar verdi.

Skinner size iginde Springfield halk kitiuphanesinin tim metinlerinin oldugu bir DVD
verir. Veri; T[i] ‘in ya 0 ya da 1 oldugu, T[1.. n] dizilimi olarak gérdugumuz, T[1],
T[2],..., T[n], ikili dizgisi i¢ginde depolanmistir Ayni zamanda Skinner; Bart
Simpson'in kitap raporundan bir alintiy1 da size verir; P[1.. m] kisa ikili dizgisinde,
yine her P[i], ya 0 yada 1 ve m <n'dir. A[1.. k] ikili dizgisinde, i,j tamsayilari
icin 1 <i<j<koldugunda, Ali], Ali + 1],..., A[j] ikili dizgisi yerine, A[i. .j]
simgelemini kullaniriz ve buna, A’ nin altdizgisi deriz. Bu problemin amaci,
P ‘ nin T nin bir altdizgisi olup olmadigini belirlemek, yani bazi i,j’ lerigin 1 <j<j<n
oldugunda P = A[i. . j] olup olmadigina karar vermexktir.

Bu probleminde, O (log n)-bit tamsayilarini sabit zamanda igleyebileceginizi farzedin.
Ornegin, eger x <n” ve y < n° olsa, x + y'yi sabit zamanda hesaplayabilirsiniz. Diger

yandan, m-bitlik tamsayilarin sabit zamanda iglenebilecegini varsayamazsiniz, ¢iinki m

cok biyiik olabilir. Ornegdin, eder m = © (log > n) ve x ve y’nin her biri m-bitlik
tamsayilariysa, x + y‘yi sabit zamanda hesaplayamazsiniz . (Genellikle, girdi boyutu

logaritmik uzunlukta olan tamsayilari sabit zamanda igleyebileceginizi varsaymak

mantikhdir, ancak daha blyuk tamsayilar orantili olarak fazla zaman gerektirir.)

(@) Elimizde; bazi A[1.. k] ve bazi 1 < < k — m+1 ikili dizgileri igin,
x = Afi.. (i + m— 1)] ikili dizgisinin m-bitlik kiyim degerini hesaplayan h(x)
kiyim fonksiyonu oldugunu farz edelim. Ayrica, kiyim fonksiyonunun
mukemmel oldugunu farz edelim. Eger x # y ise, h(x) # h(y)dir. Kiyim
fonksiyonunu O(m) surede hesaplayabilecedinizi farz edin. P nin, T nin
altdizgisi olup olmadigini O(mn) sirede nasil belirleyeceginizi gosterin.

Coziim: Oriintl dizgisinin kiyimini hesaplariz ve A’nin tim olasi m-uzunluklu
kiyimlariyla kiyaslariz; yani 1 <i<n-m+ 1igin, h(P) ‘yi, h(Afi. . (i + m -1)])
ile karsilastiririz. Kiyim fonksiyon mikemmel oldugundan, h(P) = h(A[i.. (i +
m - 1)]) eger ve sadece eger P=A[i,..(i +m-1)] oldugunda olabilir.
Ortada O(n) kiyim fonksiyonu hesaplamasi ile kiyim degerlerinin O(n) sayida
kiyaslamasi vardir ve O(mn) toplam kogsma zamani i¢in her hesaplama ve
kiyaslama, O(m) suresi gerektirir.
Kiyim fonksiyonunun hesaplamasi O(m) sure aldigindan, bu algoritma
asimptotik olarak, sadece altdizgileri kiyaslamaktan daha iyi degildir. Bu
bolum problemin geri kalani icin motivasyonu arttirmak amaciyla tasarlandi.
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(b) Asagidaki h, kiyim fonksiyonlari ailesini diisiiniin; bu fonksiyonlar [2, cn|
deger kiimesindeki p asal sayisi tarafindan, bir ¢ > 0 sabiti icin
parametrelenmis :

ho(x) =x (mod p) .

Farz edelim ki p, [2, cn?] deger kiimesindeki tim asal sayilar icinden, tekdiize
ama rastgele olarak segildi.

Birkag¢ i’yi 1<i<n-m + 1 arasinda sabitleyelimve x=T[i.. (i+ m-1)] olsun.
Uygun bir ¢ segildiginde, eder x # P ise,

|/

Pr {p(x) = hy(P)} -

1
-
olur

Ipucu: Sayilarla ilgili su 2 teorik olguyu hatirlayalim: (1) bir x tamsayisinin en
fazla Ig x asal faktoru vardir; (2) Asal Sayl Teoremi: [2,x] deger kimesinde
O(x/Ig x) asal sayi vardir.

Goziim: Hem x hem de P, sadece (x - P) = 0 (mod p) oldugunda, ayni kiyim
degerine sahiptir. yani, eger p, x - P’ nin bir faktoru ise. x ile P, m-bitlik
sayilar olduklarindan, (x-P) enfazla m+ 1 < n bit'e sahiptir. (x - P) < 2"
oldugundan (x - P)nin en fazla lg 2" = n asal faktori olur.

cnt

Asal Sayi Teoremine gére; [2, cn’] araliginda,enaz Q ( ot ) asal vardir.
' ' : [n(lge+4lg:
Pr{hy(z) = hy(P)} < —rrvc = O (n( get Dn)) |
Q| (lg Cn'*) cn

Uygun secilmis sabitler icin, bu olasihigin O(1/n) oldugunu gosterebiliriz.
Daha resmi argiiman soyledir: Oyle n' ve d sabitleri vardir ki, tim n > n’
degerleri igin, [2, cn4] araligindaki asallarin sayisi en az . (cn*/ g cn*) olur.
Bu nedenle, tim n > n'lerigin, (x - P)’yi bélecek bir p se¢gme olasiligi en gok:

n n(lge+4lgn
Pr{hlp (T) - hp(P)} = ¢ [ _end - cent )
¢ (lg cn'lj ’

nzmax{21gc, 64}ise, Igc +4Ign <noldugunun saglanmasi kolaydir. Bu
nedenle eder c > 1/¢' ve n 2 max{n’, 2 Ig c, 64} segersek sunu elde ederiz:
_ 1 1 1
Pr{h,(r) = h,(P)} < — < < =

cden? T n? T ond

(c) Sik (b) de tanimlanan hp(x)’ i hesaplamak ne kadar siire alir? jpucu: x’in
m-bitlik bir tamsayi olduguna ve artik sabit sirede islenemeyecegdine dikkat edin.
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Goziim: p < cn? oldugundan, biliyoruz ki p‘nin O(lg n) biti vardir. O(lg n)-bitlik
tamsayilari sabit surede igledigimizi varsayarsak, eger w‘nin de O(lg n) biti varsa,
w (mod p)’yi sabit zamanda hesaplamak mumkuandar.

Eger x, m-bit’ li bir saylysa ve m = w(lg n) ise hesaplama, giderek daha karmasik hale gelir.
Onun yerine, x 6n-ekleri olan kiyim fonksiyonlarini adim adim hesaplayarak, hy(x)’i O(m)
surede hesaplariz.

y, x = A[1.. m] dizgisinin k en 6nemli bitleri olsun ve hy(y) =y (mod p)‘ yi daha dnceden
hesaplamis oldugumuzu farzedelim. Ardindan, sabit sayida islemle x’ in en 6nemli (k + 1)
bitleri olan z ‘ nin kiyim fonksiyonunu hesaplayabiliriz.

z = A[1.. (k + 1)] dizgisini bir say! olarak yorumlarsak, z = 2y + Alk +1] olur. Bdylece
hp(z) tam olarak:

ho(2) = (2y + Alk + 1]) (mod p) = (2hy(y) + Alk + 1])  (mod p)" dir.

hy(y) verilmis ise hy(z)'yi hesaplamak, sadece g ilave tamsayi islemi gerektirir:
Bir sola kaydirma, toplama ve bir bélme. Bdylece, x’ in her bit’ i igin, sabit miktarda
is yapariz.

Bu bolimin amaci; hp(x)' in sabit sirede hesaplanamayacagini fark etmektir ve bu
nedenle, Sik (d)’ deki algoritma asimptotik bir gelismeyi gdsterir. O(m) yaniti kabul
edilebilir. Bu hesaplamayi, x’ i her biri ¢ Ig n bit uzunlugunda, m/(c Ig n) basamaga
bolerek daha hizli yapabilecegimize dikkat edin. BOylece onceki algoritma, bu
sekilde degistirilerek hp(x), O(m /1g n) sirede hesaplanabilir.

(d) 1<isn-micin, Sik (b) de gosterildigi gibi hp(A[i. . (i + m-1)])’ in dederini dSnceden
biliyorsak, sabit sturede, hy(A[(i + 1).. (i + m)])" yi nasil hesaplayacaginizi gosterin.

Cozum: Dizgileri ¢ift sayi olarak yorumladigimizda, su denklem cikar:
Alli+1). . (i+m)] =2 (Ali.. (i +m—1)] — 2" Afi]) + Afi +m].

Bu denklemin her iki tarafinin modulo p’sini aldigimizda suna ulasiriz;

ha(A[(i+1) .. (i+m)]) = (‘2 (hp{_.'—l[é (i+m—1)]) — 3’"_1_.'—1[3'-]) + Ali + -m]) (mod p).

om—1 (mod p) deg@erinin 6n-hesaplamasini yapmis oldugumuzu ve bu degderi bir a
degiskeninde depoladigimizi farz edelim. hy(A[(i + 1).. (i + m)])’ yi hesaplamak icin,
aAli] (mod p)’ yi hesaplariz ve bu degeri, hy(Afi.. (i + m — 1)])’ dan ¢ikaririz. Ardindan,
2 ile garpmak igin 1 bit sola kaydiririz, A[li + m] bit’ ini buna ekleriz ve kalan p
modulosunu hesaplariz. Kiyim degerlerimiz O(Ig n)-bitlik tamsayilar oldugundan, tim bu
islemler sabit stirede yapilabilir.



4 Dagitim 13: Problem Seti 3 Cbziimler

(e) Stk (b)’ deki kiyim fonksiyonlari ailesini kullanarak, O(n) beklenen zamanda,
P’ nin T’ nin altdizgisi olup olmadigini belirlemek igin bir algoritma tasarlayin

Cozim: P kiyimini, A’ nin tdm m-uzunlugundaki alt-dizgi kiyim
fonksiyonlariyla karsilastirip, eslesmeyi bulana veya A metnini bitirene
kadar, Sik (a)’ daki algoritmayi kullanabiliriz.

Sik (b)’ de belirtilen kiyim ailesinden secilmis olan, h, kiyim fonksiyonunu ve
kiyim fonksiyonlarini adim adim hesaplamak igin de Sik (d)” deki yontemi
kullaninz. h, kusursuz bir kiyim fonksiyonu olmadigindan, eger kiyim
degerlerinin eslestigini kesfedersek, esit olup olmadiklarini gormek igin, ikKi
dizgiyi birbiriyle karsilastiririz.

Kosma suresini ¢ozumlemek igin, iki ayri maliyeti analiz ederiz: her alt-dizgi
icin kiyim fonksiyonunu hesaplama maliyeti ve kiyim degerleri eslestiginde,
alt-dizgileri kargilastirma maliyeti.. Bu beklenen iki kogsma suresinin de O(n)
oldugunu gosterir ve istenen sonucu aliriz.

ik ho(A[1.. m - 1]) kiyim fonksiyonunu hesaplamak, O(m) zamani gerekirir.
Ote yandan, Sik (d) deki ydntemle tim m-uzunluklu dizgilerinin kiyim
degderlerini hesaplamak, toplam O(m + n) = O(n) zamani gerektirir.

Eger kiyim degerleri eslesirse , iki m-uzunluklu altdizginin karsilastirma

maliyeti O(m) olur. i dizininde sahte pozitifik varsa, X;, degeri 1 olan bir
gOstergesel rastgele degiskeni olsun, yani, eger

hp(P) = hy(Ali.. (i +m —1)]), ama P # Afli,..(i + m - 1)]. o
Sik (b)ye gore E[X,] < 1/n.

Oyleyse, sahte pozitiflik icin alt-dizgileri karsilastirmanin beklenen toplam
maliyeti su olur:

n—m-+1
Z E[X;]O(m) = O(m) = O(n).
i=1

Eslesme igin, alt-dizgilerin karsilastirma maliyeti O(m) = O(n)’ dir, ¢lnki
algoritma, bir eslesme bulduktan sonra durur.

Problem 3-2. 2-Evrensel Kiyimlama

H, her h € H’nin U anahtarlar evrenini {0,1,... ,m — 1} ‘ya eslemledigi bir kiyim fonksiyonlari
grubu olsun . Eger her sabit <x, y> anahtar-gifti i¢cin x # y olursa, ve h, H 'nin iginden

birbicimli ve rastgele segilirse, <h(x), h(y)> giftinin  {0,1,..., m — 1} icindeki m? eleman
ciftlerinden esit olasilikla biri olmasi durumunda, H 2-evrenseldir deriz. (Olasilik kiyim
fonksiyonunun sadece rastgele sec¢imi ile hesaplanir.)

(a) H’nin 2-evrensel olmasi durumunda, evrensel olacagini gosterin.



Cozum: H, 2-evrensel ise, 0 halde, x ve y farkli anahtarlarinin her ¢ifti igin ve
tim i€ {0,1,... m-1} lerigin;

o . . 1
Pr [(h(x),h(y)) = (i,1)] = —

heH ' - m?2

X ve y ’nin ¢arpismasi i¢in tam olarak m olasi yol vardir; yani i€ {0,1,... m-1}igin,
h(x) =h(y) =i Boylece;

, sy o o m 1
hf;}{ [h(z) = h(y)] = Z{:} (hfe’}!‘{[gh{‘.t‘).h{y); = (i, z;]) ==

Bu nedenle, tanimi geregi, H evrenseldir.

(b) H’ ye evrensel olarak belirli bir aile insa edin, ancak 2-evrensel olmasin ve cevabinizi
gerekgeleyin. Aileyi, anahtar basina bir situn ve fonksiyon basina bir satir olacak sekilde
bir tablo olarak yazin. m, |H|, ve |U| ‘yu mUmkln oldugunca kuguk tutmaya c¢alisin.

Ipucu: m, |H|, ve IUl ile ilgili rnekler var ve hepsi 4’ den kuguk.

Gozum: m= |H| =|U| = 2 ile drnek bulabiliriz.
Bir U = {x, y} evreninde, asagidaki H ailesini dusunun:

X 1y
hs 10 |0
h, |1 10

Egder, H den bir rastgele kiyim fonksiyonu secgersek, iki x ve y anahtarinin ¢arpisma
olasiligi, hy’in secgilme olasiligi veya 1/m = 1/2 ‘ dir. Boylece H bir evrensel kiyim
ailesidir.

Ote yandan, 2-evrensel olan bir kiyim ailesinden, rastgele secilmis bir h kiyim fonksiyonu
icin,( h(x),h(y)) * nin tiim olas! giftleri, yani (0,0),(0,1),(1,0),(1,1)esit olasilikli olmak
zorundadir. Bu 6mekte, (h(x), h(y)) asla{0,1)ya da({1,1) " e esit olamaz; dolayisiyla H,
2-evrensel degildir.

(c) Bir rakibin; H kiyim ailesini bildigini ve kiyimladigimiz anahtarlari denetledigini ve
carpismayi zorlamak istedigini farz edin. Problemin bu kisminda, H' nin evrensel
oldugunu varsayin. Su senaryo gergeklesiyor: h kiyim fonksiyonunu H’ den rastgele
seciyoruz, bunu rakipten sakliyoruz ve sonra rakip bir x anahtarini segiyor ve h(x)
degerini 6greniyor. Simdi rakip carpismayi zorlayabilir mi? Diger bir deyisle, h(x) = h(y)
durumunu 1/m’ den daha buyUk bir olasilikla olusturacak bir y # x bulabilir mi?

Eger bulabilecekse, Sik (b)’ deki ile ayni formatta, belirli bir evrensel kiyim ailesi yazin ve
rakibin bu senaryoda ¢arpigsmayi nasil zorlayabilecegini aciklayin. Eger bulamayacaksa,
rakibin ¢arpismayi, 1/m’den daha buyuk bir olasilikla zorlayamayacagini kanitlayin.
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Co6ziim: Onceki 6rnegimize ek bir anahtar ekleyerek, rakibin carpismayi
zorlayabildigine dair bir senaryo olusturabiliriz.

Bir U evreninde U = {x, y, z}, asagidaki H ailesini dlisinun:

x|y |z
hs10 (0 |1
ho |1 10 |1

H, hala bir evrensel kiyim ailesi: x ile y, 1/2 olasilikla ¢carpigiyor, x ile z, 1/2
olasilikla ¢arpisiyor ve yile z, 0 < 1/2 olasilikla ¢arpisiyor.

Rakip, hs i mi hy’ yi mi se¢cmis oldugumuzu , bize kiyimlama igin x’ i vererek
belirleyebilir. Eger; h(x) = 0 ise, hs ‘ i se¢misizdir ve bu durumda rakip bize y’ vyi
verir. Aksi takdirde, eger h(x) = 1 ise, h,‘yi segmisizdir ve rakip bize Z' yi verir.

d) Sik (c) deki soruyu cevaplayin ancak, bu kez H’ nin yalnizca evrensel
degil, 2-evrensel oldugunu varsayin.

Cozum: 2-evrensel bir kiyim ailesiyle rakip, ¢carpismayi 1/m den daha iyi
bir olasilikla zorlayamaz. Aslinda, h(x)’ i bilmek, rakibe baska bir y
anahtari icin h(y) ile ilgili bir bilgi vermez.

Bunu resmi olarak kosullu olasiliklar kullanarak kanitlayabiliriz. h € H
rastgele kiyim fonksiyonunu sectigimizi ve sonra da rakibin bir x
anahtarini kiyimlamamiz igin bizi zorladigini ve h(x) = X degerini
ogrendigini varsayalim. Ardindan rakip bize carpigsmaya yol acacagini
umarak, herhangi bir y # x anahtarini veriyor. 2-evrenselligin tanimi geregi,
X #Yy olan herhangi bir x ve y igin,

z)and h(zr) =X] 1/m* 1

(o) | h(a) = X - Lrhen [h(y) = h( _ _
oy, () = h(@) [ A@) = X] Pryer [h(z) = X] m m

Bu nedenle, rakibin ilk olarak hangi x’i sectiginin ve hangi h(x) = X degerini
ogrendiginin hi¢ onemi yoktur; herhangi bir y ile X’ in garpigsmasinin olasiligi sadece
1/m’ dir.





