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Problem Seti 3

Okumalar: 11.1-11. 3 kisimlar, Bolim 11.5.

Hem egzersizler hem de problemler ¢dzulecek, ama sadece problemler teslim
edilecektir. Egzersizler ders materyalini hazmettirmek amaciyla hazirlanmigtir. Her ne
kadar egzersiz ¢gozumlerini teslim etmeyecek olsaniz da, egzersizlerdeki konulardan
sorumlu olacaksiniz.

Sik sik bir problem igin “bir algoritma bulun” istediyle karsilasacaksiniz. Bu konudaki
yanitiniz kisa bir makale seklinde olmalidir. Konu paragrafi, ¢6zdiguniz problem ve
sonuglarinizi 6zetleyecek sekilde dizenlenmelidir. Makalenizin ana yapisinda

asagidaki bilgiler verilmelidir:

1. Algoritmanin ingilizce agiklamasi ve eger faydali olacaksa Sézde kodu..
2. Algoritmanizin nasil ¢alistigini gosteren en az bir igslenmis 6rnek veya sekil.
3. Algoritmanin dogrulugunun kaniti (veya gostergesi).

4. Algoritmanin kosma suresinin ¢gozumlemesi.

Amaciniz iletisim kurmaktir. Tam not sadece iyi acgiklanan dogru yanitlara

verilecektir; net olmayan agiklamalar daha dusuk notlandirilacaktir.

Egzersiz 3-1. Kitaptaki 11.1-1 nolu egzersiz (222. Sayfa)
Egzersiz 3-2. Kitaptaki 11.2-3 nolu egzersiz (229. Sayfa)
Egzersiz 3-3. Kitaptaki 11.3-3 nolu egzersiz (236 Sayfa)
Egzersiz 3-4. Kitaptaki 11-2 nolu egzersiz (250. Sayfa)



Problem 3-1.  Oriintii Esleme (Pattern matching)

MuUduar Skinner’in bir problemi var: Skinner, Bart Simpson’in, son kitap raporunda
bazi metinleri agirdigindan kesinlikle emin. Bart’in cumlelerinden biri, kulaga tuhaf
bicimde tanidik geliyordu ama, Skinner bunun nereden alindigini tam olarak
anlayamadi ve bazi bilgic MIT 6grencilerinin ona yardim edip edemeyecegini
gormeye karar verdi.

Skinner size iginde Springfield halk kitiuphanesinin tim metinlerinin oldugu bir DVD
verir. Veri; T[i] ‘in ya 0 ya da 1 oldugu, T[1.. n] dizilimi olarak gérdugumuz, T[1],
T[2],..., T[n], ikili dizgisi iginde depolanmistir. Ayni zamanda Skinner; Bart
Simpson'in kitap raporundan bir alintiy1 da size verir; P[1.. m] kisa ikili dizgisinde,
yine her P[i], ya 0 yada 1 ve m <n'dir. A[1.. k] ikili dizgisinde, i,j tamsayilari
icin 1 <i<j<koldugunda, Ali], Ali + 1],..., A[j] ikili dizgisi yerine, A[i. .j]
simgelemini kullaniriz ve buna, A’ nin altdizgisi deriz. Bu problemin amaci,
P ‘ nin T'nin bir altdizgisi olup olmadigini belirlemek, yani bazi i,j’ lerigin 1 <j<j<n
oldugunda P = A[i. . j] olup olmadigina karar vermexktir.

Bu probleminde, O(log n)-bit tamsayilarini sabit zamanda igleyebileceginizi farzedin.
Ornegin, eger x <n” ve y < n°olsa, x + y ‘yi sabit zamanda hesaplayabilirsiniz. Diger
yandan, m-bitlik tamsayilarin sabit zamanda iglenebilecegini varsayamazsiniz, ¢iinki m
cok biyiik olabilir. Ornegdin, eder m = © (log > n) ve x ve y’nin her biri m-bitlik
tamsayilariysa, x + y ‘yi sabit zamanda hesaplayamazsiniz . (Genellikle, girdi boyutu
logaritmik uzunlukta olan tamsayilari sabit zamanda igleyebileceginizi varsaymak
mantikhdir, ancak daha blyuk tamsayilar orantili olarak fazla zaman gerektirir.)

(a) Elimizde; bazi A[1.. k] ve bazi 1 < i < k — m+1 ikili dizgileri igin,
x = Afi.. (i + m— 1)] ikili dizgisinin m-bitlik kiyim degerini hesaplayan h(x)
kiyim fonksiyonu oldugunu farz edelim. Ayrica, kiyim fonksiyonunun
mukemmel oldugunu farz edelim. Eger x # y ise, h(x) # h(y)dir. Kiyim
fonksiyonunu O(m) surede hesaplayabilecedinizi farz edin. P’nin, Tnin
altdizgisi olup olmadigini O(mn) sirede nasil belirleyeceginizi gosterin.



(b) Asagidaki h, kiyim fonksiyonlari ailesini diisiiniin; bu fonksiyonlar [2, cn|
deger kiimesindeki p asal sayisi tarafindan, bir ¢ > 0 sabiti icin
parametrelenmis :

ho(x) =x (mod p) .

Farz edelim ki p, [2, cn?] deger kiimesindeki tim asal sayilar icinden, tekdiize
ama rastgele olarak segildi.

Birkag¢ i’yi 1<i<n-m + 1 arasinda sabitleyelimve x=T[i.. (i+ m-1)] olsun.
Uygun bir ¢ segildiginde, eder x # P ise,

1
Pr {hp(x) = hy(P)} < .
olur
Ipucu: Sayilarla ilgili su 2 teorik olguyu hatirlayalim: (1) bir x tamsayisinin en

fazla Ig x asal faktoru vardir; (2) Asal Sayl Teoremi: [2,x] deger kimesinde
O(x/Ig x) asal sayi vardir.

(c) Sik (b) de tanimlanan hp(x)’ i hesaplamak ne kadar stire alir? jpucu: x’in
m-bitlik bir tamsayi olduguna ve artik sabit surede islenemeyecegine dikkat edin.

(d) 1<isn-micin, Sik (b) de gosterildigi gibi hp(A[i. . (i + m-1)])’ in dederini dSnceden
biliyorsak, sabit sturede, hy(A[(i + 1).. (i + m)])’ yi nasil hesaplayacaginizi gosterin.

(e) Sik (b) deki kiyim fonksiyonlari ailesini kullanarak, O(n) beklenen zamanda,
P’ nin T’ nin altdizgisi olup olmadigini belirlemek igin bir algoritma tasarlayin



Problem 3-2. 2-Evrensel Kiyimlama

H, her h € H’ nin U anahtarlar evrenini {0,1,... ,m — 1} ‘ ya eslemledigi bir kiyim fonksiyonlari
grubu olsun . Eger her sabit <x, y> anahtar-gifti icin x # y olursa, ve h, H 'nin iginden
birbigimli ve rastgele segilirse, <h(x), h(y)> giftinin  {0,1,..., m — 1} icindeki m? eleman
ciftlerinden esit olasilikla biri olmasi durumunda, H 2-evrenseldir deriz. (Olasilik kiyim
fonksiyonunun sadece rastgele secimi ile hesaplanir.)

(a) H’nin 2-evrensel olmasi durumunda, evrensel olacagini gésterin.

(b) H’ ye evrensel olarak belirli bir aile insa edin, ancak 2-evrensel olmasin ve cevabinizi
gerekgeleyin. Aileyi, anahtar basina bir stitun ve fonksiyon basina bir satir olacak sekilde
bir tablo olarak yazin. m, |H|, ve |U| ‘yu mimkuin oldugunca kuguk tutmaya c¢alisin.

Ipucu: m, |H|, ve IUl ile ilgili drnekler var ve hepsi 4’ den kiigik.

(c) Bir rakibin; H kiyim ailesini bildigini ve kiyimladigimiz anahtarlari denetledigini ve
carpismayi zorlamak istedigini farz edin. Problemin bu kisminda, H ‘nin evrensel
oldugunu varsayin. Su senaryo gergeklesiyor: h kiyim fonksiyonunu H’den rastgele
segiyoruz, bunu rakipten sakliyoruz ve sonra rakip bir x anahtarini segiyor ve h(x)
degerini 6greniyor. Simdi rakip ¢carpismayi zorlayabilir mi? Diger bir deyisle, h(x) = h(y)
durumunu 1/m’ den daha buyuk bir olasilikla olusturacak bir y # x bulabilir mi?

Eger bulabilecekse, Sik (b)’ deki ile ayni formatta, belirli bir evrensel kiyim ailesi yazin ve
rakibin bu senaryoda ¢arpismayi nasil zorlayabilecedini agiklayin. Eger bulamayacaksa,
rakibin carpismayi, 1/m’ den daha buyuk bir olasilikla zorlayamayacagini kanitlayin.

d) Sik (c) deki soruyu cevaplayin ancak, bu kez H’ nin yalnizca evrensel
degil, 2-evrensel oldugunu varsayin.





