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Problem Seti 2 Cozumler

Problem 2-1. Bu (yaklasik) siralanmig midir?

Hogwarts sulalesinin gocuk buyucust Harry Pottert basi bir kez daha derttedir.
Profesor Snape Harry'i tutuklamis ve ona son 200 yilin eski ev 6devlerini siralama isini
vermis. Harry bir buydcu oldugundan elini sdyle bir sallayip —ordinatus sortitus” yani
— duzenli sira” demis ve kagitlar hizla kimelenmigler.

Ancak Profesor Snape Harry‘nin blytstnitn kagitlari dogru olarak kiimeledigini
belirlemek istemektedir. Ote yandan n sayida ¢ok fazla kagit oldugundan dogru sirada
olup olmadiklarini belirlemek Q(n) stresini alacaktir.

Bunun yerine Profesor Snapekagitlarin — yaklasik-siralanmig” oldugunu kontrol etmeye
karar verir. Kagitlarin %90°inin siralandigini bilmek ister: kagitlarin %10‘u kimeden
cikarilirsa elde edilen liste siralanmis olabilir mi?

Bu problemde Profesor Snape‘e n farkli elemanl A giris listesini isleyecek bir algoritma
bularak yardim edecegiz; algoritma asagidaki gibi davranacak:

. Eder A listesi siraliysa, algoritma her zaman true/ dogru cikisini verecek.

. Eger A listesi % 90 sirali degilse, algoritma en az 2/3 olasilikla
false/yanhigcikisini verecek.

(a) Profesor Snape 6nce su algoritmayi dasunur:

k kere tekrarla:

1. Kagitlari bagimsiz, tekdlize ve rastgele olarak se¢ ve (1,n) araligini kullan. ( Yani, 1

<i<n.)

2. Ali- 1] ve Alilkagitlarini kargilagtir. Eger dogru sirada degillerse yanhs ¢iktisini ver
ve dur.

3. AJi] ve Ai+ 1] kagitlarini karsilastir..Eger dogru sirada degillerse yanhsg ¢iktisini ver
ve dur.

Dogru ciktisi ver.

Bu algoritmanin siralama listesinin en az 2/3 olasilikla yaklasik-dogru
oldugunu kesfedebilmesi igin k = Q(n) gerektigini gdsterin. jpucu: Yaklagik
sirali olmayan bir dizi bulun, ama algoritmanin yanhg c¢ikti verecegi az
saylda eleman olsun.

Cozum: Snape'in algoritmasinin ¢galismadigini, asagida belirtilen iki durumun oldugu
ters-6rnekle gosteririz:

* A 90% sirali degildir.



« Snape'in algoritmasi sadece k = Q (n) oldugunda, 2/3 olasilikla yanls verir. Ozellikle
asagidaki ters-ornegi ele aliriz:

A=[n/2]|+1,..., n,1,2,3,...,|n/2]].

On kuram 1 A 90% sirali degildir.

Kanit. Celigki ydntemiyle, listenin % 90 sirali oldugunu varsayin. Oyleyse, bazi
elemanlar birbirlerine gére % 90 dogru siralanmig olmalidir. Bu elemanlarin dogru
siralanmig bir kiimesi listenin birinci yarisinda olmalidir, yani, i < [n/2] dizininde. Ayrica
elemanlarin dogru siralanmis bir kimesi listenin ikinci yarisinda olmahdir, yani, j > [n/2]
dizininde. Ancak yapilandirma nedeniyle A[i] > A[j] ‘dir ve bu bir ¢eligki olusturur. Bu
nedenle A % 90 sirali degildir.

Lemma 2 Snape'in algoritmasi sadece k = Q (n) oldugunda, 2/3 olasilikla yanlig
verir.

Kanit. Algoritmanin her dongusunde, listenin sirali olmadigini belirleyecek sadece iki
secenek olduguna dikkat edin: i = [n/2] veya i = [n/2] + 1.
Gostergesel rastgele degdiskenleri asagdidaki gibi tanimlayin:

v, )1 ifi= n/2|ori=|n/2| + 1 on iteration /,
£ 1 0 otherwise.

Bu durumda, Pr {X;= 1} = 2/n ve Pr {X; = 0}= (1 - 2/n). olduguna dikkat edin.
Boylece ore, the probability that Snape'in algoritmasinin tim k donguleri igin yanhs
cikisini vermemesi ( yani Snape‘in algoritmasinin galismamasi) olasiligi sudur:

ke
= J[Pr(X,=0)

=

[,

Biz Snape‘in algoritmasinin ¢galismasi i¢in gereken en kuglk k degerini belirlemek
istiyoruz, yani, basarisizlik olasiligini 1/3 den blylk yapmayacak en kuiguk k degerini:
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k igin gozdugumuzde, sunu belirleriz:

1/3
. In(1/3)

_111(1—%).

Simdi kitabin 3.11 bolimindeki matemetiksel gercegi hatirlariz:
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Buradan sunu hesaplariz:

Sonugta su karara variriz:

In (1/3)

In(1/3)

—2/n
nln3

- 2

Snape'in algoritmasinin sadece eder k = Q2 (n) ise dogru oldugu kararina
variriz.

(b) Size iginde n sayida top olan bir torba veriliyor. iginde en az %10 oraninda
mavi top oldugu ve kirmizi toplarin sayisinin da % 90°1 gegmedigi soyleniyor.
Asimptotik olarak (yani n‘nin buyuk degerleri igin) en az 2/3 olasilikla mavi topu
bulanadek torbadan kag¢ kez top ¢ekmeniz gerekir? ( Toplarin torbadan
cikarildiktan sonra yeniden torbaya konuldugunu varsayabilirsiniz.)

Coziim: Soruda sadece ¢ekilen toplarin asimptotik sayisi soruldugundan, ® (1)
(arti bir miktar gerekgelendirme) yeterli bir yanittir. Asagida daha tam bir yanit veriliyor.



Torbadan k sayida top ¢ektiginizi varsayin ( her top incelendikten sonra torbaya atiliyor).
On kuram 3: Yeterince biiyiik bir k sabiti i¢in, bir topun mavi ¢cikma olasiligi en az 2/3'tir.
Kanit. Gostergesel rastgele degiskenleri sdyle tanimlayin:

K-:{ 1 e8er topimaviise
: 0 eger top i kirmiziise

Bu durumda Pr X; =1 =1/10 and Pr X; = 0 = 9/10 olduguna dikkat edin. Sonra en az
bir topun mavi olma olasihigini hesaplariz:

- 1—]E[P1'(X?- = 0)

i=1

~(w)

Wl =

Boylece eger k =1g(1/3)/ 1g 0.9 ise, en az bir mavi top ¢ekme olasili§i da en az 2/3 ‘tir.

(c) Siralanmamis bir listede bir —ikili arama” yaptiginizi varsayin:
IKILI_ ARAMA( A, anahtar,sol,saj) [ Anahtari A [sol,sag] icinde Ara
1 if left = right
2 then return /eft
3 else mid < [(left + right) | 2]
4 if key < A [mid]
then return BINARY-SEARCH(A,key, left, mid -1)

5
6 else return BINARY-SEARCH(A, key, mid, right)

A'da (sirali olmasa bile) key, icin yapilan bir ikili aramanin i yuvasini ¢ikti olarak
verdigini farz edin. Benzer bicimde anahtar/key,, igin ikili arama da j yuvasini

versin.

Asagidaki gergegin neden dogru oldugunu agiklayin:



Egeri<jise, key, <key,_dir. Bir sekil gizin. Ipucu: Oncelikle bunun A listesinin
sirali olmasi durumunda neden agik¢a dogru oldugunu dusunadn.

Cozum:

3R ¥ & F 4 VY 4

9 7 10 15 16 20 25 2

Sekil 1: Sirasiz bir dizilimin ikili-arama karar agacinin bir 6rnegi .

Bu problemi anlamak amaciyla ikili arama algoritmasini karar-agaci versiyonunu
disundn ( siralama algoritmalarinin aksine ikili arama icin karar agaci oldukga kuguktur,
yani O(n) dugum vardir. Sekil1‘ deki 6rnegi disunin; bu érnekte ikili arama sirasiz bir
diziimde [9 7 10 15 16 20 25 22] yapiliyor. key1=20 ve key, = 25 oldugunu varsayin.
Hem 20 hem de 25, = 25 oldugundan kokten saga dogru giden dali segin. Bu noktada
iki ikili aramada iraksar: 20 < 25 ve 25 = 25. Boylece key sol dali ve key, de sag dal
secer. Bu, isin sonunda key ve key, nin dogru siralanmasini saglar. Simdi tartismayi
genelleyecegiz. key;icin, ikili aramanin dordiincu satirinda (burada k = O(lg n)), x4,
X2,....Xx  keyq ile kargilastirilan k sayida eleman olsun.

(6rnek x; =15, x, =25, ve x3 = 20). y1,y2,.....y1, keyz ile kargilastirilan t sayida eleman
olsun. x; = y; oldugunu biliyoruz. Xz # y/ durumunu saglayan en kiigiik say1 / olsun.
(6zellikle />1 igin). i<joldugundan varsayim geregi key. sola dallanirken key,
saga dallanamaz. Boylece su sonuca variriz.

key; <Xvq=Yrs <key,.

(Bu problem igin daha az resmi bir ¢bzUm yeterliydi glinku sizden bunun ‘neden
dogru“ oldugunu aciklamanizi istemistik. Yukardaki tartisma daha dikkatlice resmi hale
getirilebilir).

(d) Profesor Snape listenin % 90 siral oldugunu belirlemek igin rastgele bir
algoritma oOneriyor.. Algoritma bagimsiz ve tekduze bir tamsayiyi [1,n] kapali
araliginda rastgele se¢cmek i¢in (Rastgele)/RANDOM (1,n) fonksiyonunu
kullaniyor. Algoritma asagida verilmig:



IS-ALMOST-SORTED(A, n, k)[>  Determine if A[1 ..n] is almost sorted.
( Yaklasik=Siral ) (A[1,n]'nin Yaklagik-Sirali oldugunu belirleyin)

1forr—1tok

2 doi<— RANDOM(1,n) @ Pick i uniformly and independently.
(i'vi tekdlize ve bagimsiz secin)

3 j < BINARY-SEARCH(A,A[i],1,n)

4 if i#]j

5 then return false (6yleyse, “yanlis” déndlir)

6 return true ( “dogru” déndiir)

Algoritmanin, Kk yeterince buyuk bir sabitse gecgerli olacagini gosterin. Yani k
uygun segildiginde algoritma liste dogru siralanmigsa her zaman dogru‘yu gikti
olarak veriyor ve liste %90 dogru siralanmamissa, 2/3 olasilikla yanhsgi ¢ikti olarak
veriyor.

Gozim: Kisa agiklama: Algoritmanin dogrulugunu gostermek icin iki ana
onkuramin kanitlanmasi gerekir. (1) A listesi siraliysa, algoritma her zaman dogru
dondurdr; (2) Eger A listesi %90 sirali degilse, algoritma en az 2/3 olasilikla yanhsg
dondurur. Kolay olan dnkuramdan baslayacagiz ve bu dnkuram temelde ikili aramanin
dogru oldugunu savunur. Sonra da eger liste %90 sirali degilse %10 kadar elemanin
“ikili arama testini* gegemeyecegini gosterecegiz. Sonunda yeterince buyuk bir k
sabiti igin, eger liste %90 sirali degilse, algoritmanin en az 2/3 olasilikla yanhs gikigini
verecegi sonucuna varacagiz.

Onkuram 4 Eger A listesi siraliysa algoritma her zaman dogru dénd(iriir.

Kanit. Etut 1° de gosterildigi gibi, bu dnkuram sirali bir listede ikili aramanin
dogrulugu ilkesine dayanir. Degismez, anahtarin sol ile sag arasindaki A diziliminde
oldugudur.

Problemin geri kalan kisminda elemanlari ikili siralama testini gegip
gecgmediklerine bagli olarak ‘"iyi“ ve "kotlu" olarak etiketleyecegiz.

label (i) _{ iyi  eder i= IKILI—ARAMA (4, Alil,1,n)
kéti eger i # IKILI— ARAMA (4 Ali], 1,n)



Ilk bakista hangi elemanlarin iyi hangilerinin kotu oldugunun aninda anlasilabilir
olmadiklarina dikkat edin. Ozellikle bazi elemanlar dogru siralanmig gériinmekle birlikte diger
elemanlar yanlig siralandidi igin kotu olabilirler. Benzer sekilde bazi elemanlar hi¢ yerlerinde
degilmig gibi gorunur ama diger yanlig yerlestirilmis elemanlar nedeniyle iyi olabilirler. Kanittaki
kilit nokta kotu siralanmig bir listenin bir strt kotl elemani oldugunu gostermektir.

Onkuram 5 Eger A listesi %90 sirali dedilse elemanlarin en az %10“u kétiddir.

Kanit. Celigki yontemiyle %10° dan daha az sayida elemanin kotu oldugunu
varsayin. Oyleyse en azindan elemanlarin %90° 1 iyidir. %90 sirali bir listenin tanimini
hatirlayin: eger elemanlarin %10°u gikarilirsa kalan elemanlar sirali dizendedir. Onun
icin dizilimden butln kotu elemanlari ¢gikarin. Simdi, kalan elemanlarin sirali dizende
oldugunu sdyleyebiliriz. Kalan iyi elemanlardan herhangi iki tanesini, key; ve key>"yi
dusunin; key; dizin i de ve key,dizin j* dedir. Egeri < j ise sik(c) keys < key,oldugunu
gOsterir. Benzer sekilde eger j < iise sik(c) key, < key;. Yani 2 eleman da dogru siralanmis
dizendedir. Tum ikili eleman ciftleri siralanmis dizende oldugundan iyi elemanlarin dizilimi
siralanmis duzendedir.

Birgok kotu eleman oldugunu bir kez gosterdikten sonra geriye kalan, kotu bir
elemani rastgele drnekleme ile bulabilecegimizi gostermektir.

Onkuram 6 A listesi %90 sirali degdilse algoritma en az 2/3 olasilikla yanlhg dénd(iriir.

Kanit. Onkuram 5° den elemanlarin en az %10°‘ unun kéti oldugunu biliyoruz. Sik(b)*
den eger k > 1g(1/3) / Ig 0.9 secgersek 2/3 olasilikla bir kot eleman bulacagimizi
biliyoruz. Bu nedenle algoritmanin en az 2/3 olasilikla yanhg dondlirecegdi sonucuna
variriz.

(e) Profesér Snape‘in listenin 0 < € < 1 arasi bir epsilon degerinde 1 — €
oraninda siralanmig oldugunu kontrol etmek istedigini diistintin. ( Onceki
orneklerde € = 0.10 idi. Buyuk n degerleri igin asimptotik olarak k degerini
belirleyip algoritmanin dogru oldugunu gdsterin. Toplam kosma suresi nedir?

GCoziim: Onkuram 4 Sik (d)‘dekiyle aynidir. Onkuram 5'te yapilan kiguk bir
degisiklikle, eger dizilim (1 — €)-sirali degilse, 0 zaman en az €n kétl elemanin oldugu ve
otherwise, kalan (1 — €)n elemanin bir (1 — €)-sirali liste olugturacagi gosterilir. En sona k
igin uygun bir degerin belirlenmesi kalir. Bu durumda k y1 sOyle olacak sekilde segmek isteriz:

(1—e) <

Lo =



k = ¢/ €, seceriz ve ( kitaptaki 3.11‘i kullanarak) su sonuca varabiliriz:

(1—-eF < ((1—6)1’;6)(:
< (2

Boylece eder k = 0O (1/¢), ise, algoritmanin kotu bir elemani en az 2/3 olasilikla
bulacagi sonucuna variriz. Algoritmanin kosma suresi O(lg n / €)'dir.

Problem 2-2. Yaklasik siralanmig bir listeyi siralamak.

Tutuldugu yerden donerken Harry arkadasi Hermione ile karsilasir. Harry, siralama
bayUsunin tutmadigini Profesor kesfettigi icin mutsuzdur. Kagitlari dogru siralamak
yerine her kagit dogru sirada bir yuvanin igcinde yerlesmistir. Hermione hemen araya
yerlestirme siralamasinin bu sorunu kolayca ¢o6zecegini soyler. Bu
problemdeHermione‘nun (gogunlukla oldugu gibi) hakli oldugunu gosterecegiz. Onceki
gibi, n farkl elemandan olusan A[1..n] diziliminde..

(a) Once bir evirme (inversion) tanimlayacagiz. Egeri <jve A[i] > A[j] ise, (i, j) ikilisine
A‘nin evirmesi denir. { 1,2,...n} diziliminin hangi devsiriminde ( permutation) en ¢ok
evirme vardir? Bunlardan kag tane vardir?

Cozum: {n,n-1,..., 2,1} permutasyonu en fazla evirme sayisina sahiptir. Bundaki
evirme sayisi sudur:

(3) =n(n-1)/2

(b) Eger her kagit baslangigta dogru konumdaki k yuvada ise, araya yerlestirme
siralamasinin kosma siresi O (nk) dir. jpucu: Once ARAYA-YERLESTIRME (A)'nin
kosma suresinin O (n+l) oldugunu goésterin; burada A‘daki evirmelerin sayisidir.

Coziim: Kisa agiklama: Once, araya yerlestirme siralamasi algoritmasini
inceleyerek, INSERTION-SORT (A) [Araya yerlestirme siralamasi] nin kosma
suresinin O(n+ I ), oldugunu gdsteririz; burada I evirmelerin sayisidir. Sonra
icindeki her elemanin dogru konumdaki k yuvada oldugu bir dizilimde, olasi
evirmelerin sayisini buluruz. En ¢ok O(nk) evirme oldugunu gdsteririz.

Onkuram 7 INSERTION-SORT (A )‘'nin kosma stiresi O(n + 1); burada I, Ain igindeki
evirmelerin sayisidir.

Kanit. Bir A diziliminde INSERTION-SORT uygulamasini dusunun.. Dig dongude O(n) is
yapilir. ic ddnglniin her tekrari tam olarak bir evirmeyi diizeltir. Algoritma sona
erdiginde hi¢ evirme kalmaz. Bu nedenle i¢ donglde I sayida tekrar olmalidir ve bu da
O( I') is demektir. Boylece algoritmanin kogma suresi  O(n +l) olur.



Sonra igindeki her elemanin dogru konumdaki k yuvada oldugu bir dizilimde evirmeleri
sayariz.

Onkuram 8 Eger her eleman dogru konumdaki k yuvada ise, o zaman en ¢ok O(nk)
evirme vardir.

Kanit. Evirmelerin sayisina bir ust sinir getiririz. Belirli bir A[ i ] elemanini dagunun.
Al i ] elemani ile evrilebilecek, ozellikle Afi - 2k. . i + 2k] araliginda en ¢ok 4k eleman
vardir . Bu nedenle, i en fazla 4k evirmenin pargasi olabilir be bdylece en ¢ok 4nk
evirme vardir.

Bundan yola ¢ikarak, her elemaninin dogru konumdaki k yuvasinda oldugu bir
dizilimde araya yerlestirme siralamasinin kosma suresinin O(nk) oldugu sonucuna
variriz..

Ek not olarak, bunu evirmeleri kullanmadan, araya yerlestirme siralamasinin ig
dongusunun higbir zaman bir elemani 4k yuvadan daha oteye tagiyamayacagini
gOstererek, dogrudan kanitlamak muamkun gibi goruanur. Ancak bu gorundugu kadar
kolay dedildir: her ne kadar bir eleman son konumundan k yuva 6tede isleme
girese de, hic bir zaman daha 6teye gidemeyecegini géstermek gereklidir. Ornegin,
ya bir eleman dnce k + 2 yuva geriye, sonra da 3 yuva ileriye giderse? Ote yandan,
belki higbir zaman 4k yuvadan daha 6teye gidemeyecegi gosterilebilir.

(c) Her kagidin dogru konumdaki k yuvada oldugu bir listede siralama igin Q (n Ig k)
sayida karsilastirma gerektigini gosterin. jpucu: Karar agaci teknigini kullanin.

CGozum: Dizilimi siralamanin Q (n Ig n) kargilastirma gerektirdigini zaten biliyoruz.
Edger k>n/2ise,ozaman nlgn = Q (nlg k) olur ve kanit tamamlanir. Kanitlamanin
geri kalan kismi i¢in k < n /2 oldugunu varsayin.

Hedefimiz, her elemaninin dogru konumdaki k yuvasinda oldugu bir dizilimi siralayan
algoritmanin karar agacindaki yapraklarinin sayisina bir alt-sinir getirmektir. Bu
nedenle, bu kosulu saglayan olasi permutasyonlara bir alt sinir belirleriz.

Once, n boyutlu dizilimi, her biri k boyutunda [ n/ k ] bloga pargalayin ve kalan
n(mod k) boyutunda olsun. Her blok igin k! permutasyon vardir ve bu da tim dizilim
igin en az toplam (k!)[”/k] permutasyon sonucunu verir. Bu permutasyonlardan hig biri
bir elemani k yuvadan fazla degistirmez.

Bunun permutasyonlarin toplam sayisini oldugundan az gosterdigini dikkate alin gunkd,
higbir eleman bir k-elemanli bloktan digerine gitmez ve kalan bloktaki elemanlarin
permutasyonunu gérmezden geliriz.

Boylece karar agacinin en az (k!)[”/k] yaprag! oldugu sonucuna variriz. Karar agaci bir
ikili aga¢ oldugundan, agacin yuksekliginin asagidaki gibi olduguna karar veririz:



> g ((k1)"/H)

n

( Son adimin gerekgesi k < n/2 oldugu varsayimimizdir.)

(d) Alt sinirt karsilayacak bir algoritma tasarlayin; yani her kagidin dogru konumdaki k yuvada
oldugu bir listede siralamayi O(n Ig k) siirede yapsin. jpucu: Kitabin 142. sayfasindaki 6.5-8 no.lu
probleme bakin.

Cozim: Bu problemin ¢ozumunde bir yigin kullanacagiz. Asagidaki altyordamlari olan bir
yiginimiz oldugunu varsaylyoruz:

* MAKE-HEAP () yeni bir bos yigin dondurur.
* INSERT (H, key, value) anahtar/deg@er ciftini yiginda araya yerlestirir.
« EXTRACT-MIN(H) en kuguk anahtarli anahtar/ deg@er ciftini yigindan ¢ikarir, degrini dondurar.

Once, t sirali listeyi birlestirme problemini diistintin. Her biri sirali A1, ..., A, listemiz oldugunu farz edin.
Asagidaki stratejiyi kullaniriz (s6zde kodu daha asagida):

1. Yeni bir H yigini yarat.
2. Her t listesi igin, ilk elemani listed araya yerlestir. Liste i icin INSERT(H, A¢[ 1], i) uygula.

3. n kere tekrarla:

(a) EXTRACT-MIN (H) kullanarak en kiguk elemani yigindan gikar. Listenin kimligi olan v,
dondurilen deger olsun.

(b) Liste v'den c¢ikarilan elemani yeni bir dizilimde siraya koy.
(c) Liste v'deki sonraki elemani araya yerlestir.

Anahtar degismez, dongunun her tekrarindan sonra, yiginin her listedeki en ku¢uk elemania sahip
oldugunun gdsterilmesidir. ( Resmi bir timevarim kaniti vermiyoruz ¢linku soruda sadece bir
algoritma tasarlamaniz istenmisti.) Her EXTRACT-MIN ve INSERT igleminin  O(lg k) sure
gerektirdigine dikkat edin, ¢unkl yiginda hi¢ bir zaman 2k‘dan fazla eleman olmaz. Déngu

sadece sabit bir miktarda baska is yaptigindan ve n kere tekrarlandigindan, sonugta kosma
suresi O(n Ig k) olur.

Bunu problemimize uyarlamak igin A%y bir sirall listeler kiimesi olarak disiniriiz. Ozellikle tim
i<n-2k-1lerigin, A[i] <Ali+ 2k + 1] olduguna dikkat edin: iyuvasindaki eleman, siralama
sirasinda en fazla i + k yuvasina kadar ileri gidebilir ve i+ 2k + 1 yuvasindaki eleman en fazla



i + k + 1 yuvasina kadar geri gidebilir.
Su an igin, n ‘nin 2k ,ya bolunebilecegini farz edin. Asagidaki gibi tanimlanan t = 2k listelerini
dusunelim:

Ay = |A[l] A2k + 1], A[4k + 1], ... Aln — (2k — 1)]]

Ay = [A[2], A2k + 2], A[4k + 2], ... A[n — (2k — 2)]]
.. Ar = [A[2K], A[4K], ABK],..., Aln]]

Bu listelerin her biri siralidir ve herbirinin boyutu n‘ye kigcuk-egittir. Bu nedenle bu listeleri
yukaridaki yontemi kullanarak O(n Ig k) surede siralayabiliriz. Simdi daha detayli s6zde kodunu
veriyoruz:

SORT-ALMOST-SORTED (A, n, k) = Eger her eleman dogru konumundan

k yuvadan daha fazla uzak degilse, A'yi sirala.
1 H < MAKE-HEAP ()
2 fori <« 1to 2k
3 do INSERT(H, A[i], i)
4 fori <1ton

5 doj < EXTRACT-MIN(H)

6 Bli] < A[j]

7 Ifj+2k<n

8 then INSERT(H, A[j + 2K], j)
9 returnB

Hatirlamaniz gereken sey, yigin islemlerini aciklarken her ne kadar -deder’l ihmal etsek de, bir yigin
genelde bir anahtari ve onun iligkili degerini depolamak i¢in kullanilir. Bu durumda, anahtar A [ ]
elemaniyken, deger bir j dizinidir. Bunun sonucunda, yigin dizilimdeki sonraki en kuguk elemanin
dizinini dondurur.

Dogruluk ve performans yukaridaki tartismadan gikar.

Bu problem ¢ézmenin ikinci bir yolu oldugunu fark edin. n (ortak) elemani olan iki sirali listeyi
O(n) siirede birlestirmeyi zaten bildigimizi hatirlayin. Oyleyse listeleri bir turnuva” ile birlestirmek
mumkundur. k = 8 durumu igin bir ornek veriyoruz, burada A + B, A ve B listelerini birlestirmek
anlaminda kullaniliyor:

Round 1: (4"-11 + _f;‘lg), (‘43 -+ 4‘;1.1_), (4"-15 + _;;16)__ (‘47 —+ _:45)

Round 2: (‘41 -+ :';12 -+ ‘43 + _:"-1.1_), (f-fl_r_‘, -+ :';15 + 4"-1? + f—fl;:; }

Round 3: (‘41 4+ Ao+ Ag + Ay 4+ As + Ag + A- + »—15)
Dikkat ederseniz Ig k birlestirme adimi var ve her biri n elemani ( k listeye dagitiimis)

birlestiriyor ve boylece maliyet O(n) oluyor. Bu da istenen O(n Ig k) kosma suresini
sagliyor .



Problem 2-3. Agirlikh Ortanca

n sayida farkll x4, %,,..., x,elemani var ve pozitif agirliklari wy, w,,..., w, ; %, w,;=17, teriminde
agirlikl ( alt ) ortanca agagidaki durumlari kargilayan = dir.
1

Z 'L[-‘;‘_<a

Ti<Tg o

(@) =4, %,,..., %, ‘ninortancasinin, w; =1/n, i=1,2,...,nicin agirliklari olan x;, %,,..., %,'nin
agirlikli ortancasi oldugunu savunun..

Coziim: xi ; X4, Xz,..., Xp'nin ortancasi olsun. Ortancanin tanimi geregi xx, X; ‘nin tam

n+1

olarak diger L D) J — 1" elemanindan daha blyuktir. Oyleyse X ,dan kiclk olan
elemanlarin agirliklarinin toplamu:

1 n—+ 1
== (] -)
i< Tk n =
- 1 Ln- — IJ
T oon 2
) n—1
- 2n
72
<= -
2n
1
< J—
2

olur. Tum elemanlar birbirinden farkli oldugundan, X, ayni zamanda tam olarak baska

n- L%J elemandan daha kiguktir. Bu nedenle;



A

olur. Sonugcta agirlikli ortancanin tanimi geregi, X, da agirlikli ortancadir.

(b) En kétd durum O (n Ig n) suresinde agirlikli ortancanin siralama kullanarak nasil
hesaplanacagini gosterin.

Cozum: n elemanin agirlikli ortancasini hesaplamak igin, elemanlari siralariz ve sonra da
ortancayi bulana kadar elemanlarin agirliklarini toplariz.

WEIGHTED-MEDIAN( A)
k— 1
s« 0 LD s= Tum x; < x«"larin toplam agirligi
while s + wy < 1/2
do s — s+ uy
ke—k+1
refurm =g

=] O L s L ba =

Bu algoritmanin dongusundn degismezi, s'nin X ‘dan kuguk olan tim elemanlarin
agirliklarinin toplami oldugudur :

=Y

Ti<.Tk

Bunun dogru oldugunu timevarimla kanitlariz. Taban durumu dogrudur ¢unku ilk déngude

s = 0'dir. Liste sirali oldugundan tim i < kigin, X;< xi ‘dir. TUmevarimla, s dogrudur gunku,
dongudeki her tekrarda s bir sonraki elemanin agirligi kadar artar. Dongunun sona erecegi
garantilidir, cinku tim elemanlarin agirliklarinin toplami 1°dir. Agirlikli ortancanin tanimini
kullanarak, dongu sona erdiginde xx ‘nin agirlikli ortanca olacagini kanitlariz.

s‘nin déngiintin sondan bir énceki tekrarinin baslangigindaki degeri 8° olsun: s = 8"+ W1
Sondan bir dnceki déngu sonlanma kosulunu karsilamadigindan, biliriz ki:



b =R =

Dikkat ederseniz, dongunun o tekrari olsa bile bu dogrudur, ¢giinki s=0<1/2.Bu

agirhkh ortanca olmanin ilk kogsulunu kanitlar. Sonra ikinci kosulu kanitlariz.

buyuk elemanlarin agirliklarinin toplami sudur:

> u‘i—l—(z -u-y-)—wk—l—s—w;{

i TR T < T )

Dongunun sonlanmasi kosulu nedeniyle,

1
Z wi=s 2 o~ W
Li<Tf
1

—_— _— u‘

5 < 5 -+ Wy,
1 . 2
—g—w; = =
¢ 2
> ow o<
- .

Ij~Tk

Xy ‘dan

olur. Boylece Xy agirlikli ortanca olmanin ikinci kosulunu da karsilar. Bu nedenle Xy

ortancadir ve algoritma dogrudur.

Algoritmanin kosma suresi, dizilimi siralamak igin gerekli zaman arti ortancayi bulmak igin
gereken zamandir. Dizilimi O(n Ig n) surede siralayabiliriz. WEIGHTED-MEDIAN ‘daki déngunin
O(n) sayida tekrarinin her biri O(1) sure gerektirdiginden toplam kosma suresi O(n Ig n)‘dir.

(c) Kitabin Bélim 9.3‘Undeki SELECT (SEC) gibi bir komutu bir dogrusal-zaman ortanca

algoritmasi kullanarak agirlikli ortancayi ©(n) en kétl surede nasil hesaplayacaginizi

gosterin.

Cozum: Agirlikh ortanca, ©(n) en koétu suresinde, bir ©(n)-slreli ortanca algoritmasiyla
hesaplanabilir. Temel strateji ikili aramanin benzeridir: algoritma ortancayi hesaplar ve girigin

agirlikl ortancayi barindiran yariminda ozyineleme yapar.



| LINEAR-TIME-WEIGHTED-MEDIAN (A, )
2 n « length[A]
3 m < MEDIAN(A)
4 B~ > B = {Ai] < m}
5 C—10 > C = {Ai]| > m}
wp — 0 > wp = total weight of B

6

7 iflength[A] =1

8  then return A[l]
9 fori— lton

10 do if Ali] <m

[1 then wp — wp + w;

12 Append A[i] to array B

13 else Append A[i] to array C

14 ifl4+wp> % > Weighted median € B

|5  then LINEAR-TIME-WEIGHTED-MEDIAN (B, [)
16 else LINEAR-TIME-WEIGHTED-MEDIAN (C, wg)

Bu algoritmadaki ilk cagri LINEAR-TIME-WEIGHTED-MEDIAN(A, 0). Bu algoritmada,
A baslangig¢ girdisinin ortancasini igeren bir dizilimdir ve /, A“nin tim
elemanlarindan daha kiguk olan baslangi¢ girdisinin elemanlarinin toplam
agirhgidir. B, ortancadan kuguk tum elemanlari icerir, C ortancaya buyuk ya da
esit tum elemanlari igerir, ve wB, B* deki elemanlarin toplam agirhgidir.

Bu algoritmanin dogrulugunu kanitlamak igin, agagidaki d6nkosulun her
Ozyinelemeli arama igin gecgerli oldugunu gosteririz: baslangigtaki A* nin, agirhikh
ortancasi olan y, A* nin 6zyinelemeli aramalarinda her zaman vardir ve I, A“nin
tum elemanlarindan daha kiguk olan tim X; elemanlarinin toplam agirhgidir. Bu
onkosul baglangi¢ aramasi igin acgik bir sekilde dogrudur. Bu énkosulun her
Ozyinelemeli arama i¢in de dogru oldugunu tumevarim yontemiyle kanitlayabiliriz.
Tamevarim yaklasimiyla énkosulun dogru oldugunu farzedelim.

Oncelikle; I + wg > % oldugu durumu ele alalim. y* nin A‘ da olmasi
gerektiginden, 14. satirda y, ya B ya da C* de olmalidir. C* deki bir elemandan
kiick olan tim elemanlarin toplam agirhigi 1/2° den blyiik oldugundan, tanim
geregi, agirlik ortancasi C’ de olamaz yani B' de olmalidir. Ayrica B‘ deki bir
elemandan daha klguk higbir elemani atmadik, o halde | dogrudur ve énkosul
kargilanir. Eger /+wg< 2 14.satirdaysa ise, y C‘ de olmalidir. C nin tim
elemanlari, B nin tUm elemanlarindan buyuk oldugundan C‘ nin elemanlarindan



kUguk olan elemanlarin toplam agirlig | + wg“dir ve 6zyinelemeli ¢agrinin
onkosulu yine karsilanir. Bu nedenle tUmevarimsal olarak dnkogul her zaman
dogrudur.

Bu algoritma her zaman sonlanir ¢unkid A ‘nin boyutu her 6zyineleme gagrisinda
kugulUr. Algoritma sonlandiginda, sonug¢ dogrudur. Agirlikli ortanca her zaman A®
nin i¢cinde oldugundan, tek eleman kaldiginda onun agirlikli ortanca olmasi gerekir.
Algoritmanin kosma suresi © (n)* dir. Ortancayi hesaplamak ve A ‘y1 Bile C ‘ye
bdlmek @ (n) slresi alir. Her 6zyinelemeli ¢agri dizilimin boyutunu n‘den [n/2] ‘ye
dusurar. Boylece yineleme T(n) = T(n/2) + © (n) = O (n) olur.

(d) Postane yeri problemi sdyle tanimlanir. Bize ilintili agirliklart wy, w,,..., w,
olan n sayida p4, pPa,..., P, Noktasi veriliyor. Biz a ile b noktalarinin arasindaki
uzakhgin d(a,b) olarak gosterildigi durumda %7-, w,d(p,p;) toplamini en aza indirecek
bir p noktasi bulmak istiyoruz. (giris noktalarindan biri olmasi sart degil).

AQirlikli ortancanin tek-boyutlu postane yeri problemi icin en iyi ¢ézim oldugunu
savunun; burada noktalar basit gergek sayilar ve a ile b noktasi arasindaki uzakhk
d(a,b)=|a- b|.

Cozium:

Tek-boyutlu postane yeri probleminin ¢6zUmunu, noktalarin agirhkli ortancasi
oldugunu savunuruz. Postane yeri probleminin hedefi, maliyeti en aza indirecek p
noktasini segmektir;

c(p) = D wid(p, p:)
i=1

C(p)' yi p“den kuglk olan noktalarin ve p* den blyuk olan noktalarin maliyetlerinin
toplam katkisi olarak yeniden yazabiliriz:

c(p) = (Z w;(p —ps)) + (Z wi(p —p))

Dikkat ederseniz, eger bir k igin p=px ise o nokta maliyete katkida bulunmaz. Bu maliyet
fonksiyonu sureklidir ginku tim x* ler igin, lim,_,x ¢(p) = ¢(x) olur. Bu fonksiyonun en
klguk deg@erini bulmak igin p“ye gore tlrevini alinz:



de
- = w; | — wy;
b= (ze) - ()

Bu turevin p=p,oldugu bir i degerinde tanimsiz olduguna dikkat edin guinku c(p) nin sol
o e s f de . . . o
ve sag taraftaki limitleri farklidir. Ayrica ;, nin azalmayan bir fonksiyon olduguna
dikkat edin gunku p arttikga p; < p noktalarinin sayisi azalamaz. .
p <min(ps, Pp2-..., Pn)igin * <0 ve p > max(p1, p2, .,Pn)igin 5, >0 olur. Bu
nedenle Oyle bir p* noktasi vardir f(l p<p* noktalari igin — <0 ve p>p* noktalari igin
7, 2 0 olur ve bu nokta evrensel minimumdur. Biz aglrllkll ortanca olan y‘ nin boyle bir

nokta oldugunu gosteririz. p* nin agirlikl ortanca olmadigi tim p<y noktalari igin ve bir i

degerinde p # p; degilse:
> i< X w

pi<p pi=p

Bunun anlami T <0 oldugudur. Benzer sekilde p‘ nin agirlikh ortanca
olmadigi p>y noktalarinda ve bir i icin p # p; oldugunda;

dowi > D> w;

pi<p pi>p
olur.
Bunun anlami i >0 oldu@udur. Bir i deg@eriigcin p = p;ve p # y,
durumlarinda ﬁ nin hem sol hem de sag taraf limitlerinin igareti her zaman

aynidir; Boylece aynl sav gegerlidir. Bu nedenle agirlikli ortanca olmayan tum p‘ ler
icin ¢(p) > c¢(y) olur ve boylece agirlikli ortanca y bir evrensel minimumdur.

(e) iki boyutlu postane yeri problemi igin en iyi ¢bziim(ii bulun.; burada noktalar (x,y)
koordinat giftleri ve a =(%4,¥,) ve b =(%,, ¥;) noktalari arasindaki uzaklik,
d(a,b)=| =y — ;| +|vy— ¥.| ile verilen Manhattan distance (uzakligi)dir.

Cozim:
Iki boyutlu postane yeri problemini Manhattan uzakhgdi yontemiyle ¢ozmek,
tek-boyutlu postane yeri problemini her boyut icin ayri ayri gozmekle aynidir.
Go6zum ; p = (px py ) olsun. Dikkat ederseniz Manhattan uzakligi yontemindeki maliyet
fonksiyonunu, iki tane tek boyutlu postane yeri maliyet fonksiyonu olarak asagidaki gibi
yazabiliriz;



T

g(p) = | D wilzi —p| | + | D wilyi — py|

Dikkat ederseniz {f”} , giris noktalarinin y koordinatlarina bagiml
degildir ve onceki siktaki gibi girisin sadece x koordinatlarina bagli olan T
formundadir. Benzer gekilde {% , sadece y koordinatina bagimhdir. Bu
nedenle g(p)‘ yi en aza indirmek igin iki boyuttaki maliyetleri bagimsiz olarak en
aza indirgeyebiliriz. iki boyutlu problemin en iyi ¢ozUmuU; py‘in X1, X2, . . ., Xp
girigleri igin tek boyutlu postane yeri probleminin ¢6zimu olmasi ve p, nin de

Y1, Y2, . . ., yngirigleri icin tek boyutlu postane yeri probleminin ¢6zUmu olmasidir.



