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Problem Set 1 Cozumler

Problem 1-1. Asimptotik Simgelem

Asagidaki her sik igin asimptotik olarak negatif olmayan fonksiyonlar durumunda;
¢6zUmun her zaman dogru (always true), higcbir zaman dogru degil (never true) veya
bazen dogru (some times true) olduguna karar verin ve her zaman dogru ya da

hicbir zaman dogru degil durumlarinda neden bodyle oldugunu aciklayin.

Bazen dogru durumunda, dogru oldugu durum igin ve yanhs oldugu durum igin birer érnek
verin.

(8) f(n) = O(f(n)?)

Gozum: Bazen dogru: f(n) = nigin dogru ama f(n) = 1/n i¢in dogru degil.
(Bu beyan f(n) = Q(1) icin her zaman dogrudur ve bu nedenle bu derste
calisacagimiz c¢ogu fonksiyon ve o0Ozellikle tim zaman ve mekan
karmasiklik fonksiyonlari icin gecerlidir.)

(b) f(n)+g(n) = ©(max(f(n),g(n)))

Cozum: Her zaman dogru: max(f(n), g(n)) < f(n) + g(n) < 2 max(f(n), g(n)).

(©) f(n) + O(f(n)) = ©(f(n))

Cozim: Her zaman dogru: f(n) + g(n) yi dislinin ve burada g(n) =
O(f(n)) ve c Oyle bir sabit olsun ki yeterince buyutk n degerleri icin 0 < g(n)
< c¢f(n). Bu durumda yeterince buyuk ni¢in, f(n) < f(n) + g(n) < (1 + c)f(n).

d) f(n)=Q (g(n) ve f(n)=o(g(n)  (kiicik-o ya dikkat edin)

Cozum: Higbir zaman dogru degil: Eger f(n) = Q(g(n)) ise, tim n > ny,
degerleri icin bir pozitif sabit ¢, ve n, vardir ve bu durumda cg(n) < f(n)
olur. Ama eger f(n) = o(g(n)) ise tim n > ny(c), f(n) < cg(n)
durumlarinda, her pozitif sabit c i¢in bir ny(c) vardir. Eger f(n) = Q(g(n)) ve
f(n) = o(g(n))ise o zaman bunu n > max(ng, no(cq)) olur; oysaki olmasi
gereken f(n) < cqg(n) < f(n)’ dir ve bu bir geliskidir.



(e) f(n) # O(g(n)) ve g(n).# O(f(n))

Cozium: Bazen dogru: f(n) =1 ve g(n) =1l n * sin(n) Il icin bu dogrudur ancak
her f(n) = O(g(n)), ornegdin f(n) =g(n) =1 igin dogru degildir.

Problem 1-2. Yinelemeler

Asagidaki yinelemelerde T(n)’ nin asimptotik Ust ve alt sinirlarini verin. T(n)’ninn <3
icin sabit oldugunu varsayin. Sinirlarinizi mimkun oldugunca siki tutun ve
yanitlarinizin gerekgesini verin.

(@) T(n) =2T(n/3) +nlgn

Cozum: Ana Metodun 3. durumuna goére, T(n) = O (nign)
(b)T(n) = 3T(n/5) + 1g® n

Coziim: Ana Metodun 1. durumuna goére, T(n) = @ (  nle9: (3))
(c) T(n) = T(n/2) + 2"

Coziim: Ana teoremin 3. durumu, ( DUzenlilik kosulunu kontrol edin), ©(2")
(d) T(n) =T(+n)+ ©(lglgn)

Coziim: Degiskenleri degistir: m = Ig n olsun. Yineleme S(m) = S(m/2) +
@ (Ig m) olur. Ana teoremin 2. Durumu gegerlidir, yani T(n) = ©((lg Ig n)?).

(e)T(n) = 10T(n/3) + 17n*?

Cozim: log; 9 = 2 oldugundan log310 > 2 > 1.2 olur. Ana teoremin 1.
durumu gegerlidir. © (n'*#: 1)

) T(n) = 7T(n/2) + n°

Go6ziim: Ana Metodun 3. Durumu geregi T(n) = © (n°)



(9) T(n) = T(n/2 + n) +/6046

Cozum: T(n), timevarim geregi tekdlize artan bir fonksiyondur. Yani yeterince
biyiik n degerleri icin T(n/2) < T(n/2 +yn ) < T(3n/4). Her evrede V6046
tutarinda bir sabit gider olur ama problemin boyutu da en az 2, en ¢ok % oraninda
kagulur. Boylece T(n) = ©(lg n)’ dir.

(h) T(n)=T(n-2)+Ign

2 2
Cozim: T(n) =0 (nlog n). T(n) = ETLIQ 2i 2 ZTLL Igi = (n/4)(Ig n/4) = Q(n Ig n).
Ust sinirda m S(n) = S(n—I)+Ign iken T(n) < S(n),olur ve bu da acgikca
O(nign)dir.

(i) T(n) = T(n/5) + T(4n/5) + ©(n)
Co6ziim: Ana teorem burada gegerli degildir. Oz yineleme agacini gizin. Her
dizeyde ©(n) is yapin. Dizeylerin sayisi logs,, n = ©(Ig n) oldugundan,
T(n)= ©( n Ig n) yi tahmin edin ve tahmininizi kanitlamak i¢in yerine
koyma metodunu kullanin.

f(n)= ©(n) teriminde, Q(n) ve O(n) i¢in sabitlerin sirasiyla Ny, ¢5 ve ¢4
oldugunu varsayin.

Diger bir deyisle tim n = ny, igin Cgn <f(n) < C4n olsun.
Once T(n) = O(n) oldugunu gdsteririz.

Taban durumunda yeterince biyiik bir d; sabiti geger ve T(n) <dsn Ig n
elde ederiz.

Timevarim adiminda tim k < n icin, T(k) <dyn Ig n oldugunu varsayin. Bu
durumda k = n igin
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d, > 5¢4 / (Ig5+4lg(5/4)) sectigimiz siirece kalan negative olur,
boéylece timevarimla T(n)=0(nlgn) cikar.

T(n)=Q(n) oldugunu gdstermek igin, ayni matematigi kullanabiliriz.

Taban durumu igin yeterince kiigiik bir dy sabiti seceriz ve T(n) > d,
n Ign olur.

Time varim adiminda tiim k<n icin, T(k) > dgn Ign oldugunu varsayin.
Bu durumda k=n igin:

T(n) = T(;) —i—T(g) + con
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Kalan dp < 5co/(lg5 + 4Ig(5/4)) oldugu slrece pozitiftir. Béylece T(n) =
Q(nign)olur.

() T(n) = vn T(~/n) +100n

Cozum: burada ana teorem dogrudan gecerli degildir. S(n) = T(n)/n segin.
Yineleme S(n) = S(+/n) + 100 olur. Bu yinelemenin ¢6zimi S(n) = ©
(Iglgn)’ dir. ( bunu bir 6zyineleme agdaci kullanarak ya da m=Ign diyerek
yapabilirsiniz) Boylece T(n)= © (nIg Ig n) dir.



Problem 1-3. Tek doruklu arama (Unimodal Search)

Bir A[1.. n] dizilimi, eger artan bir diziyi takip eden azalan bir dizi varsa unimodal ya da
tek dorukludur; daha kesin bir anlatimla m € {1, 2,... n} dizininde

o« Ali]<A[i+1]tum 1 < j<migin ve
o Ali] > Ali + 11tum m < j <nigin.

Ozellikle A[m] maksimum elemandir ve (A[m — 1] ve Alm + 1]) elemanlar! tarafindan
cevrili tek yerel maksimumdur.

(a) Tek doruklu giris dizilimi A[1.. n] icin O (Ig n) suresinde maksimum elemani
hesaplayacak algoritmayi bulun. Algoritmanizin dogrulugunu kanitlayin ve kosma
suresindeki siniri kanitlayin.

Coziim: Tek doruklu dizilimlerin tanimi geredi her 1< i <nigin,ya Afi] <A[i + 1]
yada A[i] > A[i + 1] ‘dir. Anafikir bu iki durumu ayirt edebilmektir:

1. Tek doruklu dizilimlerin tanimi geregi, eger Afi] < Afi + 1] ise, A[1..n]'nin en
blylk elemani Afi + 1..n]’nin igindedir.

2. Benzer sekilde, eger Afi] > Ali + 1] ise, A[1..n]’ nin en buyuk elemani
A[1..i]nin icindedir.

Bu asagidaki bol-ve-fethet ¢ozimune yol agar ( bunun ikili aramaya olan
benzerligine dikkat edin):

1 ab<1,n

2 whilea<b

3 do mid < (a + b)/2]

4 if Almid] < A[mid+ 1]
5 then a — mid + 1

6 if A[mid] > A[mid+ 1]
7 then b < mid

8 return A[a]



On kosul bize bir tek-doruklu A[1...n] diziliminin verilmesidir. Son kosul Afaf
nin A[1..n] ‘nin en blyudk elemani olmasidir. Déngu icin “ A[1..n]’ nin en buylk
elemaninin A[a..b]’ nin icindedir ve a < b’ dir.” degismezini dneririz.

Doéngu tamamlandiginda a = b ( ¢Unkd doéngl durumu gegersizdir)

ve a < b (déngu degismezinden dolayi ) olur. Bu nedenle a =b
olur ve dongu degismezinin ilk kismina bagl olarak A[1..n]" nin en blylk

elemani A[a]’ ya esittir.

Degismezin dogrulugunu kanitlamak icin Tumevarim kullaniriz. Baslangigta

a=1 ve b=n oldugundan degismez kolaylikla saglanir. Degismezin dongunun
basinda gecerli oldugunu farzedin. Bu durumda A[1..n] nin en bulyuk
elemaninin Af[a..b]' nin i¢inde oldugunu biliriz. A[a..b]’ nin de tek-doruklu
olduguna dikkat edin. Eger Almid] < A[mid + 1] ise, 1. durum uyarinca A[a...b] nin
en buyuk elemani Almid] < Almid + 1] icinde olur. Boylece 4. satirda a<—mid+1
oldugunda ve b degismediginde en blyuk eleman yineA[a...b] igindedir.

Kanitlamayl tamamlamak igin degismezin a < b oldugundaki 2.
durumunda dogru oldugunu gostermeliyiz. Dongunin basinda a < b' dir. Yani a <
| (a + b)/2|]< b. Bunun anlami a £ mid < b oldugu ve 4. veya 5. satirdan
sonra aile b’ nin glncellenerek a < b’ nin yeniden gecerli olmasidir.

Bal ve fethet yaklagsimi su kogma suresini verir:T(n)=T(n/2)+0©(1)=0(Ign).

Bir poligonun tim i¢ acilari 180° den kuligikse, ve higbir kenar birbirini kesmiyorsa o
poligon, konveks yani i¢ biikeydir. Sekil 1’ de bir érnek verilmistir. icbiikey bir poligonu biz
V[1.. n] dizilimiyle g6steririz ve bu dizilimdeki her eleman poligonun bir kdsesini (X,y)
koordinat ciftleri olarak tanimlar. V[1] kdésesi minimum x deeri olan kdse olarak
verilmistir ve V[1.. n] koseleri sekilde oldugu gibi satin aksi istikametinde siralanmistir.
Kdselerin tim x koordinatlarinin ve y koordinatlarinin farkh olduklarini
varsayabilirsiniz.

(b) Maksimum x koordinatli kdseyi O(lg n) stresinde bulacak algoritmayi belirleyin.

Cozum: Koselerin x-koordinatlarinin tek doruklu bir dizilim olusturduguna
dikkat edin; ( a ) sikkini kullanarak en blyUk x- koordinati olan kdseyi ©(lgn)
surede bulabiliriz.



(c) Maksimum y koordinatli kdseyi O(lg n) stresinde bulacak algoritmayi belirleyin.

Cozum: En buylk x-koordinati ( konagi ) olan V[max] kdsesini bulduktan sonra

, V[max] , V[max+1 ],...... , V[n — 1], V[n], V[1] deki y- koordinatlarinin bir tek
doruklu dizilim olugturduguna V[1..n]’ nin en buyuk y- koordinatinin da bu dizilimin
icinde olduguna dikkat edin. En buylk y- koordinatli kose gene (a) sikkiyla
bulunabilir. Toplam kosma suresi O(Ign)’ dir.
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Sekil 1: V[1.. 9] diziliminin bir i¢ blukey poligon seklinde gdsteriimesine érnek.
V[1]en kuguk x koordinati degeri olan kosedir ve V[1.. 9] saatin ters yonunde
siralanmistir.





