Us Almay1 Tanimlama

Eksiklik teoremlerini ispatlarken, {is almayi aritmetik dilinin en yalin sembolleri
arasinda saydik. Bu kullaniglh bir tercihti, ¢linkii sonlu bir sayilar kiimesini tek bir say1 ile
kodlamay1 kolaylastirdi. Evet, kullanigh bir ilaveydi, ama zorunsuzdu. Biitlin
sonuc¢larimizi, “E” yi sembollerinden dislayan ve (Q7) ile (Q8)'i Robinson aritmetiginin

aksiyomlarindan saymayan bir tiir sinirlandirilmis aritmetik dilinde ispatlayabiliriz.

Ispat, ki Godel’ in ilk makalesinin bir parcasidir, sayilar kuramina ait su garpici

teoremi kullanir:

Cin Kalan Teoremi (Qin Jiushao). Aralarinda asal ve 1’den biiyiik po,
P1,-..,pn tamsayilari (yani:herhangi iki p;’ nin 1den baska ortak boleni yok)
ile her a; i¢in a;<p; olan bir ap,ay,...,a, dizisi i¢in dyle bir ¢ sayis1 bulabiliriz

ki her i i¢in a; ¢’yi p’ye bélmenin kalanidir.

Ispat: Once, q ve p aralarinda asal olurlarsa her zaman qc = pd +1° i saglayacak ¢ ve d’ yi
bulabilecegimizi gosteririz. Bunu yaparken, ¢ ve d i¢in qc = pd + r’ yi saglayan en kiiciik
pozitif tamsay1 olan r’ yi buluruz ve reductio ad absurdum igin r > 1’ i varsayariz.

Boylelikle iki durumla karsilasiriz.

1.Durum: r, g’ yu bélmez. Durum boyle olunca, q + s = re’ yi saglayan sifirdan biiyiik bir
eile 0 <s <1’ ye uyan bir s buluruz. Oyleyse qce = pde + re, ve dolayisiyla q( ce-1 ) =

pde + s olur. Bu durum r’ nin en kiigiik olusuyla celisir.



2.Durum: 1, q’ yu boler. O zaman r, p’ yi bolmez ve dolayisiyla p + t = rf” yi saglayan
sifirdan biiyiik bir file 0 <t <r’ ye uygun bir t bulabiliriz. Yani qcf = pdf + rf, dolayisiyla

da gqcf=p( df -1 )+ t olur. Ve bu yine r’ nin en kii¢lik olusuyla celisir.

Simdi Q, p;’ lerin ¢arpimi ve q;, Q’ nun p;’ ye boliimii olsun. Buna gore q; ve p;
aralarinda asaldir ve boylece qi'ci = pid; + 1 i¢in ¢; ve d;’ yi bulabiliriz. g;'c;” nin p;’ ye
boliimiinden kalan 1'e esittir ve bundan dolayi g ci*a;” nin p;’ ye bolimiinden kalan a;’ dir.

e, Xqj°cj"a; toplamu olsun. p;, qi’ den farkli biitiin q;” leri béler; yani e’ nin p;” ye

boliimiinden kalanla gi-ci'ai’ yi pi’ ye bolmekten kalan aynidir ve a;” dir. X

Simdi de Godel’in B-fonksiyonunu tanimlayalim. B(u,v,w), u’ nun (v'w) + 1’ e

boliimiinden kalan olsun. {3 aritmetik dilinin bagli bir tamdeyimiyle tanimlanabilir. x > 0

icin, su tamdeyim gergekleniyorsa, ve ancak bdyleyse, (xEy) = z olur:

Au@EVI(R(,v,0) =1 A (Vw < y)B(u,v,sw) = (B(u,v,w) X)) A B(u,vy) = 2).

Bu ifadenin sagdan-sola kismi agikardir. Zor olan ifadeyi soldan saga dogrulayan u ile v’
yi bulmaktir. X, y, z i¢in (xEy) = z oldugunda, v = z! (<z olan pozitif tamsayilarin
carpimi) olsun. s <t <zise, (s'v)+1 ile (t'v)+1 aralarinda asaldir; p bir asal say1
oldugundan ve ikisini de boldiigiinden, p (t-s)v’ yi boler ve de (t-s), v’ nin ¢arpanlarindan
biri oldugundan, p v’ yi béler. Bu bizim, p’ nin (t'v)+1’ 1 boldiigli varsayimimizin aksine,

(t'v)+1’in p’ ye bolimiinden kalanin 1 oldugu sonucuna varmamizi saglar. Cin Kalan



Teoremini kullanarak u’ yu bulalim ki, her t<y i¢in u’ yu (t'v)+1’ e boliince kalan xEt

olsun.X

Tek ilgilendigimiz aritmetik dili oldugu siirece, lis almanin en yalin degil de
tanimlanmig kabul edilmesi salt teknik bir meseledir. Aritmetik dili digindaki dillerle
aciklanan kuramlarin, Robinson’ un aritmetigini bagka kuramlara ¢evirmek yoluyla karar
verilemez olduklarin1 gostermeye calisirken, iis almanin kullanighilig1 goriiniir hale gelir.
Bu gosterimi icra ederken, iis almayla ilgili bir sorunumuz yoksa, isimiz ¢ok daha

kolaylasir.

(Q7) ve (Q8) iis almanin yinelemeli tanimidir ve Godel” in beta fonksiyonunu bu
yinelemeli tanimi agik bir tanima doniistiirmek icin kullanabiliriz. Islemi bir adim daha
Oteye gotiirlip ¢arpmanin yinelemeli tanimi olan (Q5) ve (Q6)’ y1, carpmayi dilin temel
islemlerinden biri yaparak, acgik bir tanima doniistiiremeyiz. Bunu, “07, “s”, “+” ve “<”
sembollerini barindiran dilin standart modelde dogru olan ciimlelerinin kiimesi i¢in bir

karar verme yonteminin bulundugunu gdstermis olan Mojzesz Presburger’ in 1929 tarihli
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teoreminden ¢ikaririz. “” nin eklenmesi bize karar verilemez bir kuram verir, dyleyse

agikca tanimlanabilir olmamalidir.
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! Su nokta bahsetmeye deger olabilir: “0”,”<” ve s” nin tlimi “+” ile tanimlanabilir. “x=07,
“(x+x)=x" olarak tanimlanabilir.”x<y”, “(~x=y A (3z)(x+z)=y)” ile tammlanir. “sx=y” ye karsilik
“(Vz)(x<z <> (y=z V y<z))” yi kullaniriz. Presburger’ in teoreminin énemli yonii carpmanin toplamayla

tanimlanamayacagdir.



