
�spatlanabilirlik Mant�§�

Mant�k II

�spatlanabilirli§in resmini daha iyi çizmek için kiplik mant�§�n�n yöntemlerini

kullan�ma sokmak istiyoruz. Aksi söylenmedikçe, Γ, PA'y� bar�nd�ran ve hiçbir

yanl�³ Σ cümlesini içermeyen, yinelemeyle aksiyomlula³t�r�lm�³ bir aritmetik ku-

ram� olarak kabul edilecektir. ��spatlanabilirlik�, Γ'da ispatlanabilirlik anlam�na

gelecek ve �Bew�, �BewΓ�n�n k�saltmas� olacakt�r. ��φ�nin �Bew([pφq])� an-

lam�na geldi§ini kabul edersek, Löb Teoremi'yle (L1)'den (L3)'e Löb Ko³ullar�

ve benzerleri dosdo§ru biçimde kiplik mant�§� ilkelerine dönü³ecektir. Bu yolla

elde etti§imiz kiplik sistemi en yayg�n sistemlerden biri de§ildir - en yayg�n-

lar�n�n�n hepsinde KT yer al�r1 - ancak yine de kiplik mant�§� yöntemleri bu

sisteme verimli bir biçimde uygulanabilir.

Kiplikli önermeler dizgesini ifade ederken kulland�§�m�z dil için verilen bir ar-

itmetik yorum, her bir kiplikli tamdeyimle bir aritmetik tamdeyimini e³le³tiren,

³u s�n�rlamalara uygun i gibi bir fonksiyondur:

� i(φ ∨ ψ) = (i(φ) ∨ i(ψ))

� i(φ ∧ ψ) = (i(φ) ∧ i(ψ))

� i(φ→ ψ) = (i(φ)→ i(ψ))

� i(φ↔ ψ) = (i(φ)↔ i(ψ))

� i(∼ φ) =∼ i(φ)

� i(�φ) = Bew([pi(φ)q])

φ gibi kiplikli bir tamdeyim, i gibi her bir aritmetik yorum için i(φ) ispat-

lanabiliyor ise, ve ancak böyleyse, her zaman ispatlanabilirdir. φ, i gibi her

aritmetik yorum için i(φ) do§ruysa, ve ancak böyleyse, her zaman do§rudur.

1Bunun en belirgin istisnas�, ��φ�nin, �φ ahlaki olarak gereklidir� ve �♦φ�nin �φ ahlaki
olarak izin verilirdir� olarak okundu§u deontik mant�k sistemleridir. Ahlaki olarak kusursuz
bir dünyada ya³amad�§�m�zdan, do§ru olan her³ey ahlaki olarak izin verilir de§ildir.
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Löb'ün (L1) ko³ulu, her zaman ispatlanabilir olan tamdeyimler kümesinin

Zorunlulama alt�nda kapal� oldu§unu söyler. Bundan, (4) tasla§�n�n örneklemelerinin

her zaman do§ru olduklar� ç�kar. (L2) ise bunlar�n her zaman ispatlanabilir

de olduklar�n� söyler. Son olarak (L3)'e göre (K) tasla§�n�n örneklemeleri her

zaman ispatlanabilirdir. Her zaman ispatlanabilir cümlelerin kümesi Totolojik

Sonuç (TS) alt�nda kapal� oldu§undan, diyebiliriz ki bu küme K4'ü kapsayan

bir normal kiplik sistemidir.

Löb Teoremi, bize, ³u tasla§�n bütün örneklemelerinin her zaman do§ru

oldu§unu söyler:

(L) (�(�φ→ φ)→ �φ)

Löb Teoremi'nin kan�d�, (L) tasla§�n�n örneklemelerinin her zaman do§ru oldu§u

sonucunu verecek ³ekilde formelle³tirilebilir. GL ('Gödel-Löb' yerine) hem (4)'ü

hem de (L)'yi bar�nd�ran en küçük normal kiplik sistemi ise, her-zaman-ispatlanabilir

cümleler kümesinin GL'yi bar�nd�rd�§� görülür. Dick de Jongh (4) tasla§�n�

bar�nd�rma özelli§ini sayman�n gereksiz oldu§unu göstermi³ oldu§undan GL,

(L)'yi bar�nd�ran en küçük normal kiplik sistemi olarak da nitelenebilir.

�spatlanabilirlik mant�§�n�n Robert Solovay taraf�ndan elde edilmi³2 olan ana

teoremi her zaman ispatlanabilir tamdeyimler kümesini kesin bir ³ekilde niteler:

Her zaman ispatlanabilir tamdeyimler s�n�f�, GL'dir.

Solovay'in teoremini kan�tlamaya giri³meden önce GL'nin daha iyi bir niteleme-

sine ihtiyac�m�z var. Diyelim ki 〈W,R, a〉 biçimindeki bir üçlü (a,W 'nin bir ö§esi

ve R deW üzerinde tan�ml� bir ba§�nt� olmak kayd�yla), ³u ko³ullar� kar³�l�yorsa

bir sonlu a§açt�r:

� Sonluluk: W , sonludur.

� Geçi³lilik: Her Ruv ve Rvw oldu§unda, Ruw olur

� Yans�mas�zl�k: Hiçbir zaman Rww olmaz.

� a'n�n gövde olu³u: w ∈W ise, ya a = w ya da Raw olur.

� Dal-ba§lant�: Ruw ve Rvw ise, ya Ruv, ya a = w ya da Raw olur.

Sonlu a§ac� en iyi temsil edecek örnek, üyeleri sonlu diziler olan, her bir üyesinin

ba³lang�ç dilimi de kendi üyesi olan, sonlu ve bo³ olmayan bir kümedir. Ruv, v

u'yu geni³letiyorsa, ve ancak böyleyse, do§rudur.
2�Provability Interpretations of Modal Logic�, Israel Journal of Mathematics 25 (1976):

287-304. Kan�tlanabilirlik mant�§�n�n eksiksiz serimlemesi ³u kitapta verilir: George Boolos,
The Logic of Provability (Cambridge: Cambridge University Press, 1995).
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〈W,R, a〉 sonlu a§aç olmak kayd�yla, 〈W,R, I, a〉 biçiminde bir yorum için,

R'nin geçi³li olmas�na dayanarak ³unu biliyoruz: modelin her dünyas�nda do§ru

olan cümlelerin kümesi, (4)'ü bar�nd�ran bir normal kiplik sistemidir. Görmek

istedi§imiz, bu kümenin (L)'yi de bar�nd�r�yor oldu§udur. w ∈ W , ve �φ,

w'de yanl�³ olsun. O halde w'den eri³ilebilir olan öyle bir dünya vard�r ki φ

bu dünyada yanl�³t�r; dolay�s�yla en dipte yer alan3 v gibi w'nin eri³ebildi§i öyle

bir dünya vard�r ki φ, v'de yanl�³t�r. �φ, v'de do§rudur, öyleyse (�φ→ φ) v'de,

ve �(�φ → φ) de w'de yanl�³t�r. O halde (�(�φ → φ) → �φ), her dünyada

do§rudur. Böylece, ³u kar³�l�kl� ko³ullunun sa§dan-sola giden parças�n�4 kan�t-

lam�³ oluyoruz:

Teorem. 〈W,R, a〉 sonlu a§aç olmak üzere, bir tümce, GL'nin bir ö§esiyse, ve

ancak öyleyse,〈W,R, I, a〉 gibi her modelde do§rudur.

Kan�t. χ, GL'de yer alm�yor olsun. 〈W,R, a〉 sonlu a§aç olmak üzere, 〈W,R, I, a〉
biçiminde χ'nin yanl�³ oldu§u bir model kurmak istiyoruz. Önceden kul-

lanm�³ oldu§umuz en çokça tutarl� cümle kümelerine dayanan in³a bize bir

sonlu a§aç vermeyecektir. Her³eyin sonlu olmas�n� sa§lamak için, bütün

cümlelere de§il, yaln�zca χ'nin altcümleleri ya da χ'nin altcümlelerinin

de§illemeleri olan cümlelere bak�yoruz.5 χ, GL'nin bir ö§esi olmad�§� için,

³u özelliklere sahip a∗ gibi bir cümleler kümesi bulabiliriz:

� ∼ χ, a∗'n�n bir ö§esidir.

� a∗, GL-tutarl�d�r.

� a∗'n�n her üyesi, ya χ'nin bir altcümlesi, ya da χ'nin bir altcümlesinin

de§illemesidir.

3Ancak biri ya da ikisi çocuklu§unu çiftlikte geçirmi³ olan matematikçi yazarlar� izleyerek,
ben de, a§açlar sanki a³a§� do§ru büyüyormu³, gövdeleri tepede ve yapraklar� dipteymi³ gibi
konu³uyorum.

4�ngilizce'den farkl� olarak Türkçe sözdizimi kar³�l�kl� ko³ullular� bak�³�ml� olarak ifade
etmeye el vermedi§inden kar³�l�kl� ko³ullulu§u sa§dan sola ve soldan sa§a giden bak�³�ml� bir
ili³ki olarak tasarlamam�z gerekti§inde akl�m�za do§al dil yaz�m�n� (örne§in, �hava kapal�ysa, ve
ancak öyleyse, mutsuzum�) de§il, �↔� ekleminin kullan�ld�§� yaz�m� (yani, �mutsuzum↔hava
kapal��) getirmeliyiz.

5Kural modelin gördü§ü i³i sonlu bir modele gördürdü§ümüz bu kurulum, kiplik man-
t�kç�lar�n�n kiplik sistemlerinin saptanabilir oldu§unu kan�tlarken s�k s�k ba³vurduklar� bir
yöntemdir. Örne§in bunlardan birisi, bir tümce KT4'te yer almad�§�nda, bu tümcenin yan-
l�³ oldu§u sonlu, yans�mal�, geçi³li bir model kurulabilece§ini göstererek KT4'ün saptanabilir
oldu§unu gösterir. Kural çerçevesinin bize sa§lad�§� ³ey sonsuz bir modeldir ki bu i³imize yara-
mayacakt�r. GL'nin eksiksizli§i için verdi§imiz kan�d�n ³apkadan tav³an ç�karma havas�nda
olu³u onu do§al ortam�ndan, yani kiplik mant�klar� kuram�ndan yal�tarak sunuyor olmam�z-
dan kaynaklan�r.
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� χ'nin her altcümlesi için, ya altcümlenin kendisi ya da de§illemesi a∗'da

yer al�r.

a∗'y� olu³turmak için χ'nin altcümleleri üzerinden tek tek geçeriz. Her bir cümle

için, ya o cümlenin kendisini ya da de§illemesini kümemize ekleriz.

W ∗, ö§eleri χ'nin altcümleleri ve onlar�n de§illemeleri olan en çokça GL-

tutarl� tüm kümelerin kümesi olsun. Yani, bir cümle kümesi, ancak yukar�daki

dört ko³uldan son üçünü kar³�l�yorsa, W ∗'de yer alacakt�r. w∗, W ∗'nin bir ö§esi

ve φ, χ'de geçen bir bölümsüz cümle olmak üzere ³unu belirleyece§iz: φ ∈ w∗

ise, ve ancak böyleyse, I∗(φ,w∗) = 1. Burada marifet R∗eri³ilebilirlik ili³k-

isini tan�mlamakta. Tan�m ³öyle: ³u ko³ullar kar³�lan�yor ise, ve ancak böyleyse,

R∗w∗v∗ olur:

� w∗'nin ö§esi olan�φ gibi her cümle için, hem�φ hem de φ, v∗'nin ö§esidir.

� θ gibi öyle bir cümle vard�r ki �θ, v∗'de yer almakla birlikte w∗'de yer

almaz.

χ'nin altcümlesi olan ψ gibi her bir cümle için, ψ'nin, w∗'nin ö§esiyse, ve an-

cak böyleyse, w∗'de, 〈W ∗, R∗, I∗, a∗〉 modeli içinde do§ru oldu§unun ispat� tek

bir k�s�m d�³�nda basmakal�pt�r. Göstermemiz gereken ³udur: �ψ, χ'nin w∗'de

yer almayan bir altcümlesiyse, R∗w∗v∗'yi sa§layan ve χ'yi bar�nd�rmayan bir

v∗ vard�r. Bunu göstermek için, {∼ ψ,�ψ} ∪ {φ : �φ ∈ w∗} ∪ {�φ : �φ ∈ w∗}
birle³iminin GL-tutarl� oldu§unu göstermemiz gerekir. Bunu yaparsak, v∗'yi,

W ∗'nin bu kümeyi bar�nd�ran bir üyesi olarak alabiliriz. Bu küme GL-tutarl�ysa,

her bir �φi, w∗'de yer almak kayd�yla, φ1,φ2, . . . , φn gibi öyle bir dizi bulabiliriz

ki ³u cümle GL'de yer al�r:

((�φ1 ∧ φ1)→ ((�φ2 ∧ φ2)→ . . .→ ((�φn ∧ φn)→ (�ψ → ψ)) . . .)) .

GL normal oldu§u için ³u cümle GL'de yer al�r:

(� (�φ1 ∧ φ1)→ (� (�φ2 ∧ φ2)→ . . .→ (� (�φn ∧ φn)→ � (�ψ → ψ)) . . .)) .

GL K4'ü kapsad�§�ndan, her bir i için (�φi → � (�φi ∧ φi)) GL'de yer al�r,

ayr�ca GL (L)'yi bar�nd�rd�§�ndan, (� (�ψ → ψ)→ �ψ) cümlesi de GL'de yer

al�r. Sonuç olarak, ³u cümle GL'de yer al�r:

(�φ1 → (�φ2 → . . .→ (�φn → �ψn) . . .)) .
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�φi'lerin her biri w∗'de yer ald�§�ndan,�ψ de w∗'de yer al�r. Bu bir çeli³kidir.

�³imiz henüz bitmedi. 〈W ∗, R∗, a∗〉 sonlu, geçi³li ve yans�mas�z olacakt�r,

ama onun dal-ba§lant�l� oldu§unu ya daW ∗'nin a∗ d�³�ndaki her üyesinin a∗'dan

eri³ilebilir oldu§unu varsaymam�z için hiçbir sebep yoktur. Modelimizi bir a§aca

dönü³türmek için biraz kurcalamam�z gerekiyor. �imdi, �dünyalar��m�z�n, a∗ ile

ba³layan sonlu R∗-zincirleri oldu§unu kabul edece§iz. Daha kesin olarak, W 'nin

üyeleri, W ∗'nin ö§elerinden olu³an ve ³u ko³ullar� kar³�layan sonlu w dizileri

olacak:

� (w)0 = a∗.

� j + 1 < w′nin uzunluğu ise, R∗ (w)j (w)j+1 .

w ve v, W 'de yer ald�§�nda, ancak v, w'nin bir geni³letimiyse Rwv olur. a,

tek ö§esi a∗ olan dizidir. j + 1, w'nin uzunlu§uysa, I (φ,w) = I∗
(
φ, (w)j

)
.

O halde 〈W,R, a〉 bir a§açt�r; w, W 'nin j + 1 uzunlu§unda bir ö§esi ve φ de

kiplikli bir tamdeyim oldu§unda, φ, ancak (w)j 'de 〈W ∗, R∗, I∗, a∗〉modeli içinde

do§ruysa, w'de 〈W,R, I, a〉 modelinde do§rudur. Öyleyse χ, 〈W,R, I, a〉 sonlu
a§aç modelinde yanl�³t�r.�

Bu teorem bize GL için bir karar verme yöntemi sa§lar. Bir cümle GL'de yer

al�yorsa, onu türetebiliriz, gelgelelim bir cümle GL'nin d�³�ndaysa, onun yanl�³

oldu§u sonlu bir a§aç modeli kurabiliriz.

�imdi as�l i³e geliyoruz. GL'de yer almayan χ gibi bir cümle için, i gibi

öyle bir aritmetik yorum bulmak istiyoruz ki i (χ), Γ'n�n sonucu olmas�n. �çinde

χ'nin yanl�³ oldu§u 〈W,R, I, a〉 gibi bir sonlu a§aç modeli bulabiliriz.W 'nin, her

Rij oldu§unda i < j olacak ³ekilde düzenlenmi³ 1, 2, . . . , n say�lar�ndan olu³-

tu§unu kabul etmemizde bir sorun yoktur. O halde a = 1. Modeli ³u ko³ullar�

kar³�layacak 0 gibi ek bir dünyayla geni³letiyoruz: öteki her bir dünya 0'dan er-

i³ilebilirdir ve bölümsüz φ'ler için, I (φ, 0) = I (φ, 1). Eninde sonunda, aritmetik

yorumumuzu elde etti§imizde, 0, edimli dünya, yani standart model i³levini göre-

cektir. 1 dünyas�nda do§ru olan cümleler standart modelde do§ru olabilir ya da

olmayabilirler; bu konuda önden karar vermek istemiyoruz. Yakla³�k-do§ruluk

mant�§�na döndü§ümüzde, 0 dünyas� ba³rolde olacak.

A§ac�n yap�s�n� yeniden üretecek bir aritmetik yorum arama plan�m�z, belli

bir do§ruluk çizelgesine sahip bir ÖD (Önermeler Dizgesi) cümlesini bulman�n

nas�l oldu§unu görmeye çal�³�rken izledi§imiz yöntemi and�r�r. Orada yapt�§�m�z,

bir do§ruluk çizelgesinin her bir sat�r� için o sat�r�n durum betimlemesi olan bir

cümle bulmak, sonra da arad�§�m�z cümleyi verili do§ruluk çizelgesinin �do§ru�
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de§erini verdi§i sat�rlar�n durum betimlemelerinin ay�rt�m� olarak almakt�. Ayn�

plan� izleyerek, burada da, her bir j dünyas� için, o dünyay� betimleyen bir σj
cümlesi bulmak istiyoruz. Bunu yapt�§�m�zda, aritmetik yorumumuzu, her bir

bölümsüz tamdeyime, o tamdeyimin do§ru oldu§u dünyalar�n dünya-betimlemelerinin

ay�rt�m�n� atayan bir fonksiyon olarak alabilece§iz. Özel olarak, her bir j ≤ n

için ³u ko³ullar� kar³�layan bir σj cümlesi bulaca§�z:

(i) PA, σj 'lerin ay�rt�m�n� içerir.

(ii) j 6= k olmak üzere, PA `∼ (σj ∧ σk).

(iii) Her Rjk oldu§unda, PA ` (σj →∼ Bew ([p∼ σkq])).

(iv) 1 ≤ j ≤ n olmak üzere, PA ` (σj → Bew([pRjk'y� kar³�layan bütün

σk'lar�n ay�rt�m�q])). 6

(v) σ0 do§rudur.

Bölümsüz φ'ler için, j, φ'nin do§ru oldu§u bir dünya olmak üzere, i (φ)'nin

σj 'lerin ay�rt�m� oldu§unu kabul ederek i aritmetik yorumunun tan�m�n� verdi§imizde

³unu elde ederiz:

Sav. 1 ≤ j ≤ n olmak üzere, her j ve φ gibi her kiplikli tamdeyim için, φ, j'de

do§ruysa, PA ` (σj → i (φ)) .

Kan�t. Tamdeyimlerin karma³�kl�klar� üzerine tümevar�m yaparak ³unu ispat-

lar�z: φ tamdeyim olmak üzere, φ, j'de do§ruysa, σj , i (φ)'nin ay�rt�lar�n-

dan biridir, yok φ, j'de yanl�³sa, (ii)'den biliriz ki σj , i (φ)'nin ay�rt�lar�n�n

her biriyle ispat kuram� bak�m�ndan ba§da³mazd�r. φ, daha yal�n tamdey-

imlerin ÖD eklemleriyle birle³tirilmesinden olu³uyorsa ispat kolayca ver-

ilece§i için burada ele alm�yorum. �imdi as�l olarak ilgilenmemiz gereken,

φ'nin �ψ biçiminde oldu§u durumda bu iddian�n do§ru olup olmad�§�d�r.

j'den eri³ilebilir olan dünyalar k1, k2, . . . , km olsun.�ψ, j'de do§ruysa, tümevar�m

varsay�m� dolay�s�yla, 1 ≤ h ≤ m olmak üzere her bir h için, PA ` (σkh
→ i (ψ))

olur. Öyleyse, PA ` ((σk1
∨ σk2

∨ . . . ∨ σkm
)→ i (ψ)). (L1) ve (L3) dolay�s�yla,

PA ` (Bew ([p(σk1
∨ σk2

∨ . . . ∨ σkm )q])→ Bew ([i (ψ)])). (iv) dolay�s�yla7 PA `
(σj → Bew ([p(σk1

∨ σk2
∨ . . . ∨ σkm

)q])) olaca§� için, PA ` (σj → i (�ψ)).

6j'den eri³ilebilir hiçbir dünya olmamas� durumunda, Rjk'yi kar³�layan σk'lar�n
�ay�rt�m��ndan mant�ki olarak tutars�z �∼ 0 = 0� cümlesini anlayaca§�m. Öyleyse (iv)'ün
bize söyledi§i ³udur: j'den eri³ilebilir hiçbir dünya yoksa, PA ` (σj →∼ Con (Γ)).

7Buras� kan�d�n j = 0 için t�kand�§� yerdir, çünkü (iv), yaln�zca 1 ≤ j ≤ n oldu§u durum-
larda geçerlidir. Her-zaman-do§ru tamdeyimlerin mant�§�na döndü§ümüzde, Sav'�n 0 dünyas�
için geçerli olan s�n�rland�r�lm�³ bir örne§ini geli³tirece§iz.
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Öteki taraftan, �ψ, j'de yanl�³sa, içinde ψ'nin yanl�³ oldu§u, j'den eri³ilebilir

k gibi bir dünya vard�r. Tümevar�m varsay�m� dolay�s�yla, PA ` (σk →∼ i (ψ)).

Bundan, (L1) ve (L3) yoluyla Γ ` (Bew ([pi (ψ)q])→ Bew ([p∼ σkq])), dolay�s�yla
PA ` (∼ Bew ([p∼ σkq])→∼ i (�ψ)) oldu§u ç�kar. Bundan da (iii) yoluyla

PA ` (σj →∼ i (�ψ)).�

Sav'a dayanarak biliyoruz ki PA ` (∼ Bew ([p∼ σkq])→∼ i (�ψ)). (L1) ve

(L3) yoluyla bundan PA ` (Bew ([pi (χ)q])→ Bew ([p∼ σ1q])), ve (iii) yoluyla

da PA ` (σ0 →∼ Bew ([pi (χ)q])) oldu§u ç�kar. (v)'e göre σ0 do§ru oldu§undan,

bundan Bew ([pi (χ)q])'nin yanl�³ oldu§u, dolay�s�yla i (χ)'nin Γ'n�n bir sonucu

olmad�§� ç�kar.

Geriye σj 'leri bulmak kal�yor. Solovay, hangi tamdeyimleri yazmak gerek-

ti§ini belirlemek için epey bir ustal�k göstermek zorunda kald�; ve ben bu ku-

rulumu ba³latma giri³iminde bulunmayaca§�m. Tek yapaca§�m, tamdeyimleri

yaz�p onlar�n i³ledi§ini do§rulamak olacak. �u ³ekilde f (x, y) gibi bir tamdeyim

tan�mlayal�m:

� z, tek ba§s�z de§i³keni x olan bir tamdeyimin Gödel say�s� de§ilse, f (y, z) =

0.

Diyelim ki z, tek ba§s�z de§i³keni x olan ψ (x) gibi bir tamdeyimin Gödel say�s�.

f (y, z)'yi x üzerine yap�lan tümevar�m yoluyla tan�mlar�z:

� f (0, z) = 0

� f (m, z) = j ve m, Γ'da ψ ([k])'n�n bir ispat� ve Rjk ise, f (m+ 1, z) = k.

� Öteki türlü, f (m+ 1, z) = f (m, z).

z = pψ (x)q ise, y'ye verilecek farkl� de§erler için f (y, z)'nin de§erini hesaplarken

f (0, z) = 0'la ba³lay�p a§açtan a³a§� do§ru ilerleriz. Belli bir noktada j bo§u-

muna gelmi³ ve Rjk'y� sa§layacak ³ekilde pψ [k]q'n�n ispat�n� elde etmi³sek, k

bo§umuna atlar�z. A§aç sonlu oldu§u için, bu atlamalar bir yerde sonlanmak

zorunda kalacakt�r.

f bir yinelemeli tam fonksiyon oldu§undan f 'nin yinelemeli tan�m�n� bir

Σ aç�k tan�m� olarak kodlayabiliriz; bunu yaparsak, f 'nin temel özelliklerini

PA'da ispatlayabiliriz. Örne§in, sonlu kümeler için rakam kodlar� bulma be-

cerimizi kullanarak, her bir z için, y'nin bir fonksiyonu olarak görülen f (y, z)

fonksiyonunun, ardalan� {0, 1, 2, . . . , n} kümesinin bir altkümesi olan, bir azal-

mayan tam fonksiyon oldu§unu ispatlayabiliriz. Kendine Gönderim Lemmas�,
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³unu kar³�layan σ (x) gibi bir tamdeyim bulmam�z� sa§lar: PA ` (∀z) (σ (z) ↔
{f (y, [p∼ σ (x)q]) : y ∈ N} kümesinin en büyük ö§esi z'ye e³ittir).

PA ³unu ispatlar: her bir z için, {f (y, z) : y ∈ N} kümesinin en büyük ö§esi

0 ile n aras�nda (s�n�rlar dahil olmak üzere) yer al�r. Daha belirli olaraksa, PA,

{f (y, p∼ σ (x)q) : y ∈ N} kümesinin en büyük ö§esinin 0 ile n aras�nda (s�n�rlar

dahil olmak üzere) yer ald�§�n� ispatlar. Bu bize (i)'i verir.

j 6= k ise, PA, j ve k'dan her ikisinin de {f (y, p∼ σ (x)q) : y ∈ N} kümesinin

en büyük ö§esine e³it olmad�§�n� ispatlar; bu da bize (ii)'yi verir.

Tek ba§s�z de§i³keni �x� olan ψ (x) gibi bir tamdeyim alal�m.

{f (y, pψ (x)q) : y ∈ N} kümesinin en büyük ö§esi j'ye e³itse, öyle bir m

vard�r ki f (m, pψ (x)q), j'ye e³ittir. Rjk'y� sa§layan bir ψ ([k]), Γ'da ispat-

lanabilir olsayd�, p > m ³eklinde ψ ([k])'y� ispatlayan bir say� bulunurdu. (Dikkat

edelim ki bir cümle ³u ya da bu ³ekilde ispatlanabilir ise, o cümlenin sonsuzca çok

ispat� vard�r, çünkü verili ispatlardan birini al�p yersiz, konu d�³� la�ar ekleyerek

³i³irebiliriz.) Öyleyse p > m ³eklinde, Rjk'y� kar³�lamak üzere ψ ([k])'y� ispat-

layan bir en küçük say� vard�r. Ancak bu durumda j'nin, {f (y, pψ (x)q) : y ∈ N}
kümesinin en büyük ö§esi oldu§u kabulüne kar³�t olarak, f (p+ 1, pψ (x)q),

k'ya e³it olurdu. Öyleyse, j, {f (y, pψ (x)q) : y ∈ N} kümesinin en büyük ö§e-

siyse, Rjk'y� kar³�layan hiçbir ψ ([k]), Γ'da ispatlanabilir de§ildir. Bu ç�kar�m�

formelle³tirdi§imizde ³unu elde ederiz: Her Rjk oldu§unda

PA ` ({f (y, [pψ (x)q]) : y ∈ N} kümesinin en büyük öğesi = [j]→
v Bew ([pψ ([k])q])).

ψ (x) yerine ∼ σ (x) koydu§umuzda (iii)'ü elde ederiz.

Yine, ψ (x), tek ba§s�z de§i³keni �x� olan bir tamdeyim olsun.

(¿) PA ` ([j] , {f (y, [pψ (x)q]) : y ∈ N} kümesinin en büyük

öğesidir → (∃y) f (y, [pψ (x)q]) = [j]).

θ, Σ olmak üzere, (θ → Bew ([pθq])) biçimindeki bütün cümleler PA'da ispat-

lanabilirdir. Bilhassa da

(¥) PA ` ((∃y) f (y, [pψ (x)q]) = [j]→ Bew ([p(∃y) f (y, [pψ (x)q]) = [j]q])) .

Dahas�, k1, k2, . . . , km, j'den eri³ilebilir dünyalar olmak üzere,

PA ` ((∃y) f (y, [pψ (x)q]) = [j]→ {f (y, [pψ (x)q]) : y ∈ N}
kümesinin en büyük öğesi ya [j]

′
ye ya da [k1]

′
e ya da [k2]

′
ye ya da . . .

ya da [km]
′
ye eşittir).

(L1) ve (L2)'yi uygulayarak ³unu elde ederiz:
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(¿) PA ` (Bew ([p(∃y) f (y, [pψ (x)q]) = [j]q])→

Bew([p{f (y, [pψ (x)q]) : y ∈ N} kümesinin en büyük öğesi

ya [j]
′
ye ya da [k1]

′
e ya da [k2]

′
ye ya da . . .

ya da [km]
′
ye eşittirq])).

(¿), (¥) ve (¿) bir araya getirildi§inde, ³u elde edilir:

PA ` ([j] , {f (y, [pψ (x)q]) : y ∈ N} kümesinin en büyük öğesidir →
Bew([p{f (y, [pψ (x)q]) : y ∈ N} kümesinin en büyük öğesi ya [j]

′
ye

ya da [k1]
′
e ya da [k2]

′
ye ya da . . . ya da [km]

′
ye eşittirq])).

ψ (x) yerine ∼ σ (x) koydu§umuzda ³unu elde ederiz:

($) PA ` (σ ([j])→ Bew ([pσ ([j]) ∨ σ ([k1]) ∨ σ ([k2]) ∨ . . . ∨ σ ([km])q])) .

1 ≤ j ≤ n oldu§unda:

PA ` (σ (j)→ [j] , {f (y, [p∼ σ (x)q]) : y ∈ N} kümesinin en büyük öğesidir) .

PA ` ([j] , {f (y, [p∼ σ (x)q]) : y ∈ N} kümesinin en büyük öğesidir →

(∃y) f (y, [p∼ σ (x)q]) = [j]).

PA ` ((∃y) f (y, [p∼ σ (x)q]) = [j]→ Bew ([p∼ σ ([j])q])) .

(¢) PA ` (σ ([j])→ Bew ([p∼ σ ([j])q])) .

�spatlanabilir cümleler kümesinin ³u ç�kar�m formu alt�nda kapal� olmas� kul-

lan�larak

(α ∨ β)

∼ α

∴ β

($) ve (¢) biraraya getirildi§inde ³u elde edilir:

PA ` (σ ([j])→ Bew ([p(σ ([k1]) ∨ σ ([k2]) ∨ . . . ∨ σ ([km]))q]))

ki bu da (iv) önermesidir.
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Son olarak, (v)'i8 kan�tlamak, yani, {f (y, p∼ σ (x)q) : y ∈ N} kümesinin en

büyük ö§esinin 0 oldu§unu göstermek istiyoruz. Reductio ad absurdum için, en

büyük ö§e j > 0, j'den eri³ilebilir dünyalar da k1, k2, . . . , km olsun. (iv) ³unu

veriyordu:

PA ` (σ ([j])→ Bew ([p(σ ([k1]) ∨ σ ([k2]) ∨ . . . ∨ σ ([km]))q])) .

Her bir i için elimizde ³u bulunur:

PA ` (σ [(ki)]→ (∃y) f (y, [p∼ σ (x)q]) = [ki]) .

O halde,

PA ` (σ ([k1]) ∨ σ ([k2]) ∨ . . . ∨ σ ([km])→ (∃y) f (y, [pσ (x)q]) =

[k1] ∨ (∃y) f (y, [pσ (x)q]) = [k2] ∨ . . . ∨ (∃y) f (y, [pσ (x)q]) = [km]).

(L1) ve (L2)'yi de uygularsak:

PA ` (Bew([pσ ([k1]) ∨ σ ([k2]) ∨ . . . ∨ σ ([km])q])→
Bew([p(∃y) f (y, [pσ (x)q]) = [k1] ∨ (∃y) f (y, [pσ (x)q]) =

[k2] ∨ . . . ∨ (∃y) f (y, [pσ (x)q]) = [km]])q).

ve dolay�s�yla

PA ` (σ ([j])→ Bew([p(∃y) f (y, [pσ (x)q]) =

[k1] ∨ (∃y) f (y, [pσ (x)q]) = [k2] ∨ . . . ∨ (∃y) f (y, [pσ (x)q]) = [km]q])).

Öteki taraftan, j, {f (y, p∼ σ (x)q) : y ∈ N} kümesinin en büyük ö§esiyse, hiçbir

ki için, f (y, p∼ σ(x)q) = ki e³itli§ini sa§layan bir y bulunmayacakt�r, çünkü her

bir ki, j'den büyüktür. Bu gözlem PA'da formelle³tirildi§inde ³unu verir:

PA ` σ ([j])→∼ ((∃y) f (y, [pσ (x)q]) = [k1]∨
(∃y) f (y, [pσ (x)q]) = [k2] ∨ . . . ∨ (∃y) f (y, [pσ (x)q]) = [km]).

Sonuç olarak, σ ([j]) do§ru oldu§undan, ((∃y) f (y, [pσ (x)q]) = [k1]∨(∃y) f (y, [pσ (x)q]) =[k2]∨
. . . ∨ (∃y) f (y, [pσ (x)q]) = [km]) ay�rt�m�, kabüle kar³�t olarak, Γ'da ispat-

lanabilir olan yanl�³ bir Σ cümlesiyle denk olacakt�r.�

�imdi dikkatimizi, hangi kiplikli tamdeyimlerin her zaman do§ru oldu§unun

belirlenmesine yönlendirece§iz. Γ'y� do§ru sayarsak, her zaman ispatlanabilir

bütün tamdeyimler her-zaman-do§ru da olacakt�r, ancak bütün her-zaman-do§ru

tamdeyimler her zaman ispatlanabilir olmayacakt�r, çünkü her ne kadar (T)

8Γ'n�n tüm Σ sonuçlar�n�n do§ru oldu§unu kabul etmekle kalmay�p Γ'n�n kendisini do§ru
say�yor olsayd�k, (v)'yi elde etmek i³ten bile say�lmazd�. j > 0 için, σ ([j]) kendi kendinin
çürütülebilirli§ini bildirir, dolay�s�yla, do§ru olsayd�, çürütülebilir bir do§ru cümle olurdu. Ne
var ki Γ'y� do§ru saym�yoruz, dolay�s�yla Γ'da çürütülebilir olan do§ru cümleler de bulunabilir.
Bundan ötürü daha yapmam�z gerekenler var.
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tasla§�n�n bütün örneklemeleri her-zaman-do§ru olacaksa da, bunlardan her-

zaman-ispatlanabilir sonuçlara sahip olanlar her zaman ispatlanabilir olmakla

kalacakt�r. Öyle görünüyor ki her-zaman-do§ru tamdeyimlerin modus ponens

alt�nda kapal� oldu§u da an�msan�rsa, bu iki gözlem, her-zaman-do§ru tamdey-

imlerin eksiksiz bir dökümünü vermeye yetecektir.

Uyar�: Bundan sonras� için, Γ, PA'y� kapsayan, yinelemeyle aksiyomlula³t�r�lm�³

do§ru bir kuram olarak al�nacakt�r.

GLS ('Gödel-Löb-Solovay' yerine), GL'yi ve (T) tasla§�n�n bütün örneklemelerini

bar�nd�ran ve modus ponens alt�nda kapal� olan en küçük tamdeyimler y�§�n� ol-

sun. Bütün totolojiler GL'de yer ald�§�ndan, GLS'nin de (TS) alt�nda kapal�

oldu§unu biliyoruz.

Teorem (Solovay). χ, kiplikli bir tamdeyim olmak üzere, χ'nin '�′ ile ba³layan

alttamdeyimleri �η1,�η2, . . . ,�ηm olsun. �unlar denktir:

(1) χ ∈ GLS

(2) (((�η1 → η1) ∧ (�η2 → η2) ∧ . . . ∧ (�ηm → ηm))→ χ) ∈ GL.

(3) χ, her zaman do§rudur.

�spat. (2)'nin (1)'i, ve (1)'in (3)'ü içerdi§i aç�kt�r, öyleyse tek göstermemiz

gereken (3)'ün (2)'yi içerdi§idir. Asl�nda, tam olarak gösterece§imiz ³ey

(2)'nin de§illemesinin (3)'ün de§illemesini içerdi§i olacak. (�η1 → η1) ∧
(�η2 → η2)∧ . . .∧(�ηm → ηm)→ χ ko³ullusunun GL'de yer almad�§� du-

rumda, bu ko³ullunun 1 dünyas�nda yanl�³ oldu§u, 〈{0, 1, . . . , n} , R, I, 0〉
biçiminde bir model bulmak için, daha önce izledi§imiz yöntemin ayn�s�n�

izliyoruz. Göstermek istedi§imiz ³u: χ'nin bir tamdeyimi, 1 dünyas�nda

do§ru ise, ve ancak böyleyse, 0 dünyas�nda do§rudur. Bu, bölümsüz cüm-

leler için, elimizdeki modeli 0'� da kapsayacak ³ekilde geni³letirken do§ru-

luk de§erlerini ileriyi dü³ünerek geni³letme ³eklimizin dolays�z sonucudur.

Birletimler, ay�rt�mlar, ko³ullular, kar³�l�kl� ko³ullular ve de§illemeler içinse

ispat kolayca verilebilir. �ηj , 0 dünyas�nda do§ruysa, ηj , 0'dan eri³ilebilir

olan her dünyada do§rudur. 1 dünyas�ndan eri³ilebilir olan her dünya 0

dünyas�ndan da eri³ilebilir oldu§undan, ηj , 1 dünyas�ndan eri³ilebilir olan

her dünyada do§ru olacak ve dolay�s�yla �ηj de 1 dünyas�nda do§ru ola-

cakt�r. Öteki taraftan, �ηj , 1 dünyas�nda do§ruysa, ηj , 1 dünyas�ndan er-

i³ilebilir her dünyada do§rudur. 0'dan eri³ilebilir olup da 1'den eri³ilebilir
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olmayan tek dünya 1'in kendisidir. (�ηj → ηj), 1'de do§ru oldu§undan,

ηj , 1'de do§rudur; böylece de 0'dan eri³ilebilir her dünyada do§ru olur. O

halde de �ηj , 0'da do§ru olur.

Daha belirli olaraksa, χ , 1'de yanl�³ oldu§u için, 0'da da yanl�³t�r.

�imdi, χ'nin θ gibi her bir alttamdeyimi için, θ 0'da do§ruysa, PA ` (σ0 → i (θ)),

θ 0'da yanl�³sa, PA ` (σ0 →∼ i (θ)) oldu§unu göstermek istiyoruz. σ0 do§ru

oldu§undan, i (χ), gerekene uygun olarak, yanl�³ olacak.

Bölümsüz bir θ için verilecek ispat, 1, 2, . . . , n dünyalar� için daha önce verilen

ispatla ayn�d�r. θ'n�n ay�rt�m, birletim, ko³ullu, kar³�l�kl� ko³ullu ve de§illeme

oldu§u durumlardaysa ispat yine basmakal�pt�r.

�ηj , 0 dünyas�nda do§ru olsun. Her bir k > 0 için, k, 0'dan eri³ilebilirdir,

dolay�s�yla ηj k'da do§rudur. Bunun, PA ` (σk → i (ηj)) anlam�na geldi§ini

göstermi³ bulunuyoruz. ηj 1'de do§ru oldu§undan, ve χ'nin 1'de ve 0'da do§ru

olan altcümleleri ayn� oldu§undan, ηj 0'da da do§rudur; öyleyse tümevar�m

varsay�m� yoluyla da PA ` (σ0 → i (ηj)). Bundan, PA ` ((σ0 ∨ σ1 ∨ . . . ∨ σn)→ i (ηj))

oldu§u ç�kar. PA ` (σ0 ∨ σ1 ∨ . . . ∨ σn) oldu§u için, PA ` i (ηj) elde edilir. (L1)

yoluyla PA ` Bew ([pi (ηj)q]), yani PA ` i (�ηj) elde edilir, dolay�s�yla da

PA ` (σ0 → i (�ηj)) elde edilir.

�imdi de �ηj 0 dünyas�nda yanl�³ olsun. O halde ηj 'nin yanl�³ oldu§u k >

0 ³eklinde bir dünya vard�r. Bunun PA ` (σk →∼ i (ηj))'yi içerdi§ini gös-

terdik. Tamdevirme kural�, (L1), (L3) ve tekrar tamdevirme kural� uygula-

narak PA ` (∼ Bew ([p∼ σkq])→∼ i (�ηj)) elde edilir. (iii) bize PA ` σ0 →∼
(Bew([p∼ σkq]))'y� verdi§inden, bundan PA ` (σ0 →∼ i (�ηj)) ç�kar.�

(2) ve (3)'ün denk oldu§u ve GL için bir karar verme yönteminin bulun-

du§u göz önüne getirildi§inde, bir kiplikli tamdeyimin her-zaman-do§ru olup

olmad�§�n� denetlemek için bir algoritma bulundu§u görülür.
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