[spatlanabilirlik Mantig

Mantik 1T

Ispatlanabilirligin resmini daha iyi ¢cizmek icin kiplik mantiginin yontemlerini
kullanima sokmak istiyoruz. Aksi sdylenmedikce, I, PA’y1 barindiran ve hicbir
yanlig ¥ ciimlesini icermeyen, yinelemeyle aksiyomlulagtirilmig bir aritmetik ku-
ramu olarak kabul edilecektir. “Ispatlanabilirlik”, T’da ispatlanabilirlik anlamina
gelecek ve “Bew”, “Bewr’nin kisaltmasi olacaktir. “O¢ nin “Bew(["¢™7])” an-
lamina geldigini kabul edersek, Lob Teoremi’yle (L1)’den (L3)’e Lob Kogullar
ve benzerleri dosdogru bicimde kiplik mantig: ilkelerine doniigecektir. Bu yolla
elde ettigimiz kiplik sistemi en yaygin sistemlerden biri degildir - en yaygin-
lariinin hepsinde KT yer alir! - ancak yine de kiplik mantig1 yontemleri bu
sisteme verimli bir bi¢imde uygulanabilir.

Kiplikli 6nermeler dizgesini ifade ederken kullandigimiz dil igin verilen bir ar-
itmetik yorum, her bir kiplikli tamdeyimle bir aritmetik tamdeyimini eslestiren,

su simirlamalara wygun ¢ gibi bir fonksiyondur:
o i(¢V )= (i(¢) Vi(y))
o (o AY) = (i(d) Ni(¥))
o (¢ =)= (i(¢) = i(¥))
o (¢ y) = (i(¢) & i(y))
o i(~ @) =~i(o)
e i(0¢) = Bew(["i(¢)7))
¢ gibi kiplikli bir tamdeyim, i gibi her bir aritmetik yorum i¢in i(¢) ispat-

lanabiliyor ise, ve ancak bdyleyse, her zaman ispatlanabilirdir. ¢, ¢ gibi her

aritmetik yorum icin i(¢) dogruysa, ve ancak boyleyse, her zaman dogrudur.

1Bunun en belirgin istisnasi, “C¢”nin, “¢ ahlaki olarak gereklidir” ve “O¢’nin “¢ ahlaki
olarak izin verilirdir” olarak okundugu deontik mantik sistemleridir. Ahlaki olarak kusursuz
bir diinyada yagamadigimizdan, dogru olan hergey ahlaki olarak izin verilir degildir.



Lob%in (L1) kogulu, her zaman ispatlanabilir olan tamdeyimler kiimesinin
Zorunlulama altinda kapali oldugunu sdyler. Bundan, (4) taslaginin 6rneklemelerinin
her zaman dogru olduklar: c¢ikar. (L2) ise bunlarin her zaman ispatlanabilir
de olduklarim sgyler. Son olarak (L3)’e gore (K) taslaginin érneklemeleri her
zaman ispatlanabilirdir. Her zaman ispatlanabilir ciimlelerin kiimesi Totolojik
Sonug (TS) altinda kapali oldugundan, diyebiliriz ki bu kiime K4’ kapsayan
bir normal kiplik sistemidir.

Lob Teoremi, bize, gu taslagin biitiin 6rneklemelerinin her zaman dogru

oldugunu sdyler:

(L) (B¢ = ¢) = Oog)

Lob Teoremi’nin kamidy, (L) taslaginin 6rneklemelerinin her zaman dogru oldugu
sonucunu verecek gekilde formellegtirilebilir. GL (’Godel-Lob’ yerine) hem (4)’i
hem de (L)’yi barindiran en kiigiik normal kiplik sistemi ise, her-zaman-ispatlanabilir
ciimleler kiimesinin GL’yi barindirdigr goriiliir. Dick de Jongh (4) taslagim
barindirma &zelligini saymanin gereksiz oldugunu gostermis oldugundan GL,
(L)’yi barindiran en kiigiik normal kiplik sistemi olarak da nitelenebilir.

Ispatlanabilirlik mantiginin Robert Solovay tarafindan elde edilmis? olan ana
teoremi her zaman ispatlanabilir tamdeyimler kiimesini kesin bir gekilde niteler:
Her zaman ispatlanabilir tamdeyimler sinifi, GL’dir.

Solovay’in teoremini kanitlamaya girigmeden 6nce GL’nin daha iyi bir niteleme-
sine ihtiyacimiz var. Diyelim ki (W, R, a) bi¢imindeki bir {i¢li (a, W’nin bir 6gesi
ve R de W {izerinde tanimli bir baginti olmak kaydiyla), su kosullar1 kargiliyorsa
bir sonlu agagtir:

e Sonluluk: W, sonludur.

e Gegislilik: Her Ruv ve Rvw oldugunda, Ruw olur

e Yansimasizlik: Hicbir zaman Rww olmaz.

e a’'nin govde olusu: w € W ise, ya a = w ya da Raw olur.

e Dal-baglanti: Ruw ve Rvw ise, ya Ruv, ya a = w ya da Raw olur.

Sonlu agaci en iyi temsil edecek 6rnek, iiyeleri sonlu diziler olan, her bir iiyesinin
baglangic dilimi de kendi iiyesi olan, sonlu ve bog olmayan bir kiimedir. Ruv, v

u’yu genisletiyorsa, ve ancak bdyleyse, dogrudur.

24Provability Interpretations of Modal Logic”, Israel Journal of Mathematics 25 (1976):
287-304. Kanitlanabilirlik mantiginin eksiksiz serimlemesi su kitapta verilir: George Boolos,
The Logic of Provability (Cambridge: Cambridge University Press, 1995).



(W, R, a) sonlu agag olmak kaydiyla, (W, R, I, a) bi¢iminde bir yorum i¢in,
R’nin gegcisli olmasina dayanarak sunu biliyoruz: modelin her diinyasinda dogru
olan ciimlelerin kiimesi, (4)’i barmdiran bir normal kiplik sistemidir. Gérmek
istedigimiz, bu kiimenin (L)’yi de barmdiriyor oldugudur. w € W, ve O,
w’de yanlg olsun. O halde w’den erigilebilir olan Gyle bir diinya vardir ki ¢
bu diinyada yanlistir; dolayisiyla en dipte yer alan® v gibi w’nin erigebildigi Syle
bir diinya vardir ki ¢, v’de yanhstir. ¢, v’de dogrudur, dyleyse (¢ — ¢) v’de,
ve O(0¢p — ¢) de w’de yanhgtir. O halde (O(0¢ — ¢) — O¢), her diinyada
dogrudur. Béylece, su karsilikli kosullunun sagdan-sola giden parcasmi? kanit-

lamig oluyoruz:

Teorem. (W, R,a) sonlu agag olmak iizere, bir tiimce, GL’nin bir 6gesiyse, ve
ancak oyleyse,(W, R, I, a) gibi her modelde dogrudur.

Kamit. y, GL’de yer almiyor olsun. (W, R, a) sonlu agag olmak tizere, (W, R, I, a)
bigiminde x’nin yanls oldugu bir model kurmak istiyoruz. Onceden kul-
lanmig oldugumuz en ¢okca tutarh ciimle kiimelerine dayanan insa bize bir
sonlu agag vermeyecektir. Hergeyin sonlu olmasini saglamak igin, biitiin
cimlelere degil, yalmzca x’nin altclimleleri ya da x’nin altciimlelerinin
degillemeleri olan ciimlelere bakiyoruz.® y, GL'nin bir 6gesi olmadig igin,

su Ozelliklere sahip a* gibi bir climleler kiimesi bulabiliriz:
e ~ x, a*’nin bir 6gesidir.
e o, GL-tutarlidir.

e ¢*'nin her iyesi, ya x’nin bir altcimlesi, ya da x’nin bir altciimlesinin

degillemesidir.

3 Ancak biri ya da ikisi cocuklugunu ciftlikte gecirmis olan matematikci yazarlar izleyerek,
ben de, agaglar sanki asag1 dogru biliyliyormus, gévdeleri tepede ve yapraklar: dipteymis gibi
konuguyorum.

4ingilizce’den farkli olarak Tiirkce sdzdizimi kargilikli kosullulari bakigimli olarak ifade
etmeye el vermediginden kargilikli kosullulugu sagdan sola ve soldan saga giden bakisimh bir
iligki olarak tasarlamamz gerektiginde aklimiza dogal dil yazimini (6rnegin, “hava kapaliysa, ve
ancak Oyleyse, mutsuzum”) degil, “<»” ekleminin kullanildif1 yazimi (yani, “mutsuzum<hava
kapall”) getirmeliyiz.

5Kural modelin gdrdiigii isi sonlu bir modele gérdiirdiigiimiiz bu kurulum, kiplik man-
tik¢ilarinin kiplik sistemlerinin saptanabilir oldugunu kanitlarken sik sik bagvurduklar1 bir
yontemdir. Ornegin bunlardan birisi, bir tiimce KT4’te yer almadiginda, bu tiimcenin yan-
lig oldugu sonlu, yansimali, gegisli bir model kurulabilecegini gtstererek KT4’{in saptanabilir
oldugunu gosterir. Kural cergevesinin bize sagladig: sey sonsuz bir modeldir ki bu isimize yara-
mayacaktir. GL’nin eksiksizligi i¢in verdigimiz kanidin sapkadan tavsan ¢ikarma havasinda
olusu onu dogal ortamindan, yani kiplik mantiklar1 kuramindan yalitarak sunuyor olmamiz-
dan kaynaklanir.



e Y’nin her altciimlesi icin, ya altciimlenin kendisi ya da degillemesi a*’da

yer alir.

a™’y1 olugturmak icin x’nin altciimleleri {izerinden tek tek gegeriz. Her bir ciimle
igin, ya o ciimlenin kendisini ya da degillemesini kiimemize ekleriz.

W, ogeleri x’nin altciimleleri ve onlarin degillemeleri olan en ¢okca GL-
tutarh tiim kiimelerin kiimesi olsun. Yani, bir climle kiimesi, ancak yukaridaki
dort kosuldan son ii¢iinii karsgiliyorsa, W*’de yer alacaktir. w*, W*'nin bir 6gesi
ve ¢, x’de gecen bir boliimsiiz climle olmak {izere sunu belirleyecegiz: ¢ € w*
ise, ve ancak boyleyse, I*(¢,w*) = 1. Burada marifet R*erigilebilirlik iligk-
isini tanmimlamakta. Tanim g6yle: su kogullar kargilaniyor ise, ve ancak boyleyse,

R*w*v* olur:
e w*'nin 6gesi olan (¢ gibi her climle i¢in, hem (¢ hem de ¢, v*'nin 6gesidir.

e 0 gibi dyle bir climle vardir ki 0J6, v*’de yer almakla birlikte w*’de yer

almaz.

x'nin altcimlesi olan 1 gibi her bir ciimle i¢in, ¢’nin, w*’nin 6gesiyse, ve an-
cak boyleyse, w*’'de, (W*, R*, I'*, a*) modeli i¢inde dogru oldugunun ispati tek
bir kisim diginda basmakaliptir. Géstermemiz gereken gudur: i, x’nin w*’de
yer almayan bir altclimlesiyse, R*w*v*’yi saglayan ve x’yi barmndirmayan bir
v* vardir. Bunu gostermek i¢in, {~ ¢, O} U {¢: O¢p € w*} U {O¢ : O € w*}
birlegiminin GL-tutarli oldugunu géstermemiz gerekir. Bunu yaparsak, v*’yi,
W*’nin bu kiimeyi barindiran bir iiyesi olarak alabiliriz. Bu kiime GL-tutarliysa,
her bir O¢;, w*’de yer almak kaydiyla, ¢1,¢2,. .., ¢, gibi &yle bir dizi bulabiliriz

ki su ciimle GL’de yer alir:
((O¢1 A1) = ([d2 Ad2) = ... = ((Hon A ) = (Oyp = ) ...)).
GL normal oldugu icin su ciimle GL’de yer alir:
(O(@¢1 A1) = (H[Od2 Ad2) = ... = (O(Hon A gn) = O (OY = 4))...)).

GL K4’i kapsadigindan, her bir 7 igin (O¢; — O (0, A ¢;)) GL’de yer alir,
ayrica GL (L)’yi barindirdigindan, (O (0¢ — ¢) — Ov) ciimlesi de GL’de yer

alir. Sonug olarak, su ciimle GL’de yer alir:

(O¢1 — (B¢ — ... = (Q¢,, — Ovy) .. .).



U@, ’lerin her biri w*’de yer aldigindan, (i) de w*’de yer alir. Bu bir geligkidir.

Isimiz heniiz bitmedi. (W*, R*,a*) sonlu, gegisgli ve yansimasiz olacaktir,
ama onun dal-baglantili oldugunu ya da W*’nin a* digindaki her iiyesinin a*’dan
erigilebilir oldugunu varsaymamaiz icin hicbir sebep yoktur. Modelimizi bir agaca
doniigtiirmek i¢in biraz kurcalamamiz gerekiyor. Simdi, “diinyalar’imizin, a* ile
baglayan sonlu R*-zincirleri oldugunu kabul edecegiz. Daha kesin olarak, W nin
iyeleri, W*'nin 6gelerinden olugan ve su kogullar karsilayan sonlu w dizileri
olacak:

o (w),=a".

e j+1<wninuzunlugu ise, R* (w); (w), -
w ve v, W’de yer aldiginda, ancak v, w'nin bir genisletimiyse Rwwv olur. a,
tek 6gesi a* olan dizidir. j + 1, w’nin uzunluguysa, I (¢,w) = I* (gb, (w)]) .
O halde (W, R, a) bir agagtir; w, W’nin j + 1 uzunlugunda bir 6gesi ve ¢ de
kiplikli bir tamdeyim oldugunda, ¢, ancak (w)j’de (W*, R*, I*, a*) modeli iginde
dogruysa, w’de (W, R, I,a) modelinde dogrudur. Oyleyse x, (W, R, I,a) sonlu
aga¢ modelinde yanhgtir.X

Bu teorem bize GL i¢in bir karar verme yontemi saglar. Bir ciimle GL’de yer
aliyorsa, onu tiiretebiliriz, gelgelelim bir ciimle GL’nin digindaysa, onun yanlig
oldugu sonlu bir aga¢ modeli kurabiliriz.

Simdi asil ige geliyoruz. GL’de yer almayan x gibi bir climle igin, i gibi
oyle bir aritmetik yorum bulmak istiyoruz ki i (), I'nin sonucu olmasin. I¢inde
X’'nin yanlig oldugu (W, R, I, a) gibi bir sonlu aga¢ modeli bulabiliriz. W’nin, her
Rij oldugunda ¢ < j olacak sekilde diizenlenmis 1,2, ..., n sayilarindan olug-
tugunu kabul etmemizde bir sorun yoktur. O halde a = 1. Modeli su kosullar
karsilayacak O gibi ek bir diinyayla genisletiyoruz: 6teki her bir diinya 0’dan er-
igilebilirdir ve boliimsiiz ¢’ler igin, I (¢,0) = I (¢, 1). Eninde sonunda, aritmetik
yorumumuzu elde ettigimizde, 0, edimli diinya, yani standart model iglevini gore-
cektir. 1 diinyasinda dogru olan climleler standart modelde dogru olabilir ya da
olmayabilirler; bu konuda 6nden karar vermek istemiyoruz. Yaklagik-dogruluk
mantigina dondiigiimiizde, 0 diinyas1 bagrolde olacak.

Agacin yapisimi yeniden iiretecek bir aritmetik yorum arama planimiz, belli
bir dogruluk ¢izelgesine sahip bir OD (Onermeler Dizgesi) ciimlesini bulmanin
nasil oldugunu gérmeye ¢aligirken izledigimiz yontemi andirir. Orada yaptigimiz,
bir dogruluk cizelgesinin her bir satiri i¢in o satirin durum betimlemesi olan bir

climle bulmak, sonra da aradigimiz climleyi verili dogruluk cizelgesinin “dogru”



degerini verdigi satirlarin durum betimlemelerinin ayirtimi olarak almakti. Ayni
plani izleyerek, burada da, her bir j diinyas: icin, o diinyay1 betimleyen bir o;
climlesi bulmak istiyoruz. Bunu yaptigimizda, aritmetik yorumumuzu, her bir
boliimsiiz tamdeyime, o tamdeyimin dogru oldugu diinyalarin diinya-betimlemelerinin
ayirtimini atayan bir fonksiyon olarak alabilecegiz. Ozel olarak, her bir j < n

i¢in su kosullar karsilayan bir o; climlesi bulacagiz:

(i) PA, o;’lerin ayirtimini igerir.

(ii) j # k olmak iizere, PA b~ (0; A o).

(iii) Her Rjk oldugunda, PA+ (o; =~ Bew ([T~ o1 )).

(iv) 1 < j < n olmak iizere, PA F (0; — Bew(["Rjk’y1 karsilayan biitiin

o larmn ayirtim 7))). 6

(v) o9 dogrudur.

Boliimsiiz ¢’ler igin, j, ¢’nin dogru oldugu bir diinya olmak {izere, i (¢) nin
o;’lerin ayirtimi oldugunu kabul ederek ¢ aritmetik yorumunun tanimini verdigimizde

sunu elde ederiz:

Sav. 1 < j <n olmak iizere, her j ve ¢ gibi her kiplikli tamdeyim i¢in, ¢, j’de
dogruysa, PA + (o; = i (¢)).

Kanit. Tamdeyimlerin karmagikliklari iizerine tiimevarim yaparak sunu ispat-
lariz: ¢ tamdeyim olmak iizere, ¢, j’de dogruysa, o;, i (¢)'nin aywrtilarin-
dan biridir, yok ¢, j’de yanhssa, (ii)’den biliriz ki ¢}, i (¢) nin ayirtilarinin
her biriyle ispat kurami bakimindan bagdasmazdir. ¢, daha yalin tamdey-
imlerin OD eklemleriyle birlestirilmesinden olusuyorsa ispat kolayca ver-
ilecegi icin burada ele almiyorum. Simdi asil olarak ilgilenmemiz gereken,

¢’nin [y bigiminde oldugu durumda bu iddianin dogru olup olmadigdir.

j’den erigilebilir olan diinyalar k1, ko, . . . , kp, olsun. [y, j’de dogruysa, tiimevarim
varsayimi dolayisiyla, 1 < h < m olmak iizere her bir h i¢in, PA & (og, — i (¥))
olur. Oyleyse, PAF (o, V Oy, V... Vg, ) — i (1)). (L1) ve (L3) dolaysiyla,
PAF (Bew ([(og, V ok, V...V ogm) 7)) = Bew ([i ()])). (iv) dolayisiyla” PA
(0; = Bew ([ (oK, VOky V... Vo, )T])) olacag: icin, PA F (o; — i (Ov)).

6j°den erigilebilir hi¢bir diinya olmamasi durumunda, Rjk’yi karsilayan op’larin
“gyirtim”ndan mantiki olarak tutarsiz “~ 0 = 0” ciimlesini anlayacagim. Oyleyse (iv)’iin
bize s6yledigi sudur: j’den erisilebilir hicbir diinya yoksa, PA  (o; —~ Con (I")).

"Burast kanidin j = 0 igin tikandig1 yerdir, giinkii (iv), yalnizca 1 < j < n oldugu durum-
larda gegerlidir. Her-zaman-dogru tamdeyimlerin mantigina dondiigiimiizde, Sav’in 0 diinyasi
igin gegerli olan sinirlandirilmig bir 6rnegini geligtirecegiz.



Oteki taraftan, (v, j’de yanhgsa, icinde ¢’nin yanlis oldugu, j’den erigilebilir
k gibi bir diinya vardir. Tiimevarim varsayimi dolayisiyla, PA - (o —~ i (¢)).
Bundan, (L1) ve (L3) yoluylaT' - (Bew ([7i (¢)7]) — Bew ([~ 0 7])), dolayisiyla
PA F (~ Bew(["~o0;]) =~ i(Oy)) oldugu ¢ikar. Bundan da (iii) yoluyla
PAF (0; =~ (Oy)) K

Sav’a dayanarak biliyoruz ki PA  (~ Bew ([~ o)) =~ (O¢)). (L1) ve
(L3) yoluyla bundan PA + (Bew (["i(x)7]) = Bew (["~ 017)), ve (iii) yoluyla
daPAF (09 =~ Bew ([i (x)7])) oldugu ¢ikar. (v)’e gore og dogru oldugundan,
bundan Bew (["i (x)7])’nin yanlhs oldugu, dolayisiyla ¢ (x)’nin I’nin bir sonucu
olmadigr gikar.

Geriye o;’leri bulmak kaliyor. Solovay, hangi tamdeyimleri yazmak gerek-
tigini belirlemek igin epey bir ustalik gostermek zorunda kaldi; ve ben bu ku-
rulumu baglatma girigiminde bulunmayacagim. Tek yapacagim, tamdeyimleri
yazip onlarin igledigini dogrulamak olacak. Su sekilde f (z,y) gibi bir tamdeyim

tamimlayalim:

e z, tek bagsiz degigkeni x olan bir tamdeyimin Gédel sayisi degilse, f (y, z) =
0.

Diyelim ki z, tek bagsiz degigkeni « olan ¢ (x) gibi bir tamdeyimin Gédel sayisi.

f (y, 2)’yi « lizerine yapilan tiimevarim yoluyla tanimlariz:
e f(0,2)=0
e f(m,z)=jvem, "da ¢ ([k])’nin bir ispat1 ve Rjk ise, f (m+1,2) = k.
o Oteki tiirlii, f (m+1,2) = f (m, 2).

z = " () Vise, y'ye verilecek farkl degerler igin f (y, z)’nin degerini hesaplarken
£ (0,2) = 0’la baslayip agactan agag1 dogru ilerleriz. Belli bir noktada j bogu-
muna gelmis ve Rjk’y1 saglayacak gekilde "¢ [k] nin ispatim elde etmigsek, &
bogumuna atlariz. Aga¢ sonlu oldugu i¢in, bu atlamalar bir yerde sonlanmak
zorunda kalacaktir.

f bir yinelemeli tam fonksiyon oldugundan f’nin yinelemeli tanimini bir
> agik tamimi olarak kodlayabiliriz; bunu yaparsak, f’nin temel &zelliklerini
PA’da ispatlayabiliriz. Ornegin, sonlu kiimeler icin rakam kodlari bulma be-
cerimizi kullanarak, her bir z igin, y’nin bir fonksiyonu olarak goriilen f (y, 2)
fonksiyonunun, ardalam {0,1,2,...,n} kiimesinin bir altkiimesi olan, bir azal-
mayan tam fonksiyon oldugunu ispatlayabiliriz. Kendine Génderim Lemmasi,



sunu kargilayan o (x) gibi bir tamdeyim bulmamiz saglar: PA F (Vz) (o (2) +
{f (y,[F~ o (2)7)) : y € N} kiimesinin en biiyiik 6gesi z’ye esittir).

PA gunu ispatlar: her bir z igin, {f (y, z) : y € N} kiimesinin en biiyiik 6gesi
0 ile n arasinda (simirlar dahil olmak {izere) yer alir. Daha belirli olaraksa, PA,
{f (y,"~ o (2)7) : y € N} kiimesinin en biiyiik 6gesinin 0 ile n arasinda (sirlar
dahil olmak tizere) yer aldigini ispatlar. Bu bize (i)’i verir.

j # kise, PA, j ve k’dan her ikisinin de {f (y,"~ o (x)7) : y € N} kiimesinin
en biiyiik dgesine esit olmadigim ispatlar; bu da bize (ii)’yi verir.

Tek bagsiz degigkeni “2” olan v (x) gibi bir tamdeyim alalim.

{f(y,"¥ (x)7) : y € N} kiimesinin en biiylik 6gesi j'ye esitse, dyle bir m
vardir ki f(m, ¢ (x)7), j'ye esittir. Rjk’y1 saglayan bir ¢ ([k]), I’da ispat-
lanabilir olsaydi, p > m geklinde ¢ ([k])’y1 ispatlayan bir say1 bulunurdu. (Dikkat
edelim ki bir climle su ya da bu sekilde ispatlanabilir ise, o ciimlenin sonsuzca ¢ok
ispat1 vardir, ¢iinkii verili ispatlardan birini alip yersiz, konu disi laflar ekleyerek
sisirebiliriz.) Oyleyse p > m geklinde, Rjk’y1 karsilamak iizere ¢ ([k])’y1 ispat-
layan bir en kiiciik say1 vardir. Ancak bu durumda j’nin, {f (v, ¢ (z)7) : y € N}
kiimesinin en biiyiik 6gesi oldugu kabuliine karsit olarak, f(p+ 1,7 (2)7),
E’ya esit olurdu. Oyleyse, j, {f (y, % (2)7) : y € N} kiimesinin en biiyiik 6ge-
siyse, Rjk’y1 karsilayan hicbir ¢ ([k]), I’da ispatlanabilir degildir. Bu ¢ikarimi
formellestirdigimizde sunu elde ederiz: Her Rjk oldugunda

PAF ({f(y,["Y(2)7]) : y € N} kitmesinin en biyiik 6gesi = [j] —

~ Bew ([ ([K)])):
¢ (z) yerine ~ o (z) koydugumuzda (iii)’ii elde ederiz.

Yine, ¢ (z), tek bagsiz degiskeni “2” olan bir tamdeyim olsun.
(£) PAF([7], {f W, "¢ (2)7) : y € N} kitmesinin en biytik
ogesidir — (y) f (y, "¢ ()7) = [5])-

0, ¥ olmak tizere, (§ — Bew (["07])) bi¢imindeki biitiin climleler PA’da ispat-
lanabilirdir. Bilhassa da

(¥) PAF(Gy) f(y, ("¢ (2)]) =[] = Bew (["Gy) £ (y, [T (2) ) = [1]7])) -

Dahasi, ki1, ks, ..., kn, j'den erigilebilir diinyalar olmak tizere,

PAF () f(y, [0 @)) =[] = {f (, [ ¥ (2)7]) : y € N}
kiimesinin en biiyiik 6gesiya [j] yeyada [k1] eyada k] yeyada. ..
yada [ky) ye esittir).

(L1) ve (L2)’yi uygulayarak sunu elde ederiz:



(€) PAF (Bew (["(Fy) f (v, [T (2) ) = [i]7]) —
Bew([{f (y, [ (2)7]) : y € N} kiimesinin en bilyiik 6gesi
ya [j] yeyada [ki] eyada [ks) yeyada. ..

yada [k ye esittirT])).

(£), (¥) ve (€) bir araya getirildiginde, su elde edilir:
PAF ([J] ,4f (w, " ()7)) : y € N} kiimesinin en biiyiik 6gesidir —

-/

Bew([{f (y, [ ()7]) : y € N} kitmesinin en biiyiik 6gesi ya [j] ye
yada [k1] eyada [ko] yeyada...yada [k,] yeesittirT)).
¥ (z) yerine ~ o (z) koydugumuzda sunu elde ederiz:

(8) PAF (o ([j]) = Bew ("o (7)) Vo ([ka]) Vo ([kal) V ...V 0 ([ka)) ).
1< <n oldugunda:

PAF (o (3) = 4], {f (y, [T~ o (2)7]) : y € N} kiimesinin en buyiik 6gesidir) .
PAF ([j], {f (y, [T~ o (x)7]) : y € N} kitmesinin en biiyiik 6gesidir —

@) £ ([~ o (2)7]) = [)-

PAF (@) f (4.7~ o (2)7) = ] = Bew ("~ o (li)) ).

(&) PAF (0 ([j]) = Bew ("~ o ([j)) ).

Ispatlanabilir ciimleler kiimesinin su ¢ikarim formu altinda kapali olmasi kul-

lanmilarak

(aVvp)

B
($) ve (¢) biraraya getirildiginde su elde edilir:
PAF (o ([j]) = Bew (["(o ([F1]) Vo ([k2]) V... Vo ([km])) )

ki bu da (iv) onermesidir.



Son olarak, (v)’i® kamtlamak, yani, {f (y,"~ o (z)7) : y € N} kiimesinin en
biiyiik 6gesinin 0 oldugunu gostermek istiyoruz. Reductio ad absurdum igin, en
biiyiik 6ge j > 0, j’den erigilebilir diinyalar da k1, ke, ...,k olsun. (iv) sunu

veriyordu:

PAF (o ([j]) = Bew (["(o ([-1]) Vo ([ka]) V... Vo ([km])) ) -

Her bir ¢ i¢in elimizde su bulunur:

PAF (o[(k)] = Fy) f (y, [~ o (2)7]) = [ki]) -

O halde,

PAF (o ([m]) Vo (k) V... Vo (km]) = Fy) f (v, [0 (2)7]) =

ea] V By) £ (o (@)]) = k] VoV B) £ (07 (@)7T) = o)
(L1) ve (L2)’yi de uygularsak:

PAF (Bew([To ([k1]) Vo ([k2]) V... Vo ([kn])T]) —

Bew(["(Fy) f (y,["o (2) 1) = [ka] V By) f (v, [0 (2)7]) =

(k2] V...V (3y) f (g, "o (2)7]) = [km]]) ).
ve dolayisiyla

PAV (o ([j]) = Bew(I"(3y) f (y. "o (2)7)) =

(k] v By) f (y, "o (2)7]) = [ke] V...V (Fy) f (y, [To (2)7]) = [km]T]))-
Oteki taraftan, j, {f (y,"~ o ()7) : y € N} kiimesinin en biiyiik 6gesiyse, hi¢bir
k; icin, f (y,"~ o(x)7) = k; esitligini saglayan bir y bulunmayacaktir, ¢iinki her
bir k;, j’den biiyiiktiir. Bu gozlem PA’da formellegtirildiginde gunu verir:

PAF o ([j]) =~ () f (v, "o (2)7]) = [ka] v

@) £ [0 (@)]) = k] V-V Gy) £ (0T (@)7) = o)
Sonug olarak, o ([j]) dogru oldugundan, (3y) £ (y, ["o (2)7)) = [ )V(3y) £ (y, "o (@) ) =[ka]V
oV 3y fy,[Fo(@)]) = [km]) aywtimi, kabiile kargit olarak, I’da ispat-
lanabilir olan yanlig bir 3 ciimlesiyle denk olacaktir.X

Simdi dikkatimizi, hangi kiplikli tamdeyimlerin her zaman dogru oldugunun
belirlenmesine yonlendirecegiz. I’y1 dogru sayarsak, her zaman ispatlanabilir
biitiin tamdeyimler her-zaman-dogru da olacaktir, ancak biitiin her-zaman-dogru

tamdeyimler her zaman ispatlanabilir olmayacaktir, ¢iinkii her ne kadar (T)

8T’nin tiim ¥ sonuglarinin dogru oldugunu kabul etmekle kalmayip I’nin kendisini dogru
sayiyor olsaydik, (v)’yi elde etmek igten bile sayilmazdi. j > 0 i¢in, o ([j]) kendi kendinin
¢liriitiilebilirligini bildirir, dolayisiyla, dogru olsaydi, ¢iiriitiilebilir bir dogru ciimle olurdu. Ne
var ki I'’y1 dogru saymiyoruz, dolayisiyla I’da ¢liriitiilebilir olan dogru climleler de bulunabilir.
Bundan 6tiirii daha yapmamiz gerekenler var.
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taslaginin biitiin 6rneklemeleri her-zaman-dogru olacaksa da, bunlardan her-
zaman-ispatlanabilir sonuclara sahip olanlar her zaman ispatlanabilir olmakla
kalacaktir. Oyle goriiniiyor ki her-zaman-dogru tamdeyimlerin modus ponens
altinda kapali oldugu da anmimsanirsa, bu iki gézlem, her-zaman-dogru tamdey-

imlerin eksiksiz bir dokiimiinii vermeye yetecektir.

Uyar: Bundan sonras: i¢in, I', PA’y1 kapsayan, yinelemeyle aksiyomlulagtirilmig
dogru bir kuram olarak alinacaktir.

GLS (’Gédel-Lob-Solovay’ yerine), GL’yi ve (T) taslaginin biitiin 6rneklemelerini
barindiran ve modus ponens altinda kapali olan en kiigiik tamdeyimler yigin: ol-
sun. Biitiin totolojiler GL’de yer aldigindan, GLS’nin de (TS) altinda kapah

oldugunu biliyoruz.

Teorem (Solovay). ¥, kiplikli bir tamdeyim olmak {izere, x 'nin '}’ ile baglayan
alttamdeyimleri (ny, Ons, . .., On,, olsun. Sunlar denktir:

(1) x € GLS

(3) x, her zaman dogrudur.

Ispat. (2)'nin (1), ve (1)in (3)’ii icerdigi aqiktir, dyleyse tek géstermemiz
gereken (3)’tin (2)’yi igerdigidir. Aslinda, tam olarak gOsterecegimiz sey
(2)’nin degillemesinin (3)’tin degillemesini icerdigi olacak. (Ony — n1) A
(Ong = n2)A .. . A(ONp — Nm) — x kogullusunun GL’de yer almadigi du-
rumda, bu kogullunun 1 diinyasinda yanhs oldugu, ({0,1,...,n}, R, I,0)
bi¢iminde bir model bulmak i¢in, daha 6nce izledigimiz yontemin aynisini
izliyoruz. Gostermek istedigimiz gu: x’nin bir tamdeyimi, 1 diinyasinda
dogru ise, ve ancak bdyleyse, 0 diinyasinda dogrudur. Bu, bolimsiiz clim-
leler icin, elimizdeki modeli 0’1 da kapsayacak gekilde genigletirken dogru-
luk degerlerini ileriyi diisiinerek genisletme geklimizin dolaysiz sonucudur.
Birletimler, ayirtimlar, kogullular, karsilikli kogullular ve degillemeler icinse
ispat kolayca verilebilir. [In;, 0 diinyasinda dogruysa, n;, 0’dan erigilebilir
olan her diinyada dogrudur. 1 diinyasindan erigilebilir olan her diinya 0
diinyasindan da erigilebilir oldugundan, n;, 1 diinyasindan erigilebilir olan
her diinyada dogru olacak ve dolayisiyla [n; de 1 diinyasinda dogru ola-
caktir. Oteki taraftan, Cn;, 1 diinyasinda dogruysa, 7;, 1 diinyasmdan er-
isilebilir her diinyada dogrudur. 0’dan erisilebilir olup da 1’den erisilebilir
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olmayan tek diinya 1’in kendisidir. (On; — n;), 1’de dogru oldugundan,
74, I’de dogrudur; bdylece de 0’dan erisilebilir her diinyada dogru olur. O
halde de Oy, 0’da dogru olur.

Daha belirli olaraksa, x , 1’de yanlig oldugu i¢in, 0’da da yanligtir.

Simdi, x’nin 6 gibi her bir alttamdeyimi i¢in, 6 0’da dogruysa, PA + (oo — i (0)),
0 0’da yanhgsa, PA F (09 —~i(0)) oldugunu gostermek istiyoruz. op dogru
oldugundan, i (x), gerekene uygun olarak, yanhg olacak.

Boliimsiiz bir € i¢in verilecek ispat, 1, 2, ..., n diinyalar1 i¢in daha 6nce verilen
ispatla aynidir. #’nin ayirtim, birletim, kosullu, karsilikli kogullu ve degilleme
oldugu durumlardaysa ispat yine basmakaliptir.

On;, 0 diinyasinda dogru olsun. Her bir k£ > 0 icin, k, 0’dan erigilebilirdir,
dolayisiyla n; k’da dogrudur. Bunun, PA + (o, — i(n;)) anlamina geldigini
gostermis bulunuyoruz. n; 1’de dogru oldugundan, ve x’nin 1’de ve 0’da dogru
olan altciimleleri aym1 oldugundan, n; 0’da da dogrudur; dyleyse tiimevarim
varsayimi yoluylada PA & (09 — i (n;)). Bundan, PA+ ((oo Vo1 V...V o,) = 1(n;))
oldugu cikar. PA+ (o9 Vo1 V...V oy,)oldugu i¢in, PA F i (n;) elde edilir. (L1)
yoluyla PA + Bew (["i(n;)7]), yani PA F ¢(On;) elde edilir, dolayisiyla da
PAF (o9 — i (On;)) elde edilir.

Simdi de On; 0 diinyasinda yanhs olsun. O halde n;'nin yanls oldugu k& >
0 geklinde bir diinya vardir. Bunun PA + (op —~i(n;))’yi icerdigini gos-
terdik. Tamdevirme kural, (L1), (L3) ve tekrar tamdevirme kurali uygula-
narak PAF (~ Bew ([~ 01 ]) =~ i (0On;)) elde edilir. (iii) bize PA - o9 —~
(Bew(["~ o1 ))’y1 verdiginden, bundan PA F (o9 —~ ¢ (On;)) cikar.X

(2) ve (3)%in denk oldugu ve GL i¢in bir karar verme yonteminin bulun-
dugu gbz Oniine getirildiginde, bir kiplikli tamdeyimin her-zaman-dogru olup
olmadigini denetlemek icin bir algoritma bulundugu goriiliir.
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