Godel'in ikinci Eksiklik Teoremi

I', Q'yii kapsayan, yinelemeyle aksiyomlulastirilmis bir kuram olsun. Godel'in birinci

eksiklik teoreminin ispati,

(1 (0 © ~ Bewr(['07]))

climlesinin bir teorem olmasini saglayan bir 0 climlesi kurarak ilerliyordu. Buna sahip olunca

sunu ispatlamak kolaylasiyordu:

(2) I' tutarli ise, 0, I"'da ispatlanabilir degildir.

Bu vargiyi, aritmetik dilinde deyimlestirebiliriz. “~ Bewp(['~ 0 - 07])”1 kisaltmak igin

“Con(I")’y1 kullanarak (2)'yi s6yle formellestiririz:

3) (Con(I") -» ~ Bewr(['07])).

(1) ve (3) birlikte bize sunu verir:

4) (Con(I') > ©).

I', PA'y1 icermek kaydiyla (4)tin ["daki tiiretimini formellestirebiliriz. Dolayisiyla suna

sahibiz:

®) Bewr(["(Con(I") = 0)"]).

I''nin teoremlerinin kiimesi modus ponens altinda kapali oldugu i¢in (5) bize sunu verir:

(6) (Bewr(["Con(I')"] = Bewr(["07])).

(3) ve (6) birlikte totolojik olarak sunu igerir:

(7) (Con(I") > ~ Bewr(["Con(I')"])).



Boylelikle sunu elde ederiz:

fkinci  Eksiklik Teoremi. PA'yt igeren tutarli, yinelemeyle

aksiyomlulastirilmis higbir kuram kendi tutarliligini ispatlayamaz.

Ispat: (5)in dayanilmaz bir sekilde uzun ve sikici olacak ispatin1 gercekten vermek
istemiyorum. Bir dzetle yetinecegim. Ispat, ilk olarak M. H. Léb tarafindan belirlenmis olan

ii¢ ilkeye dayanir:

(L1) [} ise T' FBewr(["d]).
(L2) I' HBewr(["$™]) - Bewr(["Bewr(["$')'])).
(L3) I' FBewr(["(d = 1)) = Bewr(["d™]) = Bewr(("YD)).

(L1)'i daha once, “Bewr(x)”in, {"®" ¢, I"nin bir sonucudur}'u, Q'da zayif olarak
temsil ettigini gosterdigimizde ispatlamistik. Bu bize sunu anlatir: T° |-(|) ise Q |-Bewr([r(|)’])

ve dahasi I, Q'yii kapsadigi igin " FBewr([""]).

(L2), (L1)'in formellestirilmis ifadesidir. Bunu ispatlamak igin, her dogru X
timcesinin, I'da ispatlanir olduguna dair ispatimizi formellestiririz. Once, terimlerin

karmasiklig iizerine yapilan tiimevarim yoluyla her T(xy,...,Xx,) terimi i¢in
[ HV2)...(V2) (V201 )(T(Z 150 5Z0) = Znt1 =
Bewr(["T(X1,-.,Xn) = Xn+1 X1/[Z1]...X0/[ Zn|Xn+1/[Zn+1]])) 0ldugunu gosteririz.

Sonra, bagli tamdeyimlerin karmagiklig1 {izerine tiimevarim yoluyla her bir Y(xy,...,x,) bagh

tamdeyimi i¢in



[ HV2)...(V2) (Y (Z1,..20) = Bewr(["W(X1,e...%n) X1/[Z1]..-Xn/[20]])) oldugunu
gosteririz. Sonra da Onden eklenmis ilk varlik niceleyicisinin uzunlugu iizerine yapilan

tiimevarim yoluyla bir ¥ tamdeyimi olan J i¢in aynismni ispatlariz. ihtiyacimiz olan anahtar

unsur, ispat kurallarimizin Varlik Genellemesini igerdigidir. Bewr(x;) bir X formiilii oldugu

icin bu ilkenin 6zellenmis hali su olacaktir:

I H(Vz))(Bewr(z1) = Bewr(["Bewr(x1)x1/[z1]])).
Bunu ["¢d"] ile rnekleyerek (L2)'yi elde ederiz. Ayrintili bir ispat olduk¢a zahmetli olacaktir.

(L3)'ti ispatlamak igin tek yapmaniz gerekenin su oldugunu bilelim: (¢ — ) ve P'nin
ispatlarina sahipsek, bu iki ispati birlikte alip Modus Ponens kurali vasitasiyla sonunda 'yi

ekleyerek P'nin bir ispatini elde edebiliriz. Biitiin bilmemiz gereken, aritmetik bitistirme

isleminin diizgiin ¢alistigidir.

Hazir (L1)-(L3)'e sahipken, ikinci Eksiklik Teoremini elde etmek i¢in bunlardan nasil
faydalanacagimizi gormek istiyoruz. Kendine Gonderim Lemmas1 bize dyle bir 0 tiimcesi

verir ki

(a) I'Ho © ~Bewr(['0]).

Suna sahibiz,

(b) [ Ho - ~Bewr(['07]).

(L3) sunu tiiretmemize izin verir:

© [ [Bewr(["(0 - ~ Bewr(["'0"]))')).

(L3)'li uygulayarak sunu elde ederiz:



(d) I' FBewr(['0]) > Bewr(["~ Bewr(['G"])'])).
(L2) bize sunu verir:
(e) ' FBewr(['0™]) » Bewr(["Bewr(['a"])'])).

(~ Bewr(['0"]) = (Bewr(['0"]) » ~ 0 = 0)) bir totoloji, dolayisiyla da I"nin bir teoremi

oldugundan, (L1) vasitasiyla suna sahip oluruz:

(f) [ FBewr(["(~ Bewr(["0"]) = (Bewr(['0"]) = ~ 0 = 0))')).

(L3)'in iki kez uygulanis1 bize sunu verir:

(g [ FBewr([™~ Bewr(["0"])']) = (Bewr(["Bewr(['0"])"]) -
Bewr(['~ 0= 0"]))).

(d), (e) ve (g), dogruluk-fonksiyonlu eklemler vasitasiyla sunu saglar:

(h) [ FBewr(["0"]) = Bewr([~ 0 =0'])).

“Con” tanimin1 da kullanilirsa

(i) I' KCon(I") - ~ Bewr(["0"])).

Bu ve (a) bize sunu verir:

() I HCon(T') - o).

I' tutarli ise, Con(I')'nin, I"'da ispat edilebilir olmadigim1 gdstermek istiyoruz. Buna denk

olarak, Con(I')'nmmn, I'da ispat edilebilir oldugu durumda I'nin tutarsiz oldugunu da

gostermek istiyoruz. Bunu elde etmek icin sunu kabul edelim:

k) [ fCon(D).



(§) ve (k) sunu saglar:

) I'}o.

(L1) vasitasiyla sunu elde ederiz:

(m) [ }Bewr(["07)).

(a) ve (m) bize sunu verir:

(n) I }-o.

(1) ve (n) bize, istenildigi iizere, I 'min tutarsizligini gosterir.X

Birinci Eksiklik Teoremi biraz hayal kirikligina ugraticiydi. Kuskusuz, yaptigi
sOylenen seyi gercekten yapti; yani bize dogru, ispatlanamaz bir ciimle verdi. Fakat bize
verdigi climle, Birinci Eksiklik Teoremi'ndeki tezahiirii disinda, hi¢ kimsenin asla ilgi
duymayacak oldugu garip bir ifadeydi. Teorem, PA'da ispatlanabilir olmayan ilgi ¢ekici hicbir

onerme bulunmamasi ihtimaline kapiy1 agik birakiyordu.

Ikinci Eksiklik Teoremi sayesinde hayal kirikligimiz yok olur, ¢iinkii kuramlarimizin
tutarlt olup olmadiklarin1 bilmek kesinlikle ilgimiz dahilindedir. Boylece Con(PA), PA'da

ispatlanabilir olmayan énemli bir dogruluktur.

Ikinci Eksiklik Teoremini aritmetik dili igin ispatlamistik, ama aym ispat, aritmetik
dilini cevirebilecegimiz her dil igin calisacaktir. Ozellikle, aksiyomlu kiimeler kuraminin,
tutarlt oldugunda, kendi tutarliligin1 ispatlayamaz oldugunu ispatlayabiliriz. Bu kesif,
Hilbert'in programinit aniden durdurmustur. Hilbert, kiimeler kuraminin aksiyomlarinin
tutarliligini, aksiyomlu kiimeler kuramindan ¢ok daha zayif bir sistem i¢inde ispatlamay1
umuyordu. Aksiyomlu kiimeler kuraminin tutarli oldugu kabul edilecek olursa, bu kuramin

tutarliligini ispatlamak i¢in daha giiclii bir kuram gerekecek gibi goriinmektedir. Dolayisiyla,



kiimeler kuraminin tutarhilifi hakkinda bir endise varsa, ise yarar bir tutarlilik ispati elde

edilemeyecektir.

Yorumlamalar1 kullanarak, ikinci Eksiklik Teoremi'nin ispatini, Zermelo-Fraenkel
kiime kuram1 aksiyomlar1 gibi kuramlara dogru, yani PA'dan anlamli bir bicimde daha zengin
olan kuramlara dogru uzatabiliriz. Yine ayni teknigi kullanarak, PA'dan anlamli bir bi¢gimde
daha zayif olan Q gibi kuramlara dogru ispatimizi uzatabiliriz. Q i¢in Ikinci Eksiklik
Teoremini, “Bewpa” yerine “Bewq” koyarak (L1)-(L3)'lin mukabillerini ispatlamak suretiyle
dogrudan ispatlayamayiz. (L2)'yi ispatlamak i¢in tlimevarima ihtiyacimiz vardir ve Q'da
tiimevarima sahip degiliz. Q i¢in ve Q'yu kapsayan diger kuramlar igin Ikinci Eksiklik
Teoremini elde etmek, cok daha dolambacl bir yol izlemeyi gerekli kilar. Oncelikle, PA'dan

daha zayif olmakla birlikte Ikinci Eksiklik Teoremi'nin ispatlanmasina el verecek kadar giiclii

bir I kurami {iretiriz — [y1, tiimevarim aksiyom taslagimi simirlandirmak suretiyle PA'dan

elde ederiz. Sonra, I"'y1 Q'da yorumlamak i¢in, mantiki olmayan terimlere dokunmayan, ama

niceleyicileri uygun bir sekilde sinirlandiran bir ¢eviri yapariz. Q'da CON(Q)nun bir ispatina
sahip olsaydik, I"'da CON(I')'nin ispatin1 elde edebilirdik. Esas olarak Alex Wilkie'ye ait olan

ispat, ayrintilarinda titizdir ve burada biitiin yapabilecegim ispatin tamamini yazilmis olarak
bulabileceginiz Sam Buss'un web sitesinin adresini vermektir;

http://www.math.ucsd.edu/~sbuss/ResearchWeb/handbooklIl/index.html.

Dikkatimizi yeniden PA'ya verecek olursak, bir O ciimlesinin dogru oldugunu

diisiindiiglimiizde onun tutarli oldugunu da diisiinecegiz; yani, suna sahip olmay1

bekleyecegiz:

(Y = Con({y})).

Bu taslagin biitiin 6rneklemeleri ger¢ekten de PA'da ispatlanabilirdir. Bunun kolay olmayan

ispatina burada girismeyecegim. Simdi bundan ¢ikan sonug¢ sudur: I' kurami, sonluca



aksiyomlulastirilmis ise, kendi tutarliligimi ispatlar. Bu nedenle, Ikinci Eksiklik Teoremi'ne
gore I', sonluca aksiyomlulastirilmis ise ve PA'y1 kapsiyorsa, tutarsizdir. Dolayisiyla sunu

elde ederiz:

Teorem (Ryll-Nardzewski). Aritmetik dilinde PA'y1r kapsayan hicbir tutarl

kuram sonluca aksiyomlulastirilamaz.

Bu teorem, aritmetik dilinden kalkip aritmetik dilini ¢evirebildigimiz diger dillere genelleme

yapan ve calismamiza konu olan vargilarin bir¢cogu kadar esnek degildir. Ryll-Nardzewski
teoremi ve onu destekleyen (y — Con({Y})) taslagi kirilgandir. Bunlar aritmetik dili igin

gegcerlidir, ama aritmetik dilini kapsayan diger diller i¢in zorunlu olarak gecerli degildir.

Uzerine diisiindiikten sonra, I" gibi bir aritmetik kuraminmn tiim iiyelerinin dogru

oldugunu onaylamaya istekli oldugumuz durumda, bu kurami bilin¢li olarak kabul ediyor
olalim — bunun biraz garip oldugu biliyorum, ama bir siire sabirli olalim. (Tarski'den

ogrendigimizi aklimizda tutalim: dogruluk simpliciter felsefi olarak kuskulu olmakla birlikte,

aritmetik dilinde dogruluk kavrami sakincasizdir.) I"nin biitiin tyelerinin dogru oldugunu

diistiniiyorsak, kuskusuz I"nin tutarli oldugunu da diisiinmemiz gerekir, ¢iinkii bize tutarsiz
bir ciimleler kiimesinin tiim {iyelerinin dogru olamayacagini sdyleyen Saglamlik Teoremi'ni

biliyoruz. Buradan hareketle I', PA'y1i kapsayan, yinelemeyle aksiyomlulagtirilmis bir

climleler kiimesiyse, I'y1 bilingli olarak kabul ettigimiz durumda Con(I')'y1 da kabul

edecegiz.

I', lizerine dikkatlice diisiindiigiimiizde, kabul etmeye istekli oldugumuz aritmetik
ciimlelerin kiimesi olsun. Lucas ve Penrose'un izniyle, I 'nin etkin olarak sayilabilir oldugunu

farz edersek, I'"y1 bilingli olarak kabul ettigimiz durumda Con(I")'y1 da kabul edecegiz ki bu



da Ikinci Eksiklik Teoremi'ne gore I'nin tutarsiz oldugu anlamina gelir. Bu, kendimizi bilme

yetimize bir sinirlama getirir. Kabul ettigimiz aritmetik ciimleler kiimesinin tutarli oldugunu
farz ettigimizde, kabul ettigimiz aritmetik climleler kiimesini bilingli olarak kabul edemeyiz.
Muhtemelen kabul ettigimiz aritmetik climleler kiimesinin her sonlu altkiimesini bilingli

olarak kabul ederiz, ama biitiinii bilingli olarak kabul etmeyecegiz.

Bu birka¢ sekilde meydana gelebilir. En olast durum, kabul ettigimiz aritmetik
climleler kiimesini tanimlayabilmek i¢in kendi zihin durumumuzun yeterince farkinda

olmayisimizdir. Bu, bana dyle geliyor ki, insanlar i¢in normal kosuldur.

Yine de, fiitliristik bir tiir beyin taramasinin giiya beynimizin sinir ag1 diyagramini
kesfetmek suretiyle bize tam olarak hangi ciimleleri kabul ettigimizi gosterdigi bilim kurgu
durumlan tasarlayabiliriz. Enterprise uzay gemisinin biitiin tibbi imkanlar1 elimizin altinda
olsa bile, durumu, belirli bir anda, o anda kabul etmeye istekli oldugumuz aritmetik ciimleler
kiimesinin Godel kodunu® bilecek seklinde ayarlamamiz ¢ok da kolay degildir. Mesele sudur
ki aritmetik inan¢larimiz biitiiniiyle a priori diisiiniisiimiiziin Uriinleri degildir. Aritmetik
inanglarimizin bazilar1 gegmis duyu deneyimlerimizden—d&rnegin dinlenilen bir dersten ya da
okunan bir kitaptan—kaynaklanir ve yeni duyu deneyimleriyle inanglarimizin gelecekte
degisecegini bekleyebiliriz. Daha 6zelde, beynin ty zamaninda alinan anlik goriintiisiiniin
bilgisayardaki ¢oziimlemesi, bana, kabul ettigim aritmetik ciimleler kiimesinin k Gddel
koduna sahip oldugunu soyliiyorsa, k Godel kodlu climleler kiimesinin tutarli oldugunu kabul
ederek bu bilgiye karsilik verebilirim. Ama bu, kendi tutarliligini belirten bir climleler

kiimesine inandigim anlamina gelmeyecektir. Bunun yerine, izleyen t; zamaninda, bilgisayar

1 Yinelemeli olarak sayilabilir bir kiimenin Godel kodunun, bu kiimenin kaplanu

oldugu X tamdeyiminin Gédel sayis1 oldugunu sdyleriz.



ciktistn1 gordiikten sonraki aritmetik inanglarimin kiimesi, 6nceki ty zamaninda inandigim
climleler kiimesinin tutarli oldugu Onermesini kapsar. Seyleri, belirlenen bir zamanda, o
zamanda kabul etmeye istekli oldugumuz aritmetik ciimlelerin kiimesinin koduna sahip

olacagimiz sekilde ayarlayabilmek i¢in daha dolambagli bir yol izlememiz gerekir.

Beyninizin eksiksiz bir devre ¢dziimlemesinin size sOylemesi gereken yalnizca kabul
ettiginiz ctimleler degildir; nasil ki bir toplama makinesinin eksiksiz bir devre ¢oziimlemesi
size, makinenin, farkli miimkiin tus vuruslar1 kombinasyonlarina nasil yanit verecegini
sOyleyecekse, bu ¢oziimleme de, gelecekte alabileceginiz farkli duyu girdilerine yanit olarak
kabul edecek oldugunuz ciimleleri de soylemelidir. Bu, size f gibi bir fonksiyon i¢in ayrintili
bir betimleme saglayacaktir, dyle ki herhangi bir miimkiin i duyu girdisi i¢in f(i), i'yi
deneyimledikten sonra kabul edeceginiz aritmetiksel ciimleler kiimesinin Godel kodudur.

Sozedilen f fonksiyonu, gegis fonksiyonunuz olsun.?

Yeni duyu girdilerinin zihin durumlarinizi nasil etkileyecegini tahmin etmek miimkiin
degildir. Belki, bir alayci kusun sarkisi, beyninizin 6nceden pineklemekte olan bir kdsesini
uyandiracak ve oOteki tiirlii elde edilmesi imkansiz matematiksel bir kayrayisin tadinm
¢ikarmaniza imkan tantyacaktir. Zihnin saat diizenegi modeli dogruysa, yeterli caba,
beceriklilik ve teknik kudret sayesinde, kabul etmeye istekli oldugunuz aritmetik ciimleler
kiimesinin Godel kodunu bilir hale gelmeniz kuram diizeyinde miimkiindiir. Bu amagla, alayci
kus sesleri gibi dikkat dagitan deneyimlerin etkilerini en aza indirmeye c¢alisalim ve genel
anlamda, zihin durumunuzu 6grenmenin zihin durumunuzu degistirecegi gergegiyle nasil basa
¢ikacaginiz sorusuna odaklanalim. Oyleyse farz edelim ki, duyulardan mahrum birakildiginiz

bir odaya yerlestirildiniz ve LED ekranda goriinecek bir Arap rakamindan baska duyularinizi

2 Iyice basitlestirmek icin, beyninizin belirlenimeci oldugunu varsayryorum. Bu,

bildigim kadariyla, gercek hayatta heniiz kesinlesmis degil.



uyaracak bir sey yok. k sayisini, k'ya karsilik gelen rakamin LED ekranda goriindiigii durum
icin bir kod gibi kullanarak, ge¢is fonksiyonunuzun rakam girdileri aldigin1 diisiinebiliriz.
Odaya girdiginizde beyninizin anlik bir goriintiisii alinir ve gecis fonksiyonunuzun Gdodel
kodunu belirleyen bir bilgisayara aktarilir. Sonra bu koda karsilik gelen Arap rakami LED
ekranda yansitilir. Diyelim ki say1 k'dir. Bu durumda, ekran1 gordiikten sonra kabul etmeye
istekli oldugunuz aritmetik ciimlelerin kiimesinin Godel sayisini bileceksiniz. Bu, k girdisi
tizerine k Godel kodlu fonksiyonun—buna “f” diyelim—ciktisidir. Boylece kendi Godel

sayinizi bileceksiniz.

Sirf f(k) tarafindan kodlanmig kiimenin biitiin {yelerini kabul etmeye istekli
oldugunuzu bildiginiz i¢in, bu kiimenin biitiin iiyelerinin dogru oldugunu da kabul etmeye
istekli olmali misiniz? Kiimedeki her bir climleyi kabul etmek i¢in, dolayisiyla da ciimlenin
dogru oldugunu kabul etmek i¢in yeterli sebebiniz var. Fakat bu, kiimedeki biitlin ciimlelerin
dogru oldugunu kabul etmek icin bir sebebiniz oldugunu goéstermez, ¢iinkii bazen kendimizi
Oyle bir durumda buluruz ki, bir genellemenin her bir Orneklemesini kabul ederken
genellemenin kendisini kabul etmeyiz. f(k)'nin biitiin tiyelerinin dogru oldugu iddiasini1 kabul
eder bir durumdaysaniz, bunu kabul etmenize yol agan delil matematiksel degil psikolojik
olacaktir. LED'1 gozlemlemek, size yeni herhangi bir matematiksel kavrayis kazandirmis
degildir. Kullanilan araglara giivendiginiz géz oniinde tutulursa, bu goézlem size psikolojik
durumlariniz hakkinda bir sey sdylemekle kalir. Soru sudur: f(k)nin biitiin ¢iktilarin1 kabul
etmeye istekli oldugunuz seklindeki psikolojik gercegi biliyor olmaniz, f(k)'nin biitiin

ciktilarinin dogru oldugunu kabul etmeniz i¢in iyi bir sebep midir?

Soyle akil yiiriittiigiiniizi tasarlayabiliyorum: “Biliyorum ki dikkatli, usul bilir ve
zekiyim ve 1iyi bir sebep olmaksizin higbir seyi kabul etmem. Matematiksel hatalar yapan biri
degilim. Oyleyse kabul etmeye istekli oldugum seylerin dogru oldugundan da emin
olabilirim.” Umarim bu sekilde akil yiiriitmiiyorsunuzdur, ¢iinkii bu bana son derece kibirli

geliyor. Ve zaten bu kibir derhal cezalandirilacaktir. Kabul etmeye istekli oldugunuz seylerin



dogru oldugunu kabul ediyorsaniz, kabul etmeye istekli oldugunuz seylerin tutarli oldugunu
da kabul etmeye istekli olacaksinizdir, ve bu, Ikinci Eksiklik Teoremi'ne gore kabul etmeye

istekli oldugunuz seylerin tutarsiz oldugu anlamina gelecektir.

“Kabul etmeye istekli’nin muglak bir tabir oldugu gerceginden faydalanarak daha
yiikksek kabul standartlar1 benimsemek suretiyle kibirlilik ithaminin iistesinden gelmeye
calisabilirsiniz. “Cogu zaman,” diye kabul edebilirsiniz, “benden bir sonraki kisi kadar hata
yapmaya acigim. Fakat an itibariyla, bir aritmetik ifadeyi ‘kabul etmek’ten bahsettigimde bu
ifadeyi, titiz matematiksel kesinligin en yiiksek standartlari altinda benimsemeye istekli
oldugumu kastediyorum. Burada ‘kabul etmek’ tabirini boyle anliyorum ve gegis-fonksiyonu-
tanima programini, bu yiliksek kesinlik standardini yansitacak sekilde programlamigtim.
Kuskusuz, boylesine yiikseltilmis epistemik kistaslarim varsa, kabul etmeye istekli oldugum
seylerin dogru oldugundan emin olabilirim.” Isin kétiisii, bu cok yiiksek standartlari
benimsemek, kabul etmeye istekli oldugunuz seylerin dogru olduguna inanmay1 gercekten de
daha makul kildig1 halde, kendi dogruculugunuza olan inanciniz, her ne kadar akla uygun olsa
da, o ¢ok yiiksek standartlarinizi karsilayacak kadar giivenli degildir. Standartlar yiikseltmek,
kabul ettiginiz seylerin dogru da oldugu inanciniz da dahil olmak iizere, inanglarinizin “kabul

edilir” sayilmasini daha zorlastirir.

Sonucgta Lucas-Penrose ¢ikarimindan alinacak ders kanimca bir tevazu dersidir. Biz
insanlar, oldukca yanilabilir varliklariz ve dikkatlice akil yiiriitiiyor oldugumuzda bile kabul

ettigimiz seylerin dogru oldugundan, hatta tutarli oldugundan bile emin olamayiz.

Dikkatimizi, I" kuramimizi, Peano aritmetiginde oldugu gibi, bilingli olarak kabul
ettigimiz duruma gevirelim. Bu, yalnizca I'nin iiyelerinin tutarli oldugunu varsaymakla
kalmayip onlarin dogru olduguna da inandigimiz anlamina gelir. Elbette, I"'nin tiyelerinin
dogru oldugu iddiasi, I'min tutarli oldugu iddiasinin aksine, aritmetik dilinde

gosterebildigimiz bir sey degildir. Fakat, I 'nin dogru oldugu inancimizin, kabul etmeye istekli



oldugumuz saf aritmetik climleler iizerinde bir takim yansimalari olacaktir. Verili bir ¢

aritmetik ciimlesi i¢in ¢'nin dogru olup olmadigini bilebilir veya bilemeyebiliriz, ama I "nin
biitiin lyelerini dogru saydigimiz ve dogru bir kuramimn biitiin sonucglarint dogru kabul
ettifimiz i¢in  @'nin, ["min bir sonucu oldugunda dogru da oldugunu bilecegiz. Yani,

Yansitma Aksiyomlar1 olarak bilinen seylerin tamamini kabul etmeye istekliyiz:

(Bewr(["¢™]) = P).

Bunlar “Yansitma Aksiyomlar1”dir ¢iinkii onlar1 dogrudan I"dan degil, I"nin dogru

olarak kabul etmeye istekli oldugumuz bir kuram oldugu gercegi lizerine yansitma yaparak
(yani, bir kez daha diistinerek) elde ederiz.

Yansitma Aksiyomlari, bilingli olarak I'y1 kabul etmeye istekli oldugumuz igin kabul
etmeye istekli oldugumuz Snermelerdir. Hangileri gergekten IMmin sonuglaridir? Elbette, O,

I'nin bir sonucu ise (Bewr(['®']) = &) kosullusu da I'nin bir sonucudur, ¢iinkii ardilini
(yani, kosulu) ispatlayarak bir kosulluyu ispatlayabilirsiniz. Yansitma Aksiyomlar1 arasindan

yalnizca bunlarin [ "da ispatlanabilir oldugu ortaya ¢ikar:

Lob Teoremi. I', PA'yr kapsayan, yinelemeli bir ciimleler kiimesi olmak
kaydiyla, ancak ¢ I'nin bir sonucu ise, (Bewr(['®']) —» ¢) Yansitma

Aksiyomu I 'nin bir sonucudur.

Ikinci Eksiklik Teoremi'ni, ¢'yi “ ~ 0 = 07a esit alarak Léb Teoremi'nin 6zellemesi

olarak tiiretebiliriz. Diger taraftan, Lob Teoremi'ni ikinci Eksiklik Teoremi'nden tiiretebiliriz.

Lob, teoremi ilk olarak boyle ispatlamamistir; bu, Saul Kripke'ye ait olan sonraki bir ispattir.

Ispat (Kripke): Kullandigimiz kilit olgu sudur: herhangi bir {J ve 8 icin, Bewr(["({/ — 0)']),

ispatlanabilirlik bakimindan Bewrugyy([0])'ya esittir. Bunu gormek kolaydir. Elimizde (y —



0)nin I"dan tiiretimi varsa, 0'min, I' U {{s}'den iiretimini, Onciil Tamtim1 yoluyla {'yi bir
satir olarak eklemek, sonra da Modus Ponens yoluyla 0'y1 eklemek yoluyla elde edebiliriz.
Bunun tersi olarak, elimizde O'min, I' U {{/}'den ispat1 varsa, Kosullu Ispat yoluyla ({y -

0)'nin I"'dan tiiretimini elde ederiz.

Lob Teoremi'nin ispatini, tamdevrigini ispatlayarak verebiliriz, yani, ¢®'nin ['nin bir
sonucu olmadigini varsayarak ve (Bewr(["®"]) = ¢)'nin, I"'nin bir sonucu olmadigi vargisini
tiireterek. @, I'min bir sonucu olmadigi i¢in I' U {~ ¢} tutarlidir. Ikinci Eksiklik

Teoremi'nden de anlasildigi gibi I' U {~ ¢}, kendi tutarlihigini ispatlamaz, dyleyse sunu elde

ederiz:
' U {~ ¢} fCon(T U {~ d}).
T U {~ ¢} k~ Bewruggy(['~ 0 =0]).
TV {~ &} k- Bewr(['(~ = ~0=0)").
TV {~ ¢} k~Bewr(['$p™)
(¢iinkii (~ ¢ — ~ 0 = 0) ve ¢ ispat kurami bakimindan denktir).
[~ & = ~Bewr(["d).

I kBewr(('$™]) - ¢).x

Lob Teoremi sOyle ortaya cikmisti: Godel, kendi kendinin PA'da ispatlanamaz
oldugunu one siiren bir ciimle olusturdu ve bu ciimlenin PA'da dogru fakat ispatlanamaz
oldugunu gosterdi. Leon Henkin, bunun yerine, kendi kendinin PA'da ispatlanabilir oldugunu
one siiren bir climle olustursaydik ne olacak oldugunu merak ediyordu. Boylesi bir ciimle

ispatlanabilir olacak m1ydi? Dogru olacak miydi? Lob, Henkin'in sorusunu cevaplamak igin,



¢ 'nin, kendi kendinin PA'da ispatlanabilir oldugunu 6ne siiren bir ciimle oldugu, dolayisiyla

sunun saglandigi durumda
PA H © Bewr(['$]),

d'nin, PA'da ispatlanabilir (ve bdylece de dogru) oldugunu gésterdi. Lob, makalesini Journal

of Symbolic Logic'e gonderdi, ki makale oradan da hakemlik yapmasi i¢in Henkin'e
gonderildi. Henkin, Lob'lin ispatinda, varsayimin sadece tek yoniinii kullandigini fark etti.

Boylece Lob Teoremi, bugiin sahip oldugumuz haliyle dogmus oldu. iste L&b'iin ispati:

Ispat (Lob): ¢ verildiginde Kendine Gonderim Lemmasi'n1 kullanarak &yle bir § tiimcesi

olusturalim ki:
(i) I'HS & (Bewr(['8']) = ¢)).

(i), dnermeler dizgesi kurallar1 yoluyla sunu dogurur:
(ii) I'HS = Bewr(['8°]) = ).

(L1) bize sunu verir:

(iii) T [Bewr([(8 — (Bewr(['8"]) = $))'].

(L3)'lin iki kez uygulanis1 bize sunu verir:

(iv) I' FBewr(["87]) = Bewr(["Bewr(["8"])"]) = Bewr(["$™]))).
(L2) sunu dogurur:
v) I HBewr(['6"]) - Bewr([Bewr(["8"])'])).

Soyle bir dogruluk-fonksiyonlu bir ¢ikarim yoluyla

(@-@B-v)



(a-PB)
2 (=)
sunu tiiretiriz:
(vi) ' HBewr(["8']) = Bewr(["$])).
L3b Teoremi'nin varsayimi olarak sunu kabul edelim:
(vii) I FBewr(['d]) - ).
(vi) ve (vii) bize sunu verir:
(viii) I' KBewr(['8°]) = )
(i) ve (vii) bize sunu verir:
(ix) ['}S.
(L1)"i kullanarak sunu tiiretiriz:
() T FBewr([8]).
(viii) ve (x) bize istenildigi iizere sunu verir:

(xi) I'to.x



