Godel’in Birinci Eksiklik Teoremi

Birinci Eksiklik Teoremi. I tutarli bir X aksiyomlar kiimesi ise ve Q’ yu

kapsiyorsa, bu durumda I"” da ispatlanamayan dogru bir ciimle vardur.

Ispat. Craig Teoremi'ni kullanarak I’ nin A oldugunu kabul edebiliriz. Kendine génderim

lemmasini kullanarak dyle bir ¢ ciimlesi bulalim ki

Q F (¢ < —~Bewr([- )

olsun. @, I’ da ispatlanabilir olsaydi, Bewr([r $]) dogru bir ¥ tiimcesi olurdu;

dolayisiyla Q’ da ve de I"” da ispatlanabilirdi. Fakat bununla birlikte hem ¢ hem de (¢ <

—Bewr([r$p])) [ daispatlanabildiginden, —~ Bewr([r $]) da I’ da ispatlanabilir. Bu

durum I nin tutarli olmasiyla gelisir.

@, I’ da ispatlanamadigindan, Bewr([~ ¢ 1) yanlistir. Bundan dolay1

—Bewr([r ¢ -]) dogru ve ¢ da dogrudur.[X]

Sonug¢. Q’ yu kapsayan ve w-tutarli her £ aksiyomlar kiimesi eksiktir; yani

kuramda ne ispatlanabilen ne de ciiriitiilebilen climleler vardir.

Ispat. Daha once yaptigimiz gibi I' aksiyomlar kiimemizi A olarak alabiliriz. ® birinci

eksiklik teoreminin ispatinda diisiiniilmiis olan ciimle olsun. @’ 1n " da

ispatlanamadigini zaten gordiik. Dolayisiyla, biitiin m’ ler i¢in, m, -’ n [” daki bir



ispatinin kodu degildir. Br formiilii Q’ daki {<x,y> : x [’ da y’ nin bir ispatinin kodudur}’

u giiglii bir sekilde temsil ettiginden —[m] Br [ & ], Q’ da ispatlanabilir, dolayisiyla da

[ da ispatlanabilir. I" , w-tutarli oldugundan, (3y) y Br[r -], " da ispatlanamaz. Yani

Bewr([r$]), [” da ispatlanamaz ve bundan étiirii ~¢ , I" da ispatlanamaz. X

¢, " da ispatlanabilir olmadigindan —¢ , I ile tutarlidir ve dolayisiyla (3y) y Br

[r ] de [ ile tutarhidir — biitiin m’ ler igin =[m] Br [~ ¢ ]’ in [’ nin bir sonucu olmasina

ragmen. Sonug olarak, I' U {(3y) y Br[r 1]}, tutarli ama w-tutarsiz bir kurama &rnektir.
Godel’ in ispatindan kisa siire sonra, Barclay Rosser w-tutarlilik varsayiminin
gerekenden daha kuvvetli oldugunun farketmistir.

Daha Kuvvetli Sonu¢ (Rosser). Q’ yu kapsayan ve tutarli olan herhangi

bir X aksiyomlar kiimesi eksiktir.

Rosser bunu, asagidaki ifadeye ispat kurami bakimindan denk olan bir 0 tiimcesi kurarak

ispatlamistir:

(Vy)(y Br[r07]= (3z<y)z Br[r70"]).

Verilen ispat, her A kiimesinin kuvvetli bir sekilde temsil edilebildiginin ve her &

fonksiyonunun fonksiyonel olarak temsil edilebildiginin ispatlarina olduk¢a benzerdir.

Aslinda bu ispatlarin fikri temeli Rosser’ in ispatidir. Rosser’ in fikrini her A kiimesinin



kuvvetli olarak temsil edilebildigini ispatlamak i¢in kullandigimizdan, sdyle bir ispat

yapabiliriz:

Daha Kuvvetli Sonug. (Tarski, Mostowski, and Robinson). Q’ da

ispatlanabilen climleleri barindirip, ¢iiriitiilebilenleri digsarida birakan

herhangi bir A kiimesi yoktur.

Bunun Rosser’ in sonucunu isaret ettigine dikkat ediniz; ¢linkii I" eksiksiz olsaydi, I"” nin
sonuglari kiimesi X olurdu ve " nin sonuglari kiimesinin tiimleyeni, yani {ciimle

olmayanlar} U {0 tiimceleri: =0, [’ nin bir sonucudur}da X olurdu.

Ispat. D’ nin Q’ da ispatlanabilen ciimleleri kapsayp ciiriitiilebilen tiimceleri kapsamayan

bir A kiimesi oldugunu varsayalim. 8(x), D’ yi Q’ da giiclii bir sekilde temsil ediyor olsun

ve kendine gonderim lemmasini su 1] tlimcesini bulmak i¢in kullanalim

QFm <=8 ([m-D).

D’ nin Q’ da ¢iiriitiilebilen tiimceleri disarida biraktig1 varsayiminin aksine, r1-, D’ de

ise 0 zaman & ([r1]), Q’ da ispatlanabilir ve 1], Q’ da giiriitiilebilir. Bu durumda r1 -,

D’ de olmamalidir. Yani, D’ nin Q’ da ispatlanabilen ciimleleri barindirdig1 varsayiminin

aksine, ~0([r1n"])’ yi Q’ da ispatlayabiliriz ve 1] de Q’ da ispatlanabilir. Celiski.[X]

Bir kuram, sonuglarinin kiimesi A ise, ve ancak boyleyse, karar verilebilirdir. Bu

kullanim kafa karistiricidir. Peano Aritmetigi'nin karar verilebilir oldugunu sdylerseniz,



dogru bir sekilde bir ciimlenin PA’ nin bir aksiyomu olup olmadigin belirlemek i¢in bir
algoritmanin varligini belirtiyor veya yanlis bir sekilde bir tiimcenin PA’ nin
aksiyomlarinin bir sonucu olup olmadigini belirlemek i¢in bir algoritma oldugunu
belirtiyor olabilirsiniz. Uygulamada yerlesmis olan, ikinci okumay1 kabul etmektir; ancak
bu kolaylikla kafa karistiran bir uygulamadir. Bu durum siklikla yapilan bir hatadan,
“kuram” ile kastedilenin bir aksiyomlar kiimesi mi yoksa bir aksiyomlar kiimesinin
sonuglarinin kiimesi mi oldugunu agikliga kavusturamamaktan kaynaklanir. Bu talihsiz

kullanimu siirdiirerek asagidakine ulasiriz:
Teorem. Karar verilebilir hi¢bir kuram Q ile tutarl degildir.

Ispat. Burada Q’ nun, PA’ dan farkli olarak, tek bir ciimle olarak yazilabiliyor olusunu

kullanacagiz. (), Q ile tutarl karar verilebilir bir kuram olsayd, {¢ tiimceleri: (Q » @),

)’ nin bir sonucudur} kiimesi, Q’ nun sonuglarini barindiran ve Q’ da giiriitiilebilen

ciimleleri barindirmayan bir A kiimesi olurdu.[X]

Church’ un Teoremi. Yiiklemler dizgesinde gegerli olan ciimlelerin

kiimesi A degildir.

Ispat. Gegerli ciimleler kiimesi Q ile tutarlidir; 6yleyse karar verilebilir bir kuram

olmamasi beklenir. [X

®, PA’ nin Godel ciimlesi ise — yani, “PA’ da ispatlanabilir degilim” diye belirten

ciimle — bu durumda ¢, PA’ da ispatlanabilir olmasa da, ¢’ nin dogru oldugunu kabul



edebiliriz. Sonug olarak, PA dogru olarak kabul ettigimiz her seyi barindirmaz. PA’ nin bu
durumu 6zel bir durum degildir. PA’ y1 en sevdiginiz ¥ kurami ile degistirin — yine ayni

cevabi alirsiniz.

[” y1 aritmetik dilinin dogru kabul edebilecegimiz ciimlelerinin kiimesi olarak

alirsak ne olacagina bakalim. Bununla yalnizca formel sistemde ispatlayabilecegimiz
climleleri kastetmiyorum. Kullanilabilecek her tiirlii bilme yontemiyle dogrulugunu kabul
edebilecegimiz ciimleleri kastediyorum. Bu bilme yontemlerinden bir tanesi ispattir ve
bir climle dogru olarak kabul edilebilen baska climlelerden ilkece ¢ikarilabiliyorsa, bu
¢ikarim uygulamada bag edilemeyecek denli karmasik olsa dahi o climleyi dogru kabul

edecegiz.

[’ nin X oldugunu varsayarak, I' 'nin Godel ciimlesini olusturabiliriz. @, I” dan

¢ikarilamiyor olsa bile, §’ y1 dogru kabul edebiliriz. Burada biraz duralim. I nin dogru

olarak kabul edebilecegimiz her seyi barindirmas: gerekiyordu, ne var ki ¢ dogru olarak

almabilecek bir ciimle olmakla birlikte [ nin bir sonucu degildir.

J.R.Lucas’ in* bundan ¢gikarmamizi istedigi sonug, dogru kabul edebilecegimiz

aritmetik ciimlelerin kiimesinin X olmadigidir. Bu felsefi nem tasiyan bir neticedir. Insan

1

! “Minds, Machines, and G6del”, Philosophy 36 (1961): 120-24. Cikarim Roger Penrose
tarafindan devam ettirilmistir, The Emperor s New Mind (New York ve Oxford: Oxford University Press,
1989).



zihnini anlamanin yolunun, onu devasa bir hesaplama makinesi olarak incelemek
oldugunu kabul eden hesaplamaci zihin modeli i¢in vahim sonuglar dogurur. Fakat ortaya
¢ikan sonuglar bununla da kalmaz. insan zihninin yaptiklari bir Turing makinesiyle taklit
bile edilemez. Sembolik girdiler alip yine sembolik ¢iktilar veren siradan herhangi bir
mekanik aletin islemleri bir Turing makinesi ile temsil edilebilir. Bu, ¢elik ve plastikten
miitesekkil, silikon tabanli bir ana islemciye sahip aygitlarin yani1 sira et ve kandan
miitesekkil, karbon tabanli bir ana islemciye sahip mekanik aygitlar i¢in de gecerlidir.

Insan zihniyse herhangi bir mekanik sistemin taklit edemeyecegi ilahi pariltilar tagir.

Pek ¢ok filozof Lucas’ in argiimanina kars1 koymaya ¢aligmistir ancak argiimanin
hangi kisminin reddedilecegine dair bir fikir birligi olusmamuistir. Lucas’a karsit
fikirlerden biri sudur: Gédel ciimlesinin varliginin kendi basina sasirtici bir sonucu
yoktur. Lucas’ in ¢ikarimini gergekten isler kilan, Godel ciimlesini agik¢a yazabilecek ve

bir kez yazdik m1 dogru kabul edebilecek olmamizdir. Sonuglarinin tamami, dogru kabul

edebilecegimiz aritmetik ciimleler olan bir X ciimleler kiimesinin varlig1, boyle bir Godel

ciimlesi yazabilmemiz i¢in yeterli degildir. X kiimesini agik¢a tayin de edebiliyor
olmamiz gerekir. Lucas’ in ¢ikarimindan ¢ikarilacak sonug, insan zihninin yaptiklarini (ya
da en azindan insanin zihni etkinliginin aritmetige hasredilmis kismin1) temsil edebilecek
bir bilgisayar programinin olmadig1 degildir. Varilacak sonug, boyle bir program varsa,
onun ne oldugunu séyleyemeyecegimiz ya da yeterince kesin bir bigimde bu programi ve

Godel climlesini yazamayacagimizdir.

Bu tiir bir cevap Lucas’ in vardigi sonuca karsi koyabiliyor olsa da bizi Lucas’ in

isaret ettigi yolun biraz asagisina siiriikler. Bir saat veya hesap makinesi gibi siradan bir



mekanik aygiti ele aldigimizda, aygitin tam olarak nasil ¢alistigini - arka kapag: sokiip
aygit1 yakindan inceleyerek — gérmenin miimkiin oldugunu anlariz. Ayn seyi gergek
hayatta bir insana yapmanin biiyiik zorluklar1 vardir. Fakat Godel’ in teoreminden 6nce
bir insan i¢in kendi programini bilmenin ilkece imkansiz oldugunu da diisiinmiiyorduk.
Ne var ki, mekanik bir aygitin nasil ¢alistigini ayrintisiyla bilmek en azindan kuramda
miimkiin olmakla birlikte bir insan i¢in kendi programini kuram diizeyinde dahi bilmek
imkansiz oldugundan, insanin salt mekanik bir aygittan aslen farkli oldugu goriiliir.

Uluhiyet kivilcimlari, kor halinde bile olsa, hala oradadir.

Buna cevap olarak, bir failin dogru sayabilecegi ciimleleri bilmek i¢in, failin
zihninin nasil ¢alistigini1 ayrintili olarak bilmenin yeterli olmayacagi sdylenebilir. Hangi
aritmetik ctimlelerin dogru oldugunu da bilmek gerekir; bir ctimlenin dogru kabul
edilebilmesi i¢in, o ciimle dogru da olmak zorundadir. Bir failin sadece zihin durumunu
inceleyerek, failin ne gibi ciimleleri dogru kabul ettigini, yani hangi climlelere inandigin1
belirlemekten 6tesini umamayiz. Ciimleleri dogru olarak kabul etme edimlerinden
hangilerinin dogruyu bilmek sayilmasi gerektigini sdylemek igin, failin i¢ durumunun
yani sira dogal sayilar sistemini de tanimamiz gerekir. Lucas'in ¢ikarimini baglatabilmek
i¢in, [” y1, failin dogru olarak taniyabildigi ciimlelerin kiimesi degil de, faildeki inang
olusturma islemlerinin failin dogru kabul etmesine izin verdigi climlelerin kiimesi olarak
almaliyiz. Fakat Lucas’ in ¢ikarimi bu diizeltmeden sonra sunu gésteriyor olmaz mi:
tamamen mekanik olan bir sistemi yakindan inceleyerek sistemin ¢iktilarini ortaya
koymak ilkece miimkiin olsa bile, aynisini insan aklinin ¢iktilari i¢in yapmak

imkansizdir?



Olmayabilir. Birinci Eksiklik Teoremi, I tutarli ise, I"” ya karsilik gelen Godel

climlesinin dogru oldugunu gosterir. Peki, dogru kabul ettigimiz aritmetik ctimlelerin
kiimesinin tutarli oldugunu nasil bilecegiz? Gayet tabi ki bu kiimenin tutarli oldugunu
ummak isteriz; fakat inan¢ olusturma mekanizmasini inceleyerek bir geliski iiretip
iiretmedigini soylemeyi bekleyemeyiz ve bu sebeple verili bir Turing makinesinde bir
aksaklik olup olmayacagim onun programini inceleyerek sdyleyemeyiz. ikinci Eksiklik
Teoremine geldigimizde ayrintistyla gérecegimiz gibi, tutarl aritmetik kuramlar1 kendi
tutarhiliklarini ispatlayamazlar. Elimizdeki Godel ciimlesinin dogrulugundan emin
olamay1z, ¢iinkii inanglarimizin tutarliligindan emin olamayiz. Nihayetinde

karsilastigimiz sey ilahi pariltilar degil, bir algakgoniilliiliik ¢agrisidir.

Godel’ in teoreminin felsefi sikintilara sebep oldugu bir diger yer matematigin
temelleriyle daha dogrudan alakalidir. Matematikgiler, on dokuzuncu yiizy1l 6ncesinde
yaptiklari islerle ilgili herhangi bir giiven sikintis1 yasamiyorlardi. Geometriciler uzayin
yapisini ¢alistyorlardi (bu yapinin bizim uzayi temsil etme yollarimizdan ne kadar
bagimsiz oldugu tartismali olsa da). Okliddist Geometrilerin belirmesiyle, bu ¢alisma
sekli savunulamaz hale geldi. Geometriciler farkli ve birbirleriyle bagdasmayan pek ¢ok

sistemi ¢aligmaktalar ve gergekligin yapisini hepsi birden tarif ediyor olamaz.

Geometriye dair geleneksel tutum Platoncu degil bir tiir Aristoteles¢i gergekeilikti.
Platon’ a gbére matematiksel varliklar kendilerine has katiksiz bir alemde, bedenlerin ve
algilarin degisimlerinden bagimsiz, ebedi-ezeli olarak vardirlar. Dogmadan 6nce saf ve
bozulmamis olan aklimiz onlar1 dogrudan algilayabilirken, simdi bedenlere sahip
oldugumuzdan matematiksel anlama yetimiz, 6nceden agik¢a gorebilmis olduklarimizi

animsamaktan ibarettir. Cagdas diisiiniirler matematiksel bilginin nasil edinildiginin bu



aciklamasini akla yatkin bulmazlar ve bundan dolayr matematiksel Platoncular i¢in
(matematikgilerin, gercekten var olup da uzay ve zamanda olmayan seyleri ¢alistiklarina
inananlar i¢in) ortaya temel bir giicliik ¢ikar: Madem bizi etkilemiyorlar, bu seyleri nasil

bilecegiz? Nedensel bir eylemleri yoksa neden bilimsel a¢idan bu kadar kullaniglilar?

Aristotelesvari gercekeilik bu giigliikkten sakiniyordu. Aristoteles’ in matematiksel
nesneleri Platon’ un nesnelerinin oldugundan farkli bir anlamda “soyut”tu. Aristoteles’e
gore geometriciler siradan fiziki nesneleri ¢alisiyorlardi ve bu nesneleri “soyut” bir bakis
acistyla, biiyiikliik, bicim ve konumu dikkate alip renk, desen, agirlik, koku ve tadi géz
ard1 ederek degerlendiriyorlardi. Bu bakis acis1, Okliddisi geometrilerin ortaya cikisiyla

cazibesini iyice kaybetti.

On dokuzuncu yiizyilin sonuna dogru, matematikgilerin ne yaptigina dair bir
baska degerlendirme bigimi goze carpar oldu. Buna gore matematik herhangi bir seyle
“ilgili” degildir. Matematikgilerin yaptig1, aksiyom sistemlerinin sonuglarini dokmektir.
Hangi aksiyomun maddi gergekligi tarif etmekte kullanigh olacagi matematikgiyi
ilgilendiren bir soru degil, fizik¢inin ugrasacagi bir sorudur. Matematik dilinin,
aksiyomlarin dogru kilacak herhangi bir yorumu varsa, ayni yorumun teoremleri de
gercekleyeceginden emin olabiliriz. Fakat matematikei bu tlirden bir yorumun varligi

veya yoklugu iizerine diisiinmez.

“Formalist” bakis agisi, cebircilerin yaptiklarini dogru tarif eder. “Grup”, grup
teorisinin aksiyomlarini gergekleyen herhangi bir seydir ve bir grup kuramcisinin yaptigi
da aksiyomlar1 gercekleyecek her sey icin gegerli olan 6zellikleri kesfetmektir. Bu resim,

say1 kuramcilarinin yaptiklarini yakalayamaz. Say1 kuraminin aksiyomlarini ne olarak



alirsak alalim, bu aksiyomlarin sonucu olmayan ve dogru — dilin “tercih edilen
model”inde dogru - kabul edilebilecek baska ifadeler de olacaktir. Bunun boyle oldugunu

gostermekle, Birinci Eksiklik Teoremi, formalist konumun siirdiiriilmesini zorlastirir.



