Peano Aritmetigi

Peano Aritmetigi* veya PA, Robinson Aritmetigi'ne tiimevarim aksiyom taslagimi

ekleyerek elde ettigimiz sistemdir:

(R(0) A (Vx)(R(x) = R(sx))) = (VX)R(x)).
Bu su anlama gelir: “R” taslak harfi yerine bir tamdeyim koyduktan sonra biitlin bagsiz
degiskenleri baglamak icin basa tiimel niceleyiciler eklemek suretiyle taslaktan elde
ettigimiz aritmetik dilinin herhangi bir climlesi, PA'nin bir aksiyomudur. Boylelikle PA,
sonsuz sayida tiimevarim aksiyomunun yani sira (Q1)'den (Q11)'e kadarki aksiyomlardan
olusur.

Tlimevarim aksiyom taslagi, dogal sayilar hakkinda akil yiiriitirken kullanilan
tanidik bir yontemi formellestirir. Her dogal sayinin, “R” yerine koydugumuz tadeyimin
ifade ettigi Ozellige sahip oldugunu gostermek icin 0'm bu o6zellige sahip oldugunu
gostererek baslariz; bu kaynak durumdur. Daha sonra kosullu ispat yoluyla

(VX)R(x) = R(sx))
kosullusunu tiiretiriz; R(x)'i tiimevarim varsayimi kabul eder, sonra da R(sx)'i tiiretiriz.
Matematiksel timevarim kurali, (Vx)R(x)'e varmamiza imkan verir.

Esas itibariyle dogal sayilar hakkindaki biitiin olagan matematiksel akil

yiiriitmelerimiz PA'da formellestirilebilir. Dogrusu, ¢ocukluktan beri sorgusuz sualsiz

kabul ettigimiz temel aritmetik hakikatlerinin ispatlarin1 {iretirken yasadigimiz en

Peano aksiyomlar1 denilen aksiyomlar ilk olarak Richard Dedekind
tarafindan deyimlestirildi. Peano bunlardan sadece bir dipnotun izin verdigi kadariyla
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bahsetmis olsa da kullanilagelen isim “Peano Aritmetigi” oldu.



baslardaki hantallik bir yana birakildiginda, PA'daki akil yliriitme, olagan aritmetik
diistinmeden neredeyse ayirt edilemezdir.
Yalnizca neler olup bittigine dair bir fikre sahip olmak ugruna bu baslangig
ispatlarinin birkagini formel olmayan bir sekilde burada icra edecegim.
Onerme 1. PA |-(Vx)(x =0V (Jy)x = sy).
Ispat: Asagidaki timevarim aksiyomunu kullaniriz:

[[0=0V (Ay)0=sy) A (VX)(x=0V Ty)x=sy) = (sx=0V (Ty)sx =

sy)] = (Vx)(x =0V (y)x = sy)]
Onciil, salt mantigim bir teoremidir.[X

Onerme (Proposition) 2. PA H(Vx)(0 + x) = x.

Ispat: Asagidaki tiimevarim aksiyomunu kullaniriz:
[[(0O+0)=0A (Vx)((0+x)=x - (0+sx)=sx)] = (Vx)(0 +x)=x]
“(0 + 0) = 0” kaynak ciimlesi (Q3)'den ¢ikar. Tiimevarim adimini elde etmek i¢in (0 + x)
=x tiimevarim varsayimi (TV) olarak alinir. Sunu elde ederiz:
(0+sx)=s(0+x) [(Q4) yoluyla]
= sX [TV yoluyla].X

Onerme (Proposition) 3. PA |—(Vx)(Vy)(sx +y)=s(x +y).

Ispat: Asagidaki tiimevarim aksiyomunu kullaniriz:
(V)[l(sx +0) = s(x + 0) A (Vy)((sx +y) = s(x +y) = (sx +sy) = s(x
+sy))]
= (Vy)sx +y)=sx+y)l.

Kaynak ctimle kolaydir. (Q3)"in iki kez uygulanisi sunu saglar



(sx +0)=sx
=s(x+0)
Tlimevarim adimini elde etmek i¢in sunu TV olarak aliriz:
(sx +y)=s(x+y).
Sunu elde ederiz:
(sx +sy)=s(sx +y) [(Q4) yoluyla]
=ss(x+y) [TV yoluyla]

=s(x +sy) [tekrar (Q4) yoluyla].X

Onerme 4 (Toplamanin yer degistirme yasasi). PA |—(Vx)(Vy)(x +y)=(y
+ x).

Ispat: Su tiimevarim aksiyomunu kullaniriz:
(VXx+0)=0+x) A (Vy)(x+y)=(y+x) = (x+sy)=(sy +x))]

= (Vy)x +y)=(y+x)]
(Q3) bize “(x + 0) = x”i ve Onerme 2 de bize “(0 + x) = x”i verir; bunlar beraberce
kaynak ciimle “(x + 0) = (0 + x)”i saglar. Tiimevarim adimini elde etmek i¢in sunu TV
olarak alirz:
x+y)=y+x).
Ve sunu elde ederiz:
(x+sy)=s(x+y)  [(Q4) yoluyla]
=s(y+x) [TV yoluyla]
=(sy+x) [Onerme 3 yoluyla]X

Onerme 5 (Toplamanin birlesme yasasi). PA |—(Vx)(‘v’y)(‘v’z)((x +y)tz)=

(x+(y*2).



Ispat: (Q3)'iin iki kez uygulanis1 bize kaynak ciimle “((x +y) + 0) = (x + (y + 0))”1 verir.
Tlimevarim adimini elde etmek i¢in sunu TV olarak aliriz:
(x+y)+2) = (x+ (y + 2).
Sunu elde ederiz:
(x+y)+sz)=s((x+y)+2z) [(Q4) yoluyla]
=s(x+ (y+2z) [TV yoluyla]
=(x+s(y+2) [(Q4) yoluyla]
=(x+(y*s2) [(Q4) yoluyla].
Onerme 6. PA |-(Vx)(0-x) =0.
Ispat: “(0¢0) = 0” kaynak ciimlesi, (Q5)'den gelir. Tiimevarim adimini elde etmek igin
sunu TV olarak alirz:
(0ex) = 0.
Sunu elde ederiz:
(Oesx) = ((0ex) + 0) [(Q6) yoluyla]
= (0ex) [(Q4) yoluyla]
=0 [TV yoluyla].X

Onerme (Proposition) 7. PA |—(Vx)(Vy)(sx-y) = ((xey) +y).

Ispat: Kaynak ciimleyi asagidaki sekilde tiiretiriz:
(sxe0)=10 [(Q5) yoluyla]
= (x¢0) [tekrar (Q5) yoluyla]
=((xey) +0) [(Q3) yoluyla].
TV olarak

(sxey) = ((xey) +y)



alinacak olursa sunu hesaplariz:
(sxesy) = ((sxey) + sx) [(Q6) yoluyla]
= (((xey) +y) +sx) [TV yoluyla]
= ((x*y)+ (y +sx)) [Onerme 5 yoluyla]
= ((xey) +s(y +x)) [(Q4) yoluyla]

= ((xey) + s(x +y)) [Onerme (Proposition) 4 yoluyla]

= ((xey) + (x +sy)) [(Q4) yoluyla]

= (((xey) + x) + sy) [Onerme (Proposition) 5 yoluyla]

= ((xesy) +sy) [(Q6) yoluyla].X

Onerme (Proposition) 8 (Carpmanin Yer Degistirme Yasasi1). PA |—(x-y) =

(y*x).
Ispat: “(xe0) = (0ex)” kaynak ciimlesi, (Q5) ve Onerme 6'y1 kullanir. Tiimevarim
varsayimi olarak sunu aliriz:
(xey) = (y*x).
Sunu hesaplariz:
(xesy) = ((xey) ¥x) [(Q6) yoluyla]
= ((yex) +x) [TV yoluyla]
= (syex) [Onerme 7 yoluyla].X

Onerme (Proposition) 9 (Dagilma yasasi). PA I—(Vx)(Vy)(Vz)(XO(y + 7))

= ((xoy) + (x*2)).

Ispat: Buna denk olan su tamdeyimi:
(V)(V2)(VX)(xe(y + 2)) = ((xoy) + (x°2)),

Su tiimevarim aksiyomunu kullanmak suretiyle ispatlariz:



(Vy)V2)[[(0e(y + 2)) = ((0ey) + (002)) A (VX)((xe(y + 2)) = ((xey) +
(x02)) = (sxe(y * 2)) = ((sxey) * (sx02)))] = (VX)(xe(y + 2)) = ((xoy) +
(x02))].
Kaynak ciimleyi elde etmek igin sunu hesaplariz:
(Os(y +2))=0 [Onerme 6 yoluyla]
=(0+0) [(Q3) yoluyla]
= ((0sy) + (0%2)) [tekrar Onerme 6 yoluyla].
Tiimevarim adimuni ispat ederken sunu TV olarak aliriz:
(xe(y 2)) = ((xeoy) + (x22)).
Sonra da sunu hesaplariz:
(sxe(y +2)) = ((xe(y +2)) + (y + 2)) [Onerme 7 yoluyla]
=(((xey) + (xe2)) + (y +2)) [TV yoluyla]
= ((xoy)+ (x*2) + (y+2)))  [Onerme 5 yoluyla]
= ((x*y) + ((x*2) T y) +2))  [Onerme 5 yoluyla]
=((x*y) + ((y + (x*2)) +2))  [Onerme 4 yoluyla]
=((xy)  (y * (x*2) +2)))  [Onerme 5 yoluyla]
= ((xoy) +y) + ((x*2) +2))  [Onerme 5 yoluyla]
= ((sxey) + (sx°2)) [Onerme 7 yoluyla].

Onerme 10 (Carpmanin birlesme yasasi). PA I-(Vx)(Vy)(Vz)((x-y)-z) =

(xe(y*2)).

Ispat: Kullanmak istedigimiz tiimevarim aksiyomu sudur:



(VX)(VY)[((xey)*0) = (x=(y*0)) A (V2)(((x2y)*2) = (x*(y*2)) = ((x*y)*s2)

= (xo(y*s2)))] = (V2)((xey)*z) = (x*(y*2))].
Kaynak climleyi sdylece elde ederiz:
((xey)*0) =0 [(Q6) yoluyla]
= (x¢0) [(Q6) yoluyla]
= (x+(y*0)) [(Q6) yoluyla].
Tiimevarim adimim elde etmek i¢in TV olarak sunu aliriz:
((xoy)*2) = (xo(y*2).
Sunu hesaplariz:
((xey)esz) = (((xey)*z) + (x*y)) [(Q6) yoluyla]
= ((xs(y*2)) + (x¢y)) [TV yoluyla]
= (x*((y*z) +)) [Onerme 9 yoluyla]
— (xo(y*s2)) [(Q6) yoluyla]. &g
Bu sekilde ¢ok uzun bir siire devam edebiliriz.
Kullantyor oldugumuz tiimevarim aksiyom taslagina, onu asagidaki giiclii
tiimevarim taslagindan ayirt etmek i¢in bazen “zayif timevarim taslagi” denir:
(Vx)((Vy <x)Sy = Sx) = (Vx)Sx).
Bu taslagi uygularken tiimevarim hipotezi olarak x’den kii¢lik her saymin Sx tarafindan
temsil edilen 6zellige sahip oldugunu kabul eder, sonra da x’in bu oOzellige sahip
oldugunu gostermeye c¢alisiriz. Bunu basarirsak her saymin bu 6zellige sahip olduguna
hitkkmederiz. Giiglii tiimevarim taslaginin 6rneklemelerini ek aksiyomlar olarak kabul
etmemiz gerekmez ¢iinkii onlar1 olagan tiimevarim taslagini kullanarak tiiretebiliriz. Tam

olarak kullandigimiz tiimevarim aksiyomuysa sudur:



[[(Vy <0)Sy A (VX)((Vy <x)Sy = (Vy <sx)Sy)] = (Vx)(Vy <x)Sy].
“(Vy < 0)Sy” tiimevarim varsayimi, (Q9)'un bir sonucudur. (Q10) bize “(Vx)((Vy < x)Sy

- (Vy <sx)Sy)” tiimevarim ciimlesinin suna denk oldugunu soyler:
(VX)(Vy <x)Sy = (Vy)(y <x Vy=x) = Sy)),
ki o da dolayisiyla suna denktir:
(VX)(Vy <x)Sy = ((Vy <x)Sy A Sx)),
ki onun da denk oldugu sudur:
(Vx))((Vy <x)Sy — Sx)'tir.
Boylelikle suna sahibiz:
(VX)((Vy <x)Sy = Sx) = (Vx)(Vy <x)Sy).
Ayrica suna da sahibiz:
(Vx)(Vy <x)Sy = (Vx)Sx),

ki asagidaki tiiretim vasitasiyla sunu elde ederiz:

1 1. (Vx)(Vy)(y < x = Sy) PI

1 2. (Vy)(y <sa— Sy) Us, 1

1 3. (a<sa— Sa) Us, 2

(Q10) 4. (Vx)(Vy)x <sy o (x<yVx=y))

(Q10) 5.(Vy)a<syeo (a<yVa=y)) US, 4

(Q10) 6.(a<sa—(a<aVa=a)) Us, 5
7.a=a RI

(Q10) 8.a<sa TC, 6,7



1, (Q10) 9.Sa TC, 3,8
1, (Q10) 10. (V'x)Sx UG, 9
(Q10) 11. (Vx)(Vy <x)Sy = (Vx)Sx) CP, 1,10
Sonuglar birlestirerek sunu elde ederiz:

(Vx)(Vy <x)Sy — Sx) = (Vx)Sx).

Simdi yapmak istedigimiz sey, siireci tersine dondiirmek ve giiclii tiimevarim
taslagini_se¢mis olsaydik, onu aksiyom olarak alip zayif tiimevarim taslagini nasil
tiiretebilecek oldugumuzu gostermektir. Ancak bunu yapmaya giristigimizde kiigiik bir
hatayla karsilasiriz. Her say1 ya 0'dir ya da bir ardildir ifadesine karsilik gelen Onerme 1'i
tiretmek icin zayif tlimevarimi kullandik. Zayif yerine giiclii tiimevarimi koyarsak
Onerme 1'i tiiretemeyiz. Dogrusu, icinde Onerme 1'in yanhs oldugu, Q + giiclii
timevarim taslaginin bir modelini olusturmak miimkiindiir (her ne kadar bunu burada
yapmayacak olsak da). Buna ragmen hala gdsterebilir oldugumuz sey, Q + Onerme 1 +
gliclii tlimevarim taslagmmin zayif tiimevarim taslagimi gerektirdigidir. Dolayisiyla,
gostermek istedigimiz sey sudur:

(RO A (Vx)(Rx = Rsx)) = (Vx)RX).
Giiglii timevarim bize sunu verir:

(VX)((Vy < )Ry = Rx) = (Vx)Rx).
Bunun iizerine gostermemiz gereken sey sudur:

((RO A (Vx)(Rx = Rsx)) = (Vx)((Vy < x)Ry = Rx)).
Varsayilir ki

RO



ve
(Vx)(Rx — Rsx)
Herhangi bir y alinir. Gostermek istedigimiz sey sudur:
(Vy <x)Ry - Rx).
x = 0 ise dogrudan dogruya varsayimmmuzdan RO sonucu cikar. Bundan dolay1 (Onerme

1'i kullanarak) x'i bir ardil sayabiliriz; diyelim ki x = sz. Bu durumda gdstermek zorunda

oldugumuz sey sudur:
((Vy <sz)Ry — Rsz).
(Vx)(Rx — Rsx)'i varsaydik, ki o da bize sunu verir:

(Rz = Rsz).

Bu takdirde bize gereken sudur:

((Vy <sz)Ry — Rz).
Bagka bir deyisle,
() (Vy)(y <sz = Ry) = Rz).

Suna sahibiz:
(Vy)(y <sz - Ry) = (z<sz— Rz)).
“z <sz”, (Q11)'in bir sonucu oldugu i¢in (1) sonucu dogrudan dogruya ¢ikar.
Gliglii timevarim taslaginda “Sx”in yerine “~Qx” yerlestirilir, ve asagidakine
mantiki olarak denk olan bir taslak elde edilir:
(@x)Qx ~ (Fx)(Qx A (Vy <) ~Qy)).
Bu taslak, iyi siralama ilkesinin formellestirilmis bir 6rnegidir: Bos kiimeden farkli her

bir dogal say1 y1gini, bir en kii¢lik 6geye sahiptir.



Tiimevarim aksiyom taslagi, sunun formellestirilmis halidir:
Matematiksel Tiimevarim flkesi. 01 barindiran ve barmdirdig1 her dogal
saymin ardilin1 da barindiran her y1g1n, biitliin dogal sayilar igerir.
Bu ilke, dogal sayilarla ilgili akil yiriitmelerimizde merkezi konumdadir. Bu
merkeziyetin bir nedeni asagidakinde belirlenir:
Teorem (Richard Dedekind). Her ikisi de matematiksel tiimevarim ilkesini

saglayan Q'nun herhangi iki modeli esyapilidir.”

2
Aritmetik dilinin bir 2 modelinden bir B modeline bir esyapililik, asagidaki
kosullar1 saglayan |2|'dan |B|'ye f gibi birebir ve rten bir fonksiyonudur:
f(0%) = 0%.
f(s¥%(x)) = sB(f(x)).
f(x +y) = f(x) +% f(y).
f(x «*y) = f(x) *® f(y).
f(x E¥y) = f(x) E® f(y).
f(x) <® f(y) ise, ve ancak boyleyse, x <¥y .
0, U i¢in bir degisken atamasi oldugunda, herhangi bir ¢ formiilii i¢in, foo, P'yi
B iginde sagliyor ise, ve ancak boyleyse, 0, ®'yi U iginde saglar. (foo, foo(v)'yi
f(o(v))'ye esit olarak belirlemek suretiyle tanimlanir.) Bundan ayni ciimlelerin 2€'da ve

B'de dogru olduklar1 sonucu ¢ikar.



Ispat: f, || x|B|'nin su kosullar1 saglayan en kiigiik alty1gin1 olsun:

(D1) <0%,03> bu y1gina aittir.

(D2) <x,y> yigina aitse <s¥(x),s3(y)> de y1gina aittir.

Yani, f, (D1) ve (D2)'yi saglayan || x|B|'nin biitiin altyigilarinin kesisimidir.

f, |U|'dan |B|'ye bir fonksiyondur. Bunu gérmek i¢in dncelikle f'nin 0¥'yu |B|'nin
bir ve yalnizca bir elemaniyla eslestirdigini dikkate aliniz: (D1) yoluyla <0¥%,0%¥> €f. y #
03 ise f ~ {<0¥%y>}, (D1) ve (D2)'yi saglar, ki bu da f en kiiciik oldugu i¢in f ~ {<0¥%,y>}
= fve <0%y> £ f oldugunu ifade eder.

Sonra, varsayalim ki f, x'i |B|'nin bir ve yalnizca bir y elemaniyla eslestirsin. f,
(D2)'yi sagladigi i¢in <s¥(x),sB(y)> ikilisi f'ye aittir. Simdi z # s¥(y). g = f ~ {<s¥%(x),z>}
olsun. U, (Q1)'1 sagladigt i¢in s¥(x) # 0¥ olur ve bu nedenle g, (D1)'i saglar. g'nin (D2)'yi
de sagladigini gormek icin <a,b> € g'yi kabul ediniz. s¥(a) # s¥(x) ise <s¥(a),s3(b)>,
g'ye ait olacaktir ¢iinkii o, f'ye aittir. s¥(a) = s¥(x) ise U, (Q2)'yi sagladig1 i¢in a = x olur.
f, x'i |U|'nun bir ve yalnizca bir elemaniyla eslestirdigi i¢in b, y'ye esit olmak zorundadir,
ve bu nedenle s¥(b) # z olur; bu yiizden yine, <s¥%(a),s®(b)>, g'ye aittir. Boylelikle g,
(D1) ve (D2)'yi saglar. £, (D1) ve (D2)'yi saglayan en kiiciik siif oldugu icin g, f'ye esit
olmak zorundadir, ki bu da <s¥%(x),z>, f'ye ait degildir anlamina gelir. Sonug olarak f,
s¥(x)'i s3(y) ile eslestirir ve baska hicbir seyle eslestirmez.

C, f tarafindan ||'nun tam olarak bir 6gesiyle eslestirilmis || 6gelerinin kiimesi
olsun. 0¥nun C'ye ait oldugunu ve her ne zaman x, C'ye aitse s¥(x)'in de C'ye ait
oldugunu goriiriiz. A, matematiksel timevarim ilkesini sagladigi i¢in C, |U|'ya esit olmak

zorundadir, ki bu da f, |U|'dan |B|'ye bir fonksiyondur anlamina gelir.




Benzer bir ¢ikarim—bu sefer B'nin matematiksel tlimevarim ilkesini sagliyor
olusunu kullanarak—f'nin birebir ve 6rten bir fonksiyon oldugunu gosterir.

fnin bir esyapililik oldugunun ispatin1 tamamlamak ic¢in gdstermemiz gereken
birkag sey var. f(0¥) = 0%'yi gostermemiz gerekiyor; bu, dogrudan dogruya fnin
tanimlanma bi¢iminden ¢ikar. Dildeki her bir fonksiyon isareti i¢in fnin fonksiyon
isaretinin isleyisine_ riayet ettigini, Ornegin, f(x +¥ y) = f(x) +3 f(y) oldugunu
gostermemiz gerekiyor. Son olarak, f'de “<” bagintisinin korundugunu, yani, x <¥ y'nin
f(x) <® f(y) ile denk oldugunu gostermemiz gerekiyor. Bunlardan yalnizca “s” ve “+” igin
olan ispatlar1 yazacagiz.

(D1) bize <x,y> € fise <s¥(x),s3(y)> € f oldugunu sdyler. Bundan dolay1 x € ||
icin, <s,f(x)> € f oldugundan <s¥(x),s3(f(x))> € f'dir, yani, f(s¥(x)) = s3(f(x)) olur.

“+” i¢in olan maddeyi elde etmek i¢in x € |U|'yu seciniz. E = {y € |¥U]: f(x +¥ y)
= f(x) +® f(y)} olsun. 0¥'nun E'ye ait oldugunu ve ayrica, y, E'ye aitse s¥(y)'nin de ait
oldugunu gostermek istiyoruz. A, matematiksel tiimevarim ilkesini sagladigi i¢in bu,
|2|'nun her {iyesinin E'ye ait oldugunu gostermeye yeterli olacaktur.

A, (Q3)' sagladigi icin x +¥ 0¥ = x. B, (Q3)'l sagladigr i¢in f(x) +B 03 = {(x).
Dolayisiyla f(x +¥% 0¥) = f(x) = f(x) +3 08 = {(x) +3 f(0¥) ve 0%, E'ye aittir.

Diyelim ki y, E'ye aittir. Sunu hesaplariz

f(x +¥ s¥%(y)) = f(s¥(x +¥y)) [¢tinkii A, (Q4)'l saglar]
= $B(f(x 12 y)) [ciinkii £, “s”ye riayet eder]
= s3(f(x) +*® f(y)) [¢iinkil y €E]
= f(x) +% s¥(f{y)) [¢tinki A, (Q4)'l saglar]

= f(x) +3 f(s%(y)) [¢linkii f, “s”ye riayet eder].



Bu yiizden s¥%(y), E'ye aittir.X

Simdi bir sorunumuz var. Dedekind'in teoremi bize matematiksel tiimevarim
ilkesini_ saglayan Q'nun herhangi bir modelinin standart model ile esyapili oldugunu
soyler. Bilhassa, dogru aritmetik, Q'yu kapsadigindan ve ayrica tiimevarim aksiyom
taslaginin biitiin _ 6rneklemelerini de kapsadigindan dogru aritmetigin biitiin modelleri
standart model ile esyapili olmalidir. Fakat degildirler. Sikilik Teoremi bize dogru
aritmetigin standart olmayan, yani, standart model ile esyapili olmayan modelleri
oldugunu soyler.

Bu sorunun ¢6zliimii, tiimevarim aksiyom taslaginin matematiksel tlimevarim
ilkesinin  igerigini ifade etmeyi tam olarak basaramadiginin farkina varmaktir.
Tlimevarim aksiyom taslaginin bize sdyledigi sey, matematiksel tiimevarim ilkesinin dilin
birtakim yiiklemleri vasitasiyla adlandirilan her yigin tarafindan saglandigidir.® Taslagin

bize dilin yiiklemleri tarafindan adlandirilmayan yiginlardan bahsedebilmesinin higbir

Meseleyi biraz daha acik olarak ifade etmek ugruna U, aritmetik dilinin bir
modeli olsun. Aritmetik dilini, 2 evreninin her bir 6gesinin standart bir ismi olma
islevini goren yeni bir sabit eklemek suretiyle genisletiniz. 2, biitiin tiimevarim
aksiyomlarin1 sagliyor ise matematiksel tiimevarim ilkesinin, genisletilmis dilin
birtakim yiiklemlerinin genigletimi olan her || altyigini i¢in gegerli oldugundan
emin oluruz. Slogan sudur: s6z konusu ilke, 2 i¢inde birtakim “parametreli

yiiklemler” tarafindan adlandirilan yiginlar i¢in gegerlidir.



yolu yoktur. Dedekind'in teoreminin ispatinda yer alan yiginlar—f fonksiyonunun tanim
kiimesi, ve benzeri— dilin yiliklemleri tarafindan adlandirilmazlar.

Matematiksel tiimevarim ilkesinin tam giiciiniin farkina varmak i¢in alisildik
aritmetik dilinin Gtesine, ikinci diizey aritmetik diline gegmemiz gerekir. Bu yeni dilde,
aritmetik dilinin bildik sembollerine ek olarak “X,”, “X;”, “X;”,“X3”, ve benzeri gibi
ikinci diizey degiskenler yer alir.* “Tamdeyim” tanim iki sekilde degisir: Herhangi bir T
terimi i¢in X, T, bir bolimsiiz tamdeyimdir. Ayrica, ¢ bir tamdeyim ise (IX,)P ve
(VXm)® de dyledir. Ikinci_diizey degiskenlerin “bagsiz” ve “bagl” gegisleri arasindaki
ayrim, ve climlelerle 6teki tamdeyimler arasindaki ayrim, aynen birinci diizey dildeki gibi
isler.

“Model” tanim1 degismez ama anlamdiziminde kiiciik degisiklikler vardir. Bir 2«
modeli i¢in bir degisken atamasi, her bir siradan degiskene (ya da bu baglamda

adlandirildiklar1 iizere her bir birey degiskenine) |U|'nun bir 6gesini ve her bir ikinci

diizey degiskene, |2U|nun bir altkiimesini atar. T'nun O'ya gore gonderimde bulundugu

Ikinci diizey degiskenlerin birli yiiklemlerin yerini almasina izin veriyoruz.
Isteseydik ikinci derece degiskenlerin birden ¢ok islenikli yiiklemlerin yerini
almasina da izin verebilirdik. Burada yapiyor oldugumuz sey diisiiniildiiglinde bu
herhangi bir fark yaratmayacaktir, ¢linkii dogal sayilar iizerine ikili bagintilar
hakkinda sdylemek istedigimiz seyleri, dogal sayilarin Ozellikleri hakkindaki

ifadelere cevirmek icin Ikili fonksiyonunu kullanabiliriz.



birey, 0(X)'nin bir 6gesi ise, ve ancak boyleyse, 0, X, T'yu gercekler. Bir 0 degisken
atamasinin X, -degiskesi, 0 ile, muhtemelen X,,'ye atadig1 sey disinda bagdasir. 0'nin

baz1 X, -degiskeleri (Xy-variant) ¢'yi U i¢inde gergekliyor ise, ve ancak bdyleyse, O,

AXmd'yi U iginde gergekler. o'nin her X,-degiskesi (X-variant) ¢'yi U iginde

gergekliyor ise, ve ancak boyleyse, 0, (VX,,)P'yi U iginde gergekler.

Ikinci diizey PA, asagidaki ikinci derece tiimevarim aksiyomuyla birlikte (Q1)'den

(Q11)'e kadarki aksiyomlardan meydana gelir:

(VX)) (X0 A (Vy)(Xoy = Xosy)) = (Vy)Xoy).
Boylelikle ikinci diizey PA'y1 ikinci diizey aritmetik dilinin tek bir ciimlesi gibi
yazabiliriz.

Ikinci diizey degiskenler, yalnizca su veya bu formiille adlandirilan altyiginlar
izerine degil konusma evreninin biitiin altyiginlar iizerinde dolastiklar i¢in ikinci diizey
timevarim aksiyomu, matematiksel tlimevarim ilkesinin tam giiciinii ifade eder.
Dedekind'in teoremi asagidakiyle ayni anlama gelir:

Sonug. ikinci diizey PA kosulsuzdur; yani, teorinin herhangi iki modeli

esyapilidir.






