ispatlarln Kodlanmasi

Simdi yapmak istedigimiz sey, ispatlar1 alip nasil kodlayacagimizi gérmek.
Ayrintilarin anlagilmasi giligtiir ama fikir basittir. Bir ispat bir ifadeler dizisidir ve halihazirda
ifadelerin sayilar seklinde nasil kodlanacagini ve bir sayilar dizisinin tek bir say1 seklinde
nasil kodlanacagin1 biliyoruz.

Birkac teknik nokta dikkat gerektiriyor. Mantik I'de 6grendigimiz mantiki sistem,
sonsuz saylda sabit i¢in sonsuz bir hazne gerektiriyordu. Sabitlere gereksinim duymayan bir
kurallar sistemi sunmak zor degildir; ama ilave sabitler barindirmasi i¢in Godel
numaralandirmas1 sistemimizi genisletmek daha da kolaydir. &7  aritmetik dili olmak
kaydiyla, ¢, <"ye sonsuzca ¢ok sayida yeni ¢,c;,c,C3,... birey sabitleri eklenerek elde edilen
dil olsun. Godel numaralandirmasi sistemimizi, "c,"nin Ikili(3,n) olmasina izin vererek
genisletebiliriz. Iste bundan dolay1, “icin 6nceki Gddel numaralandirmamizi verirken 3 ile
baslayan ikili ve ti¢liileri atladik; yeni sabitler i¢in yer birakiyorduk.

Mantik I'deki tiimdengelimli dizgemiz, basit bir takim kurallarin yanisira, Onciil
kiimesi olarak dnceki satirlarin 6nciil kiimelerinin birlesimini alan, ya bir totoloji olan ya da
totolojik bir sonug olan herhangi bir ciimleyi yazmaniza izin veren gayet karmasik bir kurali,
Totolojik Sonug (TS) kuralini igeriyordu. TS, o kadar karmasiktir ki onun isleyisini aritmetik
olarak tanimlamak c¢ok zahmetli olurdu. Bunu yapmak yerine TS'yi daha basit bir takim
kurallarla ikame edebiliriz. Bunu yapmak icin bircok yontem vardir. Bilhassa basit olan ve
Mantik I'de 6grendigimiz kurallar sistemine sorunsuz bir sekilde uyan bir yontem, TS kuralim

iic yeni kuralla ikame etmek seklindedir:

Modus Ponens: ' 6nciil kiimesiyle 'yi tiiretmigseniz ve A onciil kiimesiyle
(¢ — P)'yi tiiretmisseniz I' U A énciil kiimesiyle (P 'yi yazabilirsiniz.
Modus Tollens: T dnciil kiimesiyle @'yi tiiretmigseniz ve A 6nciil kiimesiyle

(~P > ~)'yi tiiretmigseniz I' U A onciil kiimesiyle Y 'yi yazabilirsiniz.



Tamim Degis Tokusu: Ayni dnciil kiimesini muhafaza ederek (P V P)'yi (=

— ) ile ikame edebilirsiniz ve tersi de dogrudur. Aym sekilde (G A ) ve

—($ — P) igin; ve (¢ & ) ve (P > Y) A (P - §)) igin.
Bu yeni kurallarin TS i¢in tatmin edici bir ikame oldugunun ispati i¢cin Benson Mates,
Elementary Logic (New York: Oxford University Press, 1972)'ye bakiniz. Mates'in sisteminin
Mantik I'deki kurallarla giizel bir sekilde kaynasmasi sasirtict degildir ¢linki Mantik I'deki

kurallar onun kitabindan alindi.

s agagidaki ozelliklere sahip <x,y> sirali ikililerinin bir dizisi ise, ¢'nin & 'nin bir
ctimlesi ve ["'nin <"'nin bir A ciimleler kiimesi' oldugu yerde bir s sayisinin, ¢'nin ["dan bir
ispati oldugu soylenir:

X, Z¢'nin sonlu bir Q ciimleler kiimesinin bir kodudur.
y, Znin bir Y ctimlesinin kodudur.

Ya Y, Q'nin bir 6gesidir (ki boylece |, {2'dan PI kuraliyla tiiretilebilir) ya da

P, Q onciil kiimesiyle s'nin énceki iiyelerinin bir veya daha fazlasindan PI
haricindeki kurallardan bir tanesiyle tiiretilebilir.
s'nin son iiyesi, "®"ye ikinci bileseni olarak ve ['nin bir altkiimesinin koduna

da ilk bileseni olarak sahiptir.
Bunu ayrintili olarak agiklamak i¢in bir satirin Onceki bir satirdan bir kuralla

tiiretilmesinin ne anlama geldigini kural kural belirtmek zorunda olacaktik. Ornegin, y =

Bu aslinda A'min, I"'min iiyelerinin kod sayilarmin kiimesi oldugu anlamina gelir. ileride sikga bir
climle veya climleler kiimesi ile onun kod sayisi arasindaki ayrimi silecegiz. Umarim herhangi bir kafa
karisikligr dogmaz.



Uclii(13,v,w) esitligini saglayan bir v < y varsa ve herhangi bir u < s igin, (u € X veya u = v)
oldugunda ve ancak boyle oldugunda u € z oluyorsa, ve ancak bdyleyse, <x,y>, <z,w>'den
CP kuraliyla tiiretilir. Ayrintilar1 incelemek sabir ve dayanma erdemlerini telkin etmeye
yardimct olur, ama herhangi bir diislinsel erdemi esinlemeyecegi icin bunu burada
yapmayacagiz.

Elde ettigimiz sey, {<s,’¢">: s, ¢'nin ["dan bir ispatinin kodudur}® bagintisini Q
icinde, ve dolayistyla Q'yii iceren herhangi bir tutarli kuram iginde, giiglii bir sekilde temsil
eden bir ), formiilii olan Br'dir. Bir Y formiilii olarak Bewr'yi ("ispat" anlamina gelen
Almanca "Beweis," kelimesinden):

Bewr(x) =per(3s)s Br x
seklinde tanimlarsak {x: x, ["nin bir sonucunun kodudur}'u Q iginde ve Q'yii i¢eren baska
herhangi bir w-tutarli kuram icinde zay1f bir sekilde temsil eden bir formiil elde ederiz.

"Bewr,"ii tanimlarken ["nin bir A aksiyomlar sistemi oldugunu varsaymistik. Bu
gereksiz bir sekilde kisitlayict goriiniiyor. Bir aksiyomlar kiimesinin sonuglar kiimesi i¢in bir
ispat yontemi, aksiyomlar kiimesi i¢in bir ispat yontemi elde etmekle kazanilabilir; bir karar
yontemine ihtiya¢ duymayiz. Sonuglari olusturmak i¢in, aksiyomlar1 giivenilir bir sekilde

ayirt edebilmemiz gerekir; aksiyom olmayanlar1 ayirt edebilmek zorunda degiliz. Boylece,

goriiniise bakilacak olsaydi, bir A kiimesinden ziyade bir ), aksiyomlar kiimesiyle

I' i¢inde ispatlar1 giiclii bir sekilde temsil eden formiilii yazarken I"nin aksiyomlar kiimesini gii¢lii
bir sekilde temsil eden, y(x) seklindeki birtakim Y formiilleri kullanacagiz. I''y1 giiglii bir sekilde temsil etmek
icin kullanabilecegimiz bir¢ok farkli Y formiilleri vardir ve her bir se¢im, bize I'-iginde-ispat bagintisini temsil
etmek i¢in farkli bir formiil verecektir. Mantigin bazi {icra koselerinde bu bir fark yaratir ama burada bizim i¢in
6nemli olmayacak. Biitiiniiyle a¢ik olmak adma "Br,"den ziyade "B,«)," yazmaliyiz ama bu hafif belirsiz
gosterimin bize herhangi bir zarar1 dokunmayacak.



baslamamiza izin vermis olan daha serbest bir ispatlanabilirlik kavramini benimsemenin

faydasini gorecektik. Asagidaki teoremden dolay1 bu goriiniisiin yaniltici oldugu ortaya ¢ikar:

Craig'in Teoremi. I', bir ), ciimleler kiimesi olsun. Bu durumda ["yla aym
sonuglara sahip olan bir A ciimleler kiimesi vardir.
Ispat: T bos kiimeyse zaten A'dir ve isimiz biter. I' bos degilse bir A tam fonksiyonunun
deger kiimesidir; buna f diyelim. = {Uclii(15,n,f(n)): n bir dogal sayidir} olsun.
Q, A'dir. Bu agikga ).'dur. Bunun II oldugunu gérmek igin, tiimleyeninin {z: linci2(z)
# 15 veya 3iincii3(z) # f(2nci3(z))} oldugunu dikkate aliniz.

Q'nin iiyelerinin hepsi, baslarina bos bir tiimel niceleyici ekleyerek [Mnin iiyelerinden
elde edilir. I'nin iiyeleri, basta gegen bos bir tiimel niceleyiciyi silmek suretiyle Q'nin

tiyelerinden elde edilir. Dolayisiyla I ve {2 mantiki olarak esittirler.x



