Robinson Aritmetigi
Bir S kiimesinin X olmasinin, etkin olarak sayilabilir olmasinin ve S igin bir ispat

yontemi bulunmasinin birbirine denk olduklar1 fikrini gelistiriyoruz. Simdi “ispat
yontemi” kavramini ilk anlamiyla ele alabilecegimizi, yani bir ispat yontemini belirli bir
aksiyomlar sistemi iginde yiiriitiilen bir tiiretim olarak degerlendirebilecegimizi gdrmek
istiyoruz. Bu ylizden simdi aksiyomlar sistemlerine bakmamiz gerekiyor.

Tamim. Robinson aritmetigi olarak da bilinen O, asagidaki aksiyomlarin

birletimidir:

QD) (Vx)~x=0

(Q2) (Vx)(Vy)(sx=sy = x=Yy)

Q3) (VX)((x+0)=x

Q4)  (VX)(Vy)(x +sy) =s(x +y)

(Q5) (Vx)(x*0)=0

(Q6)  (Vx)(Vy)(xesy) = ((x*y) +x)

(Q7) (Vx)(xE0) =s0

(Q8) (Vx)(Vy)(xEsy) = ((xEy)*x)

Q9) (Vx)~x<0

(Q10) (VX)(Vy)(x <sy & (x<yVx=y))

Q1) (Vx)(Vy)x<yV (x=yVy<x))



Dogal sayilarin izahati olarak alinirsa, Q acinacak derecede yetersizdir. Toplama
ve carpmanin yer degistirme kanunlari gibi en basit genellemeler dahi Q iginde
tiiretilemezdir. Yine de su elimizdedir:

Teorem. Her bir dogru 2 ciimlesi Q iginde tiiretilebilirdir.
Q'mun g6z atmaya deger olusunun nedeni bu teoremdir. Q, bizatihi ilgi ¢ekici degildir.
Onu ortaya atmamizin nedeni, i¢inde her bir dogru X climlesinin ispat edilebilir oldugu
tek-aksiyomlu bir kuram olmasidir.
Ispat: Oncelikle her bir m ve n igin,

0=10]

s[m] = [sm]

([m] + [n]) = [m-+n]

([m] ¢ [n]) = [men]

([m]E[n]) = [mEn]
esitliklerinin hepsinin Q'nun sonuglart oldugunu dikkate aliniz. Daha sonra terimlerin
karmasiklig {izerine basit bir timevarimla sunu ispatlamamizi miimkiin kilar: her bir T
kapali terimi i¢in, dyle bir n sayis1 vardir ki

T=[n]
cimlesi Q'iin bir sonucudur. Bir tiimevarim, her bir m sayisinin su Ozellige sahip
oldugunu gosterir:*

(Vn)(m #n - Q |~[m] = [n]

“T'" hb”demek ¢, ['nin bir sonucu demektir.



Benzer bir timevarim da her bir n sayisi i¢in suna sahip oldugumuzu gosterir:
Her bir m i¢in, eger m < n ise [m] < [n], Q i¢inde ispat edilebilirdir iken m
> nise [m] < [n], Q i¢inde ciiriitiilebilirdir.
Boylelikle goriiyoruz ki her boliimsiiz ciimle Q iginde karar verilebilirdir’. Bundan
hemen su sonug ¢ikar ki niceleyicisiz her ciimle Q i¢inde karar verilebilirdir.
Q Hvx)y=x<o0
ve her bir n i¢in
Q HVx)x<[n+1] & (x=[01V x=[1]V ...V x=[n])
oldugundan, her bagli tamdeyim, ispat kurami bakimindan niceleyicisiz bir tamdeyime
denktir. Bagl niceleyicileri, daha 6nce yaptigimiz gibi disaridan igeriye dogru eleriz.

Simdi goriiyoruz ki her bagh ciimle Q i¢inde karar verilebilirdir, ve hatta Q dogru
oldugu i¢in her dogru bagl ciimle Q i¢inde ispat edilebilirdir. Sonug olarak her dogru X
climlesi bir delil saglamak suretiyle ispat edilebilir.X

Sonug¢. I', Q'yii kapsayan® dogru bir kuram olsun. Bu durumda S gibi her
bir X kiimesi® i¢in, S'yi I' icinde zayif bir sekilde temsil eden bir X

tamdeyimi vardir.

2

Bir climlenin degillemesi Q ic¢inde ispat edilebilirdir ise, ve ancak bdyleyse, o
ctimlenin kendisi Q i¢inde ¢iiriitiilebilirdir.

Bir climle, Q icinde ya ispat edilebilir ya da giiriitiilebilir ise, ve ancak
boyleyse, Q i¢inde karar verilebilirdir.



Ispat: S, X tamdeyimi olan ¢'nin kaplanu olsun. n, S'ye aitse ([n]), Q'niin bir sonucudur
ve bu nedenle de I"nin bir sonucudur. n € S ise ¢([n]) dogru degildir ve bu nedenle de

I'"'nin bir sonucu degildir.X
Yeni bir kavrama bagvurarak bu sonucu gii¢lendirebiliriz:

Tamim. Bir [" kurami, baz1 Y(x) formiilleri igin, (Ix)P(x)'i ispatliyor ama
ayni zamanda her bir n i¢in =J([n])'yi de ispatliyor ise, ve ancak boyleyse,
w-tutarsizdir.
Tutarsiz bir kuram her ciimleyi ispatladig: i¢in, her tutarsiz kuram -tutarsizdir, ama
daha sonra gérecegimiz gibi her w-tutarsiz kuram, tutarsiz degildir. Her dogru kuram w-
tutarlidir ama her w-tutarl kuram dogru degildir.
Sonuc. I', Q’yii igeren® w-tutarli bir kuram olsun. Bu durumda S gibi her bir X kiimesi

icin S’yi I" i¢inde zayif bir sekilde temsil eden bir 2 tamdeyimi vardir.

Standart kullanimda I', Q'yii kapsar demek i¢in Q'niin I 'nin 6gesi olmasi
diiz anlamiyla gerekmez. Q'niin I'nin bir sonucu olmasi yeterlidir. Problem sudur ki
standart kullanimda “kuram’1n, bir aksiyomlar kiimesine mi yoksa aksiyomlar kiimesinin
sonuglarinin kiimesine mi génderimde bulundugu belirsizdir. Bu belirsiz kullanim iyice
kemiklesmistir; bu yiizden buna dayanmak zorundayiz.

Her zaman oldugu gibi kiimeler hakkinda sdylediklerimiz bagintilar igin
de gegerlidir.



Ispat: S, Urnin bagh oldugu durumda (Jy)P(x,y)’nin kaplami olsun. n, S’ye aitse
r |—(E|y)\]J([n],y) cikarimi yukaridakiyle aymidir. n, S’ye ait degilse her bir m igin
Y([n],[m]) yanlistir ve bu nedenle =s([n],[m]), Q’niin bir sonucu, dolayisiyla da I"’nin
bir sonucudur. w-tutarhligindan su sonug¢ ¢ikar ki (Iy)Y([n],y), I’nin bir sonucu
degildir.X

Bu sonucu, “w-tutarli” yerine “tutarli”’y1 koyarak daha da giiglendiremeyiz, ¢iinkii
icinde her X kiimesinin zayif bir sekilde temsil edilebilir olmadig1 ve Q’yii igeren tutarl
bir kuram bulmak miimkiindiir. Ispat, X olan ama A olmayan bir K kiimesi ile baslayarak

ve tek bagsiz degiskenli biitiin tamdeyimleri siralayarak ilerler. I' kuramimizi, Q ile

baslayip ve n-inci asamada kurama n-inci tamdeyimin K’yi zayif bir sekilde temsil etme
ihtimalini 6ldiiren bir ciimle ekleyip her zaman tutarliligt muhafaza ederek kademeli bir

sekilde kurariz. Ayrintilara girmeyecegim.’

Standart kullanimda I', Q'yii igerir demek i¢in Q'niin I'nin bir elemani
olmasi asil itibariyle gerekmez. Q'niin I'nin bir sonucu olmasi yeterlidir. Problem sudur
ki standart kullanimda “teori”, bir aksiyomlar kiimesi ve aksiyomlar kiimesinin
sonuglarmin kiimesi arasinda belirsizdir. Bu belirsiz kullanim iyice kemiklesmistir; bu
yiizden bununla yagamak zorundayiz.

Ayrintilari, Per Lindstrom’un Aspects of Incompleteness (Springer Verlag
Lecture Notes in Logic, vol. 10) baslikli ¢ok kullanigl kiiciik kitabinda gorebilirsiniz.



Yine de gosterilebilir ki I', tutarli ve Q’yii igeren bir X tiimceler kiimesi ise, her X
kiimesi, I" iginde zayif bir sekilde temsil edilebilirdir. Ispat, heniiz gelistirmis
olmadigimiz bir mekanizmay1 gerekli kilar.®

Teorem (Rosser). S gibi herhangi bir A kiimesi i¢in, Q’yii kapsayan
herhangi bir tutarli kuram iginde S’yi gii¢lii bir sekilde temsil eden bir X
tamdeyimi vardir.
Ispat: S, A ise, 6yle ¢(x,y) ve Y(x,y) bagh tamdeyimleri vardir ki (y)d(x,y), S’yi Q
i¢inde zayif bir sekilde temsil eder ve (3y)UP(x,y), S’nin tiimleyenini zayif bir sekilde

temsil eder. Bu tamdeyimleri, kendisi S’yi Q i¢inde zayif bir sekilde temsil eden ve
olumsuzlamast da S’nin tiimleyenini zayif bir sekilde temsil eden tek bir tamdeyim

kurmak i¢in birlestirmek istiyoruz. Q ile degil de dogru aritmetikle calistyor olsaydik
(VX)(~Ay)d(x,y) < (Ay)P(x,y))nin dogru olusundan faydalanarak tamdeyimimizi
yalmzca (Jy)P(x,y) olarak kabul edebilirdik. Gelgelelim Q ile ¢aligsiyoruz, ve
(VX)(~Ay)d(x,y) < (Ay)P(x,y)) dogru olmakla birlikte Q iginde ispat edilebilir
olmayabilir. Dolayisiyla daha sinsi olmaliy1z.

O(x) tamdeyimimizin olusturulma bigimi, etkin olarak sayilabilir kiimeler igin

Indirgeme Teoremini ispatladigimiz yontemi andirir. Orada etkin olarak sayilabilir A ve B
kiimelerimiz vardi, ve C U D = A U B oldugu durumda Ortiismeyen, etkin olarak

sayilabilir C € A ve D € B kiimelerini bulmak istiyorduk. Fikir, A ve B’yi ayn1 anda

Yine Lindstrom’un kitabina bakiniz.



listelemekti. n'nin 6nce A'nin listesinde ortaya ¢iktig1 durumda n’yi C’nin igine koyarken,
once B'nin listesinde ortaya ¢iktig1 durumda D’nin igine koyuyorduk; ayni anda her iki

listede ortaya ¢ikmalari durumunda da C’ye koyuyorduk. Uretmeye ¢alisiyor oldugumuz

0(x) tamdeyimi buna mukabil bir yontemi gerekli kilar, dyle ki n verildiginde ayn1 anda
(Iy)d([n],y) igin bir delil ve (Fy)Y([n],y) i¢in bir delil géstermeye galisiriz. ilk delilimiz
(Iy)d([n],y) igin bir delil ise B([n]) dogru yapilir, ilk delilimiz (3y)P([n],y) i¢in bir delil
ise O([n]) yanlis yapilir; aym anda her ikisi i¢in delil olmalari durumunda O([n]) dogru

yapilir.
Az dnce anlattigim kiigiik hikaye ispatin bir pargasi degildir. Ispat, bir tamdeyim
yazmaya ve onun c¢alistigint dogrulamaya dayanir. Hikaye, tamdeyimi segtirmek igin

kullanilmustir. Iste O(x) tamdeyimi:

AVOEY) A (Vz<y)"P(x.y)).
I', Q’yii kapsayan tutarli bir kuram olsun. Asagidaki dort onermeyi dogrulamamiz

gerekiyor:

(a)  n,S’yeaitse I" FO([n]).

(b)  n, S’ye ait degilse I" }—6([n]).

(¢)  n,S’yeaitse I" k-0([n]).

(d) 1, S’ye ait degilse I' -8([n]).

(a)’mmn Ispati: n,S’ye aitse O([n]), Q icinde ve bundan dolay1 da I' icinde ispat edilebilir,

dogru bir X ciimlesidir.



(b)’nin ispati: n, S’ye ait degilse baz1 m dogal sayilar1 igin Y([n],[m]), dogru, bagh bir
climledir ve bu nedenle Q’nun bir teoremidir. Dolayisiyla,
) (Vy)([m] <y - (Fz<y)YP([n].2))

Q’nun bir sonucudur.

() (Vy)([m] <y = ~(Vz <y)~{Y([n],2))

ve

(3) (Vy(Im] <y = ~(([nl.y) A (Vz < y)~ Y([n],2)))
de Byledirler.

n, S’ye ait olmadig1 igin her bir k igin ¢([n],[k]) yanlistir. Haliyle, her bir k igin
~(¢([n],[k]) A (Vz < [k])~([n],2)) dogrudur. Bu yiizden,
“4) (Vy)(y < [m] > ~(d([nl,y) A (Vz < y)~{([n],2)))
dogru bir bagli ciimledir ve bu nedenle Q’nun bir sonucudur. Ayrica,
) ~(¢([nl,[m]) A (Vz < y)~([n],2))
dogru, bir bagl ciimledir ve bu nedenle Q’nun bir sonucudur. (5)
(6) (Vy)([m] =y = ~(¢([n],y) A (Vz < y)~Y([n],2)))
'ye esittir.
(Q11) bize sunu verir:
(7) (Vy)([m] <y V ([m] =y Vy <[m])
(3), (4), (6) ve (7)'yi birlestirince
(8) (Vy)~(@([n]y) A (Vz < y)~U([n],2))

'nin—Xki o da



) ~B([n])
'ye esittir—Q'nun bir sonucu oldugunu ve dolayisiyla I 'nin bir sonucu oldugunu goriiriiz.
(c)'nin Ispati: n, S'ye aitse, (a) dolayisiyla I’ |—9([n]) olur. Tutarliliktan su sonug ¢ikar ki
[ }~0([n)).
(d)'nin Ispati: n, S'ye ait degilse, (b) dolayisiyla I’ |-9([n]) olur. Tutarlhiliktan su sonug
gikar ki I §O([n]).x
Tamm. Bir o(x,y) tamdeyimi, bir I kurami i¢indeki bir f tam
fonksiyonunu fonksiyonel olarak temsil eder, her bir n i¢in (Vy)o([n],y) <
y = [f(n)]) ciimlesi I "nin bir sonucuysa, ve ancak boyleyse.

(Q'yii igeren) I'" kuramimiz tutarli ise f'yi I' i¢inde fonksiyonel olarak temsil eden
herhangi bir tamdeyiminin ayn1 zamanda f'yi [" i¢inde giiglii bir sekilde temsil ettigine
dikkat ediniz. Tersi genel olarak gecerli degildir. 0, f'yi I i¢inde giiclii bir sekilde temsil
ediyorsa her bir m ve n i¢in

(8([n],[m]) & [m] = [f(n)]
I'nin bir sonucudur. Dolayistyla:
(Vy)O[nly) &y = [f(n)])

genellemesinin her bir 6rneklemesini ispatlayabiliriz, ama genellemenin bir ispatini elde

etmek i¢in sonsuz sayida Orneklemenin ispatlarini birlestirmenin herhangi bir yolu
yoktur. Bu nedenle, Rosser''n sonucunun bize sunduguna gore, her bir f A tam

fonksiyonu i¢in f'yi gii¢lii bir sekilde temsil eden bir tamdeyim, f'yi aym1 zamanda



fonksiyonel olarak da temsil etmek zorunda degildir. Yine de, simdi gorecegimiz lizere,

f'yi gercekten fonksiyonel olarak temsil eden baska bir tamdeyim bulabiliriz:
Teorem (Tarski, Mostowski ve Robinson). f gibi herhangi bir X tam
fonksiyonu i¢in, Q'yli kapsayan herhangi bir kuram i¢inde S'yi fonksiyonel
olarak temsil eden bir X tamdeyimi vardur.

Ispat: Her X tam fonksiyonu A oldugundan Rosser'i sonucu bize f'yi, Q i¢inde giiclii bir

sekilde temsil eden O(x,y) biciminde X tamdeyimi oldugunu sdyler. 0(x,y) asagidaki
formiil olsun:

Bx.y) A (Vz<y)~B(x.2)).
o'nin, f'yi Q i¢inde (ve dolayisiyla Q'yii kapsayan her kuram iginde) fonksiyonel olarak
temsil ettiginin ispat1 son ispata oldukca benzerdir. Herhangi bir n alalim.

k < f(n) ise Q ~0([n],[k]) ve bundan dolayt Q }~0([n],[k]) olur. Ayrica, Q |~[k]
= [f(n)] ve bu nedenle Q Ho([n],[k]) & [k] = [f(n)] olur. (Yy)(y <[f(n)] = (5([n].y) <y
= [f(n)])), (Q ig¢inde) ispat edilebilir sekilde k < f(n) iken (0([n],[k]) < [k] = [f(n)]
bigimindeki biitiin climlelerin birletimine denk oldugundan goriiriiz ki
(10) (Vy)(y < [fm)] = (5([nly) © y = [f)])),

Q'nun bir teoremidir.

(Vz < [f(m)])~0([n],z), (Q iginde) ispat edilebilir sekilde k < f(n) iken —0([n],[k])

bicimindeki biitiin ciimlelerin birletimine denk oldugundan ve her bir k < f(n) igin

~0([n],[k]), Q'nun bir sonucu oldugundan (Vz < [f(m)])~0([n],z), Q'nun bir sonucudur.



O([n],[f(n]), benzer sekilde Q'nun bir sonucudur, dyle ki Q, o([n],[f(n)])'yi gerektirir ki

bu da mantiki olarak suna denktir:

(11) (Vy)(y = [f(n)] = (o([n].y) <y =[f(n)])).
Q, 8([n],[f(n)])'y1 gerektirdiginden ayrica

(12) (Vy)([fm)] <y - (3z<y)6([n],2)

'vi de gerektirir. (12) mantiki olarak suna denktir:

(13) (Yy)([f)] <y = ~(¥y)~6([n].2)),

ki bu da dogrudan dogruya sunu gerektirir:

(14) (Vy)([fm)] <y = ~O([n],y) A (Vy)~B([nl.y)))
yani,

(15) (Vy)([f(m)] <y = ~0o([n].y)).

Ayrica Q,

(16) ~[f(n)] < [f(n)]

'yvi gerektirdiginden Q sunu da gerektirir:
(17) (Vy)([f(m)] <y =~y = [f(m)]).
(15) ve (17) beraber sunu gerektirirler:
(18) (Vy)([f(m)] <y = (o([n].y) &y = [f(m)])).
(10), (11), (18) ve (Q11) beraber sunu gerektirirler:
(19) (Vy)(o([n]y) &y = [f(n)]).x
Robinson Aritmetigi bizatihi bizi ilgilendirmiyor. Bu aritmetik, bazi teoremleri

ispatlama araci olarak teknik yonden faydalidir, ancak kendi basina 6nemli degildir.

Bilhassa, Q igindeki ispatlamalar, dogal sayilar hakkindaki sezgiye dayali diisiinme



yontemlerimize pek az benzerler. Simdi dikkatimizi, dogal sayilar hakkinda formel
olmayan ispatlamalar yaparken nasil akil yiiriittiiglimiizii yansitma konusunda ¢ok iyi bir

is ¢cikaran, ¢cok daha giiclii bir kurama, Peano Aritmetigi'ne ¢eviriyoruz.



