Godel Numaralandirmasi
{x: x bir attir}, diinyanin biitiin atlari1 68e olarak barindiran ve bagka higbir sey
barindirmayan bir yigindir. Buradan hareketle sunu elde ederiz:
Herhangi bir y i¢in, y bir at ise, ve ancak bdyleyse, y € {x: x bir attir}.
Yolcu, 6rnegin, bir attir, dyleyse Yolcu € {x: x bir attir}. Bu kalibin genel olarak gecerli
olmasini bekleyecegiz; bu yiizden boslugun herhangi bir sekilde doldurulmus hali i¢in sunu
elde ederiz:
Herhangi bir y i¢in, y bir ... ise, ve ancak boyleyse, y € {x: x bir...'dir}.
Durumun bdyle olmasini bekleriz. Ama simdi boslugu “kendisinin bir 6gesi degil” ile
doldurmay1 deneyin; sunu elde ederiz:
Herhangi bir y i¢in, y kendi kendinin 6gesi degil ise, ve ancak boyleyse, y € {x:
x kendi kendinin 6gesi degildir}.
“y” yerine “{x: x kendi kendinin 6gesi degildir}” i konursa bir ¢eliski elde edilir:
{x: x kendi kendinin 6gesi degildir} kendi kendinin 6gesi degil ise, ve ancak
bdyleyse,{x: x kendi kendinin 6gesi degildir} € {x: x kendi kendinin 6gesi
degildir} .

Bu Russell''n paradoksudur; yirminci yiizyilin baslarinda matematigin temellerini
sarsan bir¢ok kiime kurami paradokslarindan birisi. Bu paradokslarin bu kadar rahatsiz edici
olmalarinin sebebi ondokuzuncu yiizyilin son birka¢ onyili boyunca kiime fikrinin,
matematigin bilhassa da kalkiiliisiin temellerini netlestirmede ve giivence altina almada
giderek artan bir rol oynamis olmasiydi. Paradokslar, kiimeler kuramini giivenilmez kilmak
suretiyle biitliin bu kazanimlarin geri alinmasi tehditini olusturuyorlardi.

Bu paradokslara karsilik vermek i¢in kullanilacak bir strateji, iimit edilen odur ki ilkeli
bir temelde, bosluklar1 doldurabilmenin yolunu ¢eliskileri 6nlemeye yetecek ama kiimeler
kuraminin faydali matematiksel rollerini oynamasina engel olmayacak sekilde sinirlandiran

aksiyomlar kullanmaktir. Ama aksiyomlarimizin yine de celigkiler {iretmedigini nasil



bilecegimiz iyi bir sorudur. Aksiyomlar, Russell'1 bir ¢eliski elde etmeye gotiiren yolu
kapatmaya yonelik olarak secilir; ama yine de daha dolambacli birtakim yollardan bir
celigskiye ulasmayacagimizdan nasil emin olabiliriz?

David Hilbert bu probleme yenilik¢i bir ¢6ziim 6nerdi. Normal olarak, matematikgiler
noktalar, ¢izgiler, diizlemler, fonksiyonlar ve sayilar gibi seyleri calisirlar ve matematiksel
ispatlar1 bu seyler hakkinda bilgi edinmede ara¢ olarak kullanirlar. Hilbert, matematiksel
ispatlarin bizzat kendilerini matematiksel arastirmanin nesneleri olarak ele almayi Gnerdi.
Matematigin yeni bir dali, metamatematik, geometricilerin noktalari, ¢izgileri ve diizlemleri
calistid1 sekilde ispatlar1 calisacakti. Umit edilen, ispatlarin bir incelemesinin kiimeler
kuraminin aksiyomlariin bir ¢eliskiye yol agmayacagini ispatlamamiza olanak taniyacagiydi.
Grafik kuramcilar, egrilerle baglanan karmasik bir noktalar ag1 igerisinde bir konumdan
digerine bir yol bulmanin hangi durumda miimkiin oldugunu arastirirlar. Ispat kuramcilari
benzer bir sey yaparlar; aksiyomlarin bir ¢eliskiye mahal verdigi bir yol olup olmadigini
gormeye calisirlar. Russell'in paradoksu, bize kiimeler kurami igindeki ispatlara kars1 dikkatl
olmamiz gerektigini 6gretmistir. Hilbert, ispat kuramcilar tarafindan iiretilen ispatlara karsi
benzer bir sekilde g¢ekince koymamizin gerekmedigini diisiiniir. Fark sudur ki kiimeler,
cogunlukla sonsuzdurlar ve bundan dolay:1 asikar bir sekilde gosterilmeleri veya biitiiniiyle
incelenmeleri imkansizdir. Buna karsilik ispatlar, fiilen kagit iizerine tamamini yazabildigimiz
sonlu nesnelerdir.

Metamatematik, Hilbert'in de 6ngdrdiigii lizere matematigin geri kalanindan ayridir
clinkii o, olagan matematikgilerin calistigr seylerden farkli tiirde bir seyi calisir. Godel, farkl
sembollere aritmetik kodlar atamak suretiyle ispat kuramin1 olagan matematige uydurmanin
bir metodunu iireterek bir climlenin belirli bir aksiyomlar kiimesinden ispat edilebilir olup
olmadig1 sorusunu aritmetik bir soruya doniistiirdii.

Kodlamanin ayrintilar1 epey keyfidir. Burada gorecegimiz, bircok imkandan yalnizca

bir tanesidir. Terimleri sirali ikililer ve sirali {gliiler seklinde kodlayarak baslayacagiz.



Herhangi bir x, y ve z i¢in, Uglii(x,y,z) = Ikili(x,Ikili(y,z)). w = Uclii(x,y,z) ise linci3(w) = x,
2nci3(w) =y, ve 3ilincii3(w) = Z'dir.

“0” i¢in kod, "0" seklinde kisalttigimiz Ikili(1,0) ikilisidir.

“x,” i¢in kod, "x," seklinde kisalttigimiz ikili(2,n) ikilisidir.

ST icin kod, "sT" seklinde kisalttigimiz Ikili(4,"t") ikilisidir.

(T+p) icin kod, "(T + p)* seklinde kisalttigimiz Uglii(5,"T,"p") iigliisiidir.

(Tep) icin kod, (T » p)" seklinde kisalttigimiz Uglii(6,"T","p") iigliisiidiir.

(T E p) igin kod, "(T E p)* seklinde kisalttigimiz Uglii(7,"T,"p") tigliisiidir.

Bir say1, asagidaki kosullar1 saglayan her bir S sayilar kiimesinin 6gesi ise, ve ancak

boyleyse, bir terimin kodudur:

Ikili(1,1) €8.

ikili(2,i) €8.

X, S'ye aitse Ikili(4,x) de dyledir.

x ve y, S'ye aitse Uclii(5,x,y), Uclii(6,x,y) ve Uglii(7,x,y) de dyledirler.
Bu kosullar1 saglayan herhangi bir kiime sonsuz olacaktir ve biz, aritmetik dili i¢inde sonsuz
kiimelerden bahsedemeyiz. Aritmetik dili i¢inde kodlar kiimesinden bahsetmek istiyorsak
sOylemek istedigimiz seyleri yalnizca sonlu kiimeler kullanarak sdylemenin yollarini
anlamamiz gerekir ki bdylece sonlu kiimelerin sayisal kodlara sahip olduklar1 gerceginden
yararlanabilelim. Boylesi bir ¢aba, asagidaki teoremi verir:

Teorem. Terimlerin kodlarinin kiimesi, bir A kiimesidir.

Ispat. Terimlerin kodlarmin kiimesi X'dir. x, asagidaki ozelliklere sahip sonlu bir s
kiimesinin 0gesiyse, ve ancak dyleyse, bir terimin kodudur:

Ikili(4,y) €sise y €s'dir.

Uclii(5,y,z) Esisey €s ve z €s'dir.

Uclii(6,y,z) Esisey €s ve z €s'dir.



Uclii(7,y,z) Esisey €s ve z €s'dir.
y E€sise yay = Ikili(1,0)'dir ya da (3In < y)y = ikili(2,n)'dir ya da
(3n < y)y = Ikili(4,n)'dir ya da (Im < s)(In < s)y = Uglii(5,m,n)'dir ya da
(3m < s)@n < s)y = Ugli(6,m,n)dir ya da (Im < s)(@An < s)y =
Uclii(7,m,n)'dir.
Bu kosullarin saglanmasi i¢in s'nin kod sayisinin sahip olmasi gereken 6zellikler bagli bir
tamdeyimle ifade edilebilir.
Terimlerin kodlarimin Kkiimesinin tiimleyeni X'dir. Asagidaki tammi goz Oniinde
bulundurmak faydali olacaktir:
Tanim. X ~y=Xx -y, X 2>y ise;
=0,x <yise.
((z+y)=xV (x <yAz=0)oldugunda, ve ancak bdyle oldugunda, x — y = z oldugunu
dikkate aliniz; bu bir bagli tamdeyim oldugundan —, bir A tam fonksiyonudur.
x'in, kapali1 bir terimin kodu olmadigi durumda, x'in yap1 agacini olusturmay1 denersek
ne “0”da ne de bir degiskende sonlanan bir dal bulunacaktir. Bu nedenle, asagidaki 6zelliklere
sahip bir s sonlu dizisi oldugunda, ve ancak boyle oldugunda, x, bir terimin kodu degildir:
(s)o = x.
n < uzunluk(s) ve (s), = Ikili(4,y) ise n+1 < uzunluk(s) ve (s)n+; = y'dir.
n < uzunluk(s) ve (s), = Uglii(5,y,z) ise n+1 < uzunluk(s) ve (s),+1 ya y'ye ya
da z'ye esittir.
n < uzunluk(s) ve (s), = Uglii(6,y,z) ise n+1 < uzunluk(s) ve (s).+1 ya y'ye ya
da z'ye esittir.
n < uzunluk(s) ve (s), = Uglii(7,y,z) ise n+1 < uzunluk(s) ve (s),+1 ya y'ye ya

da z'ye esittir.



n+l < uzunluk(s) ise ya (s), = Ikili(4,(s)n+1) ya da (Jz < s)(s). ya
Uclii(5,(S)n+1,2)'ye ya  Ugclii(5,z,(S)n+1)'e ya  Uglii(6,(s)ur1,2)'ye  ya
Uclii(6,z,(S)n+1)'e ya Uclii(7,(s)n+1,2)'ye ya da Uclii(7,z,(S)n+1)'e esittir.
(8)uzuntuk(s) =1 # 1kili(1,0).
—(In < $)(S)uzunluk(s) -1 = 1kili(2,n).X

Kapali tamdeyimlerin kodlarmin kiimesi A'dir; degiskenler igin verilecek kosullari

bosverin.

Teorem. y'nin bir terim ve X'in y'nin bir altterimi oldugu <x,y> ikililerinin
kiimesi A'dur.

Ispat: “y bir terimdir ve x bir altterimdir” dedigimde aslinda sdylemek istedigim sey, y'nin bir
terimin kodu oldugu ve x'in de bir altterimin kodu oldugudur. Cogu zaman bu ayrimi ihmal
edecegim. Buna alisacaksiniz.
y bir terim oldugunda, x, asagidaki kosullar1 saglayan her bir sonlu kiimenin 6gesiyse,
ve ancak boyleyse, y'nin bir altterimidir :
y, kiimeye aittir.
ikili(4,z) kiimeye aitse z dekiimeye aittir.
Uclii(5,z,w), Uclii(6,z,w) ya da Uglii(7,z,w) kiimeye aitlerse z ve w de kiimeye
aitlerdir.
Bu gosterir ki y'nin bir terim ve x'in bir alt-terim oldugu <x,y> ikililerinin kiimesi II'dir.
Bunun ayni zamanda X oldugunu gormek i¢in sunu dikkate alalim ki y bir terim oldugunda,

asagidaki ozelliklere sahip sonlu bir kiimeyi kodlayan bir s sayisi varsa, ve ancak boyleyse, X,
y'nin bir altterimidir:
y, kiimeye aittir.

Ikili(4,z) s'ye aitse, z kiimeye aittir.



Uclii(5,z,w), Uglii(6,z,w) ya da Uclii(7,z,w) kiimeye aitlerse, z ve w kiimeye

aitlerdir.

t < s, y'yi iceren ve su Ozelliklere sahip olan bir kiimenin koduysa, x, t

tarafindan kodlanan kiimenin &gesidir: her ne zaman Ikili(4,z), t tarafindan

kodlanan kiimeye ait olursa z, t tarafindan kodlanan kiimeye aittir, ve her ne

zaman Uglii(5,z,w), Uglii(6,z,w) ya da Uglii(7,z,w)'den biri, z tarafindan

kodlanan kiimeye ait olursa, z ve w, t tarafindan kodlanan kiimeye aitlerdir.X

Bir sonlu agag, kiimenin bir iiyesinin herhangi bir baslangi¢ parcasinin, kiimenin bir

iiyesi oldugu, sonlu bir diziler kiimesidir; s'nin, bir sonlu agacin kodu oldugu iddiast bagh bir
tamdeyimle formellestirilebilir. Bir sonlu ikili aga¢, bastan sona 0'lar ve 1'ler dizilerinden
meydana gelen bir sonlu agagtir. x, bir terimin kodu oldugunda x i¢in bir yap: agaci, bir
Ikili(s,f) ikilisidir; burada s, bir sonlu ikili agacin kodu ve f, asagidaki 6zelliklere uyan, tanim
kiimesi s tarafindan kodlanan kiimenin elemanlarinin kiimesi olan bir fonksiyondur:

f, agacin gévdesi olan < >'e x'i atar.

y €s ve f(y) = Ikili(4,z) ise y » <0> E€s ve f(y » <0>) =z ve y * <1> &s'dir.

y €s ve f(y) = Uglii(5,z,w) ise y » <0> ve y » <1>'in her ikisi de s'ye aitlerdir

ve f(y * <0>) =z ve f(y * <1>) = w'dur.

y €s ve f(y) = Uglii(6,z,w) ise y * <0> ve y * <1>'in her ikisi de s'ye aitlerdir

ve f(y » <0>) =z ve f(y * <1>) = w'dur.

y €sve f(y) = Uglii(7,z,w) ise y » <0> ve y * <1>'in her ikisi de s'ye aitlerdir

ve f(y * <0>) =z ve f(y * <1>) = w'dur.

y A <0> €5 ve f(y » <0>) = z ise ya f(y) = Ikili(4,z)'dir ya da

(3w < s)(f(y * <1>) tanimlanmis ve w'ya esittir ve f(y) = Uclii(5,z,w))'dur

yada

(3w < s)(f(y * <1>) tanimlanmis ve w'ya esittir ve f(y) = Uclii(6,z,w))'dur

ya da



(3w < s)(f(y * <1>) tanmimlanmis ve w'ya esittir ve f(y) = Uclii(7,z,w))'dur.

y M <1> €sve f(y * <1>) = w ise baz1 z < s'ler i¢in f(y * <0>) tanimlanmis ve
z'ye esittir ve ya f(y) = Uclii(5,z,w)'dur ya f(y) = Uclii(6,z,w)'dur ya da f(y) =
Uclii(7,z,w)'dur.

y Esise vene y * <0>ne de y » <1>s'ye aitse ya f(y) = ikili(1,0)'dir

ya da (In < s)f(y) = ikili(2,n)'dir.

Benzersiz Okunurluk Lemmasi. Her bir terim (kodu) benzersiz bir yapi
agacina sahiptir.

Bunu ispatlamanin en dolambagsiz yolu benzersiz bir yapi agaci olan terimler
kiimesinin her bir i i¢in Ikili(1,1) ve Ikili(2,i)'yi icerdigini ve her ne zaman y ve z'yi igerirse
Ikili(4,y), Uglii(5,y,z), Uclii(6,y,z) ve Uglii(7,y,z)'yi igerdigini gdstermek olacaktir. Bdylesi bir
ispat, sonsuz sayilar kiimesinden bahsettiginden aritmetik dili igerisinde gerceklestirilemez.
Ispatin tam olarak aritmetik bir 6rnegini elde etmek icin bir terimi kodlayan 6zel bir y sayisi
se¢cmeliyiz ve y'nin her bir altteriminin, s6z konusu ¢ikarimi, yalnizca y'nin altterimlerinden
bahseder bir sekilde deyimlestiren benzersiz bir yapi1 agacinin oldugunu gostermeliyiz.
Ayrintilart incelemeyecegim.

Teorem. Kapali bir terimi, sembolize ettigi sayiya goétliiren Den fonksiyonu
A'dir.

Ispat: Asagidaki 6zelliklere sahip sonlu bir s kiimesi varsa, ve ancak boyleyse, Den(x) = v'dir:
Ikili(x,v) €s.
y €sise linci(y), kapali bir terimdir.
kili(Ikili(1,1),u) s'ye aitse y = 0'dur.
ikili(ikili(4,y),u) s'ye aitse u > 0'dir ve Ikili(y,u =1) s'ye aittir.
Ikili(Uglii(5,y,2),u) s'ye aitse Ikili(y,t) ve ikili(z,w)nun s'ye ait oldugu ve u =t

+ w olan t ve w vardir.



Ikili(Uglii(6,y,2),u) s'ye aitse ikili(y,t) ve Ikili(z,w)'nun s'ye ait oldugu ve u =t -
w olan t ve w vardir.

Ikili(Uglii(7,y,z),u) s'ye aitse ikili(y,t) ve Ikili(z,w)'nun s'ye ait oldugu ve u = t"
olan t ve w vardir.

Bu, bir £ tamdeyimiyle formellestirilebilir. Den, bir A tanim kiimesine sahip bir X kismi

fonksiyonu oldugundan A'dir.X
Tamdeyimleri de ayn1 yontemle kodlariz:

T ve p terim iseler T = p i¢in kod, "T = P seklinde kisalttigimiz
Uclii(8,"T","p")'dur.

T ve p terim iseler T < P i¢in kod, 'T < P’ seklinde kisalttigimiz
U(;ll'i(9,“t’,“p’)'dur.

& bir tamdeyim ise ~@ igin kod, "~ seklinde kisalttigimiz ikili(10,"")'dir.
¢ ve P tamdeyimler ise (¢ V ) igin kod, "(¢p V )" seklinde kisalttigimiz
Uelii(11,7, ) dir.

¢ ve Y tamdeyimlerse (G A ) igin kod, (P A )" seklinde kisalttigimiz
Uelii(12, ", ) dir.

¢ ve P tamdeyimlerse (¢ — ) i¢in kod, (P — P)* seklinde kisalttigimiz
Uelii(13, ", ) dir.

¢ ve P tamdeyimlerse (¢ < ) i¢in kod, (¢ < )" seklinde kisalttigimiz
Uelii(14, ", ) dir.

¢ bir tamdeyimlerse (Vx,)d igin kod, "(Vx,)P" seklinde kisalttigimiz

Uglii(15,n,"d")'dir.



¢ bir tamdeyimlerse (Ix,)P i¢in kod, "(Ix,)P' seklinde kisalttigimiz

Uclii(16,n,"d")'dir.

Teorem. Tamdeyimlerin kodlarmin kiimesi A'dir.
Ispat, terimlerin kodlar1 igin verilen mukabil ispata o kadar yakindir ki incelemenin ciddi bir
anlami yoktur. y tarafindan kodlanan, x'in bir alttamdeyiminin kodu oldugu tamdeyim A'dir
seklindeki <x,y> ikililerinin kiimesinin ispati i¢in de aynist gegerlidir. Terimler icin

yaptigimiz sekilde tamdeyimler icin yapi1 agaglari tanimlariz ve bir kez daha benzersiz

okunurluk elde ederiz.

Teorem. O'nin bir tamdeyim, T'nun bir terim ve n'nin bir dogal say1 oldugu

durumda <"0,n,"T™>'yu "0xp/T"ya gétiiren Sub fonksiyonu A'dir.
Ispat: Oncelikle, T terimleri ve bir n dogal sayis1 verildiginde <"p’,n,"T™>'yu "px,/T"ya
gotiiren fonksiyonun X oldugunu ve bundan dolay: bir A tanim kiimesine sahip bir X kismi
fonksiyonu olarak A oldugunu dikkate alin. Bu bdyledir, ¢iinkii asagidaki ozelliklere sahip
sonlu bir s kiimesi varsa, ve ancak bdyleyse, <'p’,n,"T™ girdisiyle fonksiyonun aldig1 deger
z'dir:

ikili("p,2), s'ye aittir.

y, s'ye aitse linci(y) ve 2inci(y)'nin her ikisi de s'ye aitlerdir.

Tkili(ikili(1,1),y), s'ye aitse y = Ikili(1,1)'dir.

Ikili(ikili(2,i),y), i # n olmak kaydiyla s'ye aitse y = ikili(2,i)'dir.

Ikili(ikili(2,n),y), s'ye aitse y = "T"'dur.

Ikili(ikili(4,u),y), s'ye aitse linci(y) = 4'tiir ve Ikili(u,2inci(y)), s'ye aittir.

Ikili(Uglii(5,u,v),y), s'ye aitse linci(y) = 5'tir ve Ikili(u,2ncii¢inde3(y)) ve

Ikili(v,3iinciiicinde3(y))'nin her ikisi de s'ye aittir.



Ikili(Uglii(6,u,v),y), s'ye aitse linci(y) = 6'dir ve ikili(u,2ncii¢inde3(y)) ve

Ikili(v,3iinciiicinde3(y))'nin her ikisi de s'ye aittir.

Ikili(Uglii(7,u,v),y), s'ye aitse linci(y) = 7'dir ve ikili(u,2ncii¢inde3(y)) ve

Ikili(v,3iinciiicinde3(y))'nin her ikisi de s'ye aittir.

0 boliimsiiz bir tamdeyim, T bir terim ve n bir dogal say1r oldugunda, "Ox,/T",

asagidaki sekilde verilir:

P = 0xu/T" = Uglii(8," pxn/T', 0%,/ T").

'P < 0%:/T" = Uglil(9," pxa/ T, 0%/ T").
Ispat1 tamamlamak icin terimlerle az dnce yaptigimiz seyin aynisini tamdeyimlere yapmamiz

gerekir. Mesakkatli olan ve yeni herhangi bir fikir igermeyen ayrintilar1 vermeyecegim.[X



