Dogru Aritmetigin Standart Olmayan Modelleri
Aritmetik dilinin standart modelinden epey bahsettik ama dogru aritmetigin
(standart model i¢inde dogru olan climlelerin kiimesi), standart modelle esyapili olmayan
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baska modelleri de vardir. Gergekten de, “c”nin yeni bir sabit oldugu biitiin “[n] < ¢

ciimleleriyle birlikte dogru aritmetikten meydana gelmis I kuramini1 gdz oniine alin. A,
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["nin sonlu bir altkiimesiyse “c’nin “[n] < ¢” € A olan herhangi bir n sayisindan daha
bilyiik bir say1y1 belirtmesine izin vermek suretiyle standart modeli genisleterek A'in bir

modelini elde edebiliriz. Sikilik teoreminden ["nin bir modeli oldugu sonucu ¢ikar. ['nin

bir modeli, dogru aritmetigin standart olmayan bir modeli olacaktir; yani, dogru
aritmetigin standart modelle esyapili * olmayan bir modeli.

Dogru aritmetigin standart olmayan bir 2 modelinin bir baslangi¢ pargasi, tipki
standart modelde oldugu gibi tanimlanir: herhangi bir y € S i¢in, |U|'nun <¥ y olan
herhangi bir 6gesi S'nin bir 6gesiyse, ve ancak boyleyse, S € || bir baslangi¢ pargasidir.
n'yi [n]¥'ye ileten gotiiriim, standart modellerden UA'nun bir baslangi¢ pargasi iizerine bir
esyapililiktir. [U|'nun bu esyapililigin deger kiimesinde yer almayan 6geleri, standart
olmayan 6gelerdir. Esyapililigin deger kiimesinin bir baslangi¢ pargast oldugunu anlamak
igin, once, “(Vx)~ x < 0” dogru aritmetigin bir parc¢asi oldugundan, U'nun 0¥'nun

altindaki herhangi bir standart olmayan 6geyi gizleyemedigini dikkate alin. [n+1]¥'nun

A ve B aritmetik dilinin modelleri olmak kaydiyla, f(x) <3 f(y) oldugunda ve ancak boyle
oldugunda, A'dan B'ye bir esyapililik, f(0¥) = 0%, f(x +¥ y) = f(x) +¥ f(y), x <¥ y ve benzeri dzellikleri
saglayan |U|'dan |B|'ye bire-bir ve orten bir f fonksiyondur. o, 2 i¢in bir degisken atamasi ise G, fl /c'nin B
icinde sagladig1 formiillerin aynilarini 2 i¢inde saglar. (Burada fllc, fllo(v) = f(c(V)) seklinde verilmis B
icin degisken atamasidir.) Bundan ayni ciimlelerin 2 i¢inde ve B i¢inde dogru olduklari sonucu ¢ikar.



altindaki herhangi bir standart olmayan 6geyi igeri sivistiramaz ¢iinkii “(Vx)(x < [n+1] &
x=[0]Vx=[1]V..Vx=[n]))” dogru aritmetigin i¢indedir.“(Vx)(Vy)x <yVx=yV
y < x)”e sahip oldugumuz icin biitiin standart olmayan modeller biitiin standart
modellerden daha biiytiktiir.

a, standart olmayan bir 6ge olsun. Dogru aritmetik, bize, her saymnin bir bitisik
ardila sahip olduguna ve 0 disinda her saymin bir bitisik Onciile sahip olduguna iliskin
giivence verdigi i¢in a'nin bitisik komsulugu tipki (pozitif ve negatif) tamsayilar gibi
gorlinlir. [2]¥ ¥ a, biitlin a +¥ [n]¥lardan daha biiyiiktiir ve [2]¥ ¥ a'min bitisik
komsulugu tipki tamsayilar gibi goriiniir. Benzer sekilde, [3]¥ o¥ a, biitlin ([2]¥ ¥ a) +¥
[n]¥lardan daha biiyiiktir ve [3]¥ ¥ a'min bitisik komsulugu tipki tamsayilar gibi
goriiniir. a «¥ a, biitiin [n]¥ ¥ a'lardan daha biiyiiktiir ve a ¥ a'nin bitisik komsulugu tipki
tamsayilar gibi goriiniir.

a, ya “x ¢ifttir”i ya da “x tektir”i saglar.> Durum birincisiyse, ikiyle ¢arpildiginda
a'y1 veren standart olmayan bir 6ge vardir. Durum ikincisiyse ikiyle ¢arpildiginda a +%
[1]¥yu veren standart olmayan bir 6ge vardir. Her haliikarda a'nin yaklasik olarak yarisi
olan standart olmayan bir say1 elde ederiz. Bu standart olmayan modelin bitisik
komsulugu tipki tamsayilar gibi goriiniir. Benzer sekilde, a'nin yaklasik olarak ticte biri
olan standart olmayan bir say1 vardir, a'nin yaklasik {icte ikisi olan bir tane, ve benzeri.

Herhangi bir p ve q tamsayilari i¢in, standart olmayan 6yle bir b sayist vardir ki [q]¥ ¥ b

Yani, a, ya “(Iy)([2]*y) = x"1 ya da “(Fy)(([2]y) + [1]) = x”i saglar.



ve [p]¥ o¥ a, standart bir sayi ile farklilagir. Diger bir ifadeyle, P/ kere a'ya yaklagik
olarak esit olan standart olmayan bir say1 vardir.

Sadece siralamaya bakarak sayilabilir standart olmayan modellerin neye
benzedigini tam olarak sdyleyebiliriz. Tamsayilarin bir takim kopyalar1 tarafindan takip
edilen, dogal sayilar gibi goriinen bir baslangi¢ pargasi vardir. Tamsayilarin kopyalari
siralidir; birincinin {yeleri <¥ ikincinin iiyeleri ise, ve ancak boyleyse, bir kopya
digerinden daha kiigiikiir diyebiliriz. Kopyalar iizerindeki siralama, rasyonel sayilar
tizerindeki siralamayla esyapilidir. Bu tanimlama, dogru aritmetigin sayilabilir, standart
olmayan modelleri lizerindeki siralama bagmtisini, Ozellikle esyapililifa gore niteler.
(Sayilamaz modeller i¢in tanimlama benzerdir ama kesinlestirmek daha zordur ¢iinkii
sayllamaz standart olmayan modeller, karsilikli esyapili degildir.) Burada ispatini
incelemeyecegim ama bunun i¢in Boolos ve Jeffrey'nin 17. boliimiine bakabilirsiniz.?

Standart olmayan modeller, epistemolojik olarak sikintilidirlar. "Fido" ismi,
kulaklarinin arkasimi kasimis oldugumuz bir seyi adlandirir ve "Fido" kelimesini
kullanisimiz ile kdpek Fido arasindaki nedenlilik iliskisi, kelimenin, mevcut gonderimde
bulunusuna iligkin agiklamanin bir pargasidir. Teorik terimler ve nedensel sekilde iliskili
oldugumuz seyleri adlandirmayan diger terimler i¢cin dogrudan bir nedensel agiklama
yoktur, ama dolayli bir nedensel agiklama olabilir. Teorik varliklarin dogrudan nedensel
sekilde iliskili oldugumuz varliklarla nasil baglantili oldugunu ve teorik terimlerin,

kuramin onlara yiikledigi rolii oynamaya en ¢ok yaklasan Ogeler her neyse onlari

George Boolos ve Richard Jeffrey, Computability and Logic, 3iincii edisyon (New York
and Cambridge: Cambridge University Press, 1989).



adlandirdigin1 sdyleyen, muhtemelen de formel olmayan, bir kurama sahibiz. (“Roli
oynayan”dan ziyade “rolii oynamaya en ¢ok yaklagan”, ¢linkii kuramlarimizin biitiiniiyle
hatasiz oldugunu iddia etmek giiliing olacaktir.) Teorik varliklar, deneyimin nesnelerine
ne kadar yakin olurlarsa nedensel iligkilerin gonderimi saptamakta oynayacagi rol o kadar
one ¢ikar. Sayilar gibi deneyimin nesneleriyle fazlasiyla ilgisiz olan seyler noktasina
geldigimizde nedensel iligkiler neredeyse goriintiiden c¢ikmis olur. Elbette giinliik
nesneleri saymak i¢in sayilar1 kullaniriz ama sayma amagclari ugruna yalnizca dogal
sayilar sisteminin en basindaki sayilar1 kullaniriz, 6yle ki bu sayilar1 kullanma seklimiz
bize bir biitliin olarak dogal sayilarin yapisini anlatmakta hi¢ de basarili olmaz.
Matematiksel terimlerimizin anlamlar1 matematik kuramlarimiz tarafindan verilir dersek
abartmis olmayiz.

Simdi bir problemimiz var. Ileride ayrintili bir sekilde gdrecegimiz gibi aritmetik
kuramimiz — dogru olarak ayirt edebildigimiz aritmetik climleler kiimesi —, dogru
aritmetigin epeyce gerisinde kalir. Ama dogru aritmetigi asirabilseydik bile bu, aritmetik
terimlerin anlamlarin1 saptamak i¢in yeterli degildir. Aritmetik kuramimiz, dogru
aritmetik olsaydi dahi bu, dogal sayilarin yapisim1 saptamak ic¢in yeterli olmayacakti
cilinkii kuram, standart olmayan modellere sahiptir.

Kolay bir yanit, aritmetik kuramimizin yalitilmamis oldugunu séylemek olacaktir.
Dogal sayilar hakkindaki inanglarimiz, reel sayilar ve kiimeler hakkindaki inanglarimizi
iceren daha genis bir inang sistemi igine yerlestirilmistir. Aritmetik terimlerin roliine bu
daha genis teorik sistem dahilinde bakiyor olmaliyiz.

Bu kolay bir yanittir ama faydali bir yanit degildir ¢ilinkii ayn1t muhakemeyi,

kiimeler kurami dilini ve reel analiz dilini igeren daha genis bir dile uygulayabiliriz.



Sikilik teoremi hala gegerlidir, dyleyse daha genis dilin dogru tiimcelerinin kiimesi, hala,
standart olmayan dogal sayilardan olusan modellere sahip olacaktir. Aritmetik hakkinda
kuskucu olmak i¢in son derece rahatsiz edici bir nedene hala sahibiz.

Farkli bir yanit, matematik kuramimiz1 yiiklemler dizgesi i¢inde degil de sikilik
teoreminin uygulanmadigi daha dayanikli bir mantik iginde bi¢imlendirmemiz
gerektigidir. (Genellikle Onerilen alternatif, ki birazdan kisaca tanimlayacagiz ikinci
diizey yiiklemler dizgesidir.) Bu yanit, potansiyel olarak daha yararlidir ama o kadar da
kolay degildir. Bu, problemimizi Enron tarzi hesaplama uygulamalar1 vasitasiyla
“cozmiis” oldugumuz kuskusunu uyandirir. “Matematiksel” mefthumlar olarak
adlandirmaya alisik oldugumuz birtakim fikirler, simdi yeniden isim verilmis “mantiki”
methumlar olmuslardir, ki bdylece 6nceden matematigin temellerine dair olan bir
problem, simdi mantifin temellerine dair bir problemdir. Biz problemi yeniden
etiketlemis olduk, ama higbir seyi ¢6zmiis olmadik c¢linkii matematiksel terimlerin
anlamlarii saptamaya dair eski zorluk, birinci dereceden yiiklemler dizgesinin Gtesine
gectigimizde ortaya attigimiz yeni mantiki terimlerin anlamlarini saptamaya dair bir
problem seklinde yeniden ortaya ¢ikmis oldu, ya da boyle goriiniiyor. Konu son derece

tartigsmali olarak kalir ve bunu burada ¢6ziime kavusturmak i¢in hi¢ de umudumuz yok.



