Church-Turing Savi
Artik biliyoruz ki her bir ) kiimesi veya bagintisi etkin olarak sayilabilirdir.
Yineleme teorisinin esas savi ayni zamanda bunun tersinin de gecerli oldugudur ki
boylece sunu elde ederiz:
Church-Turing Savi. Bir kiime veya bagimt1 ) ise, ve ancak boyleyse,
etkin olarak sayilabilirdir.
Bir kiimenin, kendisi ve tiimleyeni etkin olarak sayilabilir oldugunda ve ancak bdyle

oldugunda karar verilebilir oldugunu, ve ayrica bir kiimenin, kendisi ve tiimleyeni )

oldugunda ve ancak bdyle oldugunda A oldugunu bildigimiz i¢in, Church-Turing savinin

sunu gerektirdigini goriiriiz: bir kiime veya bagmnti, A ise ve ancak boyleyse karar
verilebilirdir. Ayrica, bir kismi fonksiyon ), ise ve ancak boyleyse hesaplanabilirdir; ve
bir tam fonksiyon A ise ve ancak boyleyse, hesaplanabilirdir.

"Hesaplanabilir", burada ilkece hesaplanabilir anlamima gelmektedir: dyle bir
mekanik yontem vardir ki bikmadan ve hatasizca uygulanirsa fonksiyonu hesaplayacaktir.
Kavram yaslanmayi, 6limii veya sinirli disk alanim1 hesaba katmaz. Bir hesaplama,
evrendeki parcacik sayisindan daha ¢ok sayida bellek birimi kullansa bile buna izin
veririz. Teorik amag, hesaplanmasi miimkiin olanin u¢ noktada bir dig limitini vermek,
sonrasindaysa bu ideale pratikte yakinsama isini, daha uygulamaya doniik olarak diistinen
miihendislere birakmaktir.

Kimse Church-Turing'i kesin olarak ispatlamayr umamaz. Karar verilebilirlikle ve
etkin olarak sayilabilirlikle ilgili iddialar1 kesin olarak ispatlayabilmemiz i¢in 6ncelikle

bu kavramlarin matematiksel olarak kesin karakterizasyonlarina sahip olmamiz gerekiyor



ve bize bu karakterizasyonlar1 sunmasi i¢in de s6z konusu sava bel bagliyoruz. Gergekten
de bu sav lehinde epey bir miktarda kanit vardir. Simdi bunlarin bazilarini inceleyelim.

Elimizdeki delillerden en giigliisii sundan ibarettir: bilinen her sayma yontemi bir
Y. kiimesi olusturur ve bilinen her karar yontemi bir A kiimesi belirler. Bundan daha

fazlas1 vardir. Bilinen her sayma yontemi actkga Y, olan bir kilme meydana getirir. Isin
birkag¢ inceligini dgrenir 6grenmez kiime meydana getirmenin bir algoritmasini bir kez
bilince kiimeyi tanimlayan bir formiilii yazmak kolay olacaktir. Cikmaza girdigimiz tek
durum algoritmay1 gercekten bilmedigimiz ya da onu agik bir sekilde bilmedigimiz
durumdur. Ornegin sdzdizimi diizgiin Ingilizce ciimlelerin kod sayilarini listeleyen bir )
formiiliinii nasil yazacagimizi bilmeyiz; ama bunun nedeni, kiimeyi olusturan bir
algoritmanin oldugunu tahmin etsek bile onun ne oldugunu bilmeyisimizdir.

Church-Turing savi 1930'larda ileri siirildiikten sonra makul sayida girigim,
ozellikle A olmayan bir karar yontemi ortaya koyarak savin yanls oldugunu gosterme

programina adandi. Bu girisimlerin hicbiri basarili olmadi. Bir kars1 6rnek elde etmedeki
kesin basarisizlik boyle bir karsi 6rnegin olmadigini olduk¢a muhtemel kilmaktadir; ve
ayni1 basarisizlik yiiziinden, savin bir kars1 6rnegi olacaksa bunun bugiin sahip oldugumuz
herhangi bir algoritmadan olduk¢a farkli bir algoritma olmasi gerektigi akliselimce
kesindir.

Bilinen algoritmalar1 almak ve onlar1 yeni algoritmalar yaratmak amaciyla
kullanmak i¢in belli standart yontemler vardir; 6rnegin degisken degistirimi ve yinelemeli
tanimlama. ), kismi fonksiyonlar sinifinin bu tiirden bilinen tiim teknikler altinda kapali
oldugu gercegi, Church-Turing savi lehindeki bir baska delildir. Savin herhangi bir karsi

Ornegi, biitiiniiyle 6zgiin birtakim hesaplama yontemleri icermek zorunda olacaktir.



Bilinen algoritmalar1 karmasik sekillerde birlestirmek suretiyle bir kars1 6rnek elde etme
imidi yoktur.

1930'1ar ve 1940'lar boyunca bir¢ok isim, farkli yaklasimlar1 ve farkli yollar
tutarak hesaplanabilirligi anlama problemi {izerinde ¢alisti. Hepsi de ayni cevaba ulasti.
Bu yakinlik, ulastiklar1 cevabin dogru cevap oldugunu varsaymamiz igin bize bir gerekge
sunar. Genel anlamda, bir problem iizerinde birbirinden bagimsiz olarak calisan farkl
zeki insanlarin hepsi ayni cevaba ulasiyorlarsa, bu, ulasilan cevabin dogru cevap
oldugunu diisiinmeye bir gerekge olusturur. Ve farkli arastirmacilar tarafindan uygulanan
yontemler de birbirinden ¢ok farklilagiyorsa durum bilhassa boyledir, ¢ilinkii bu hepsinin
ayn1 hatay1 yapmis olma olasiligini azaltir.

Birbirinden epey farkli birka¢ yaklasimla baslayip aym kavramla
karsilagiyorsaniz, bu, bulmus oldugunuz kavramin temel ve dogal bir kavram oldugunu
varsaymaya gerekcedir; clinkii boylelikle, tek bir bakis agisindan kurulan kavramlarin
coguna musallat olan keyfilikten kaginmak muhtemeldir.

> kiimeleri vasitasiyla etkin olarak sayilabilir kiimelerin belirlenmesine ulasan bu
yontemlerin bazilarii tanimlayayim. Bu yontemlerin hepsinin ayni sonucu verdigini tek
tek ispatlamak yogun emek gerektirdigi ve bir hayli mesakkatli oldugu i¢in burada buna
girismeyecegim.

Turing aygitlari. Alan Turing, Cambridge'de verdigi lisans bitirme tezinde, yalin
esaslarina indirerek soylersek, hesaplayan bir insan failinin, hesaba dayal1 bir problemi,
bir kurallar sistemi uygulayarak ¢ézerken ne yaptiginin bir modelini vermeye ¢alismistir.
Fail, sembolleri soldan baslayip sag kenar bosluguna gelene kadar devam edip tekrar

soldan, bu sefer bir satir asagidan baslayarak zikzakli bir tarzda yazar. Ilk



basitlestirmemiz, satirlar1 keserek ayirmak ve tutkalla birbirlerine yapistirmaktir ki
boylece hepsi tek, ¢ok uzun bir satir boyunca uzanirlar. Bu sayede failimiz, sembolleri
cok uzun bir serit boyunca yan yana yazar." Aslina bakilirsa, seridin sonsuz oldugunu farz
edecegiz, ¢iinkil bir problemi ¢6zmekte basarisiz olmus olmamizin tek nedeni miisvedde
kagidin1 bitirmis olmamizsa, o problemi, ilkece ¢oziilemez olarak addetmek istemiyoruz.

Fail, bazen bir sonraki kisimda ne yazacagina karar verirken onceki yaptiklarina
doniip bakacaktir. Failin dnceki ¢alismasi iizerinde bir seferde tek bir sembole baktigini
varsaymakta gercek bir genelleme kaybi yoktur ki bdylece failin seridin iizerinde bir
seferde tek bir semboliin iizerinden gegirdigi, bazen sola dogru bir hane ve bazen de saga
dogru bir hane hareket ettirdigi ve bazen de eski bir sembolii silmek veya yeni bir tane
yazmak i¢in duraklattifi hareketli bir serit okuyucuya sahip oldugunu diisiinebiliriz.
Calismasinda bir seferde tek bir sembole sahip olmasiyla failin yaptiklarini tam anlamiyla
miimkiin en basit adimlara ayirmis oluyoruz.

Sonlu, numaralanmis bir ayrintili talimatlar listesi, faile hesaplamaya nasil devam
edecegini anlatir. "Inceliyor oldugun hane bossa igine 'Q' harfini yaz ve talimat 112'ye
git" ve "Inceliyor oldugun hane igine 'W' yazilmus halde ise onu sil ve talimat 13'e ilerle"
ve "Inceliyor oldugun hane igine 'B' yazilmis halde ise saga dogru bir hane ilerle ve
talimat 99'a git" gibi seyler. Girdi sayist n ise hesaplama, okuyucunun bir n tane "1"

dizisinin sol ucunda oldugu, aksi takdirde bos olan bir seridin tizerinde baslar. Hesaplama

Bir problemi resimleyerek betimlemek, biitiin sembolik gdsterimlerimizi tek bir boyutta
yapmaya zorlansaydik bizden yakay1 kurtaracak olan bir ¢6ziim bulmamiza yardimei olabilirdi. Oyleyse,
yeni problem ¢ozliimlerini kesfetmeyi saglayan yaratici siirecleri tanimlamaya calistyor olsaydik
sembollerimizin bir satirda bulunmasini talep etmek, korkung carpikliklar ortaya ¢ikaracakti. Ama bizim
amacimiz bu degil. Biz, hesaba dayali algoritmalarin biitiiniiyle mekanik olan uygulamasina bakmak
istiyoruz; bu, yaraticiliga artik gerek olmayan bir problem ¢6zme asamasidir.



nihayet bittiginde okuyucu tam olarak m tane "1"ler dizisinin sol ucundaysa, m ¢iktidir.
Hesaplama higbir zaman bitmezse n, hesaplanan kismi fonksiyonun tanim kiimesinde
degildir. Aygit belli bir girdi lizerinde durursa bu girdinin bir aygit tarafindan kabul
edildigi sdylenir.

Bu tiir bir talimatlar sistemini infaz eden mekanik cihaza Turing aygiti denir.
Turing boylesi aygitlar1 insani hesaplamanin bir modeli olarak 6nerdi. Kuskusuz, aygitin
yaptig1 sey hesaplayici insan failinin yaptig1 sey degildir; insan failinin yaptig1 seyin bir
hayli basitlestirilmis ve stilize edilmis bir taklididir. Ama farkliliklar Onemsiz
ayrintilardadir, asli hesaplama kapasitelerinde degil. Bir insani bilgisayarin® yapabildigi
her sey, Turing'in ileri siirdiigii iizere, bir Turing aygitiyla taklit edilebilir.

Buradaki ayrintilar epey keyfidir. Sembollerin sayisi, sonlu oldugu siirece az veya
cok olabilir. Girdiler ve ciktilar, "1"ler dizileri yerine Arap rakamlar1 olabilir. Silme,
karalama isleri i¢in yedek seritlere izin verebiliriz. Belirlenimci olmayan hesaplamalara
bile izin verebiliriz. Bunlar, birbiriyle c¢elisen talimat kiimeleriyle programlanmis
aygitlardir, ve boylece aygit, belli safthalarda hangi talimati takip edecegini rasgele secer.

Ayrintilari nasil diizenlersek diizenleyelim sonug¢ aynidir. Bir fonksiyon, ), ise ve
ancak boyleyse, bir Turing aygiti tarafindan hesaplanir. Bir kiime, ). ise ve ancak

boyleyse, bir Turing aygiti tarafindan kabul edilir.

Turing bir "bilgisayar"dan bahsettiginde bir hesaplayici insan failini kastetmisti cilinkii
30'lu yillarin baslarinda yazdig: sirada elektronik bilgisayarlar heniiz icat edilmis degildi. 40'l1 yillarda
(vani, Alman donanma sifresini kirmakla mesgul oldugu savas doneminin ardindan) ilk elektronik
bilgisayarlardan birini gelistirmek icin ¢alismaya bagladi.



Tescil makineleri. Turing aygitlariyla amaglanan, hesaplama yapan insan faillerinin
yaptig1 seyin bir modelini saglamakti. Tescil makineleri elektronik bilgisayarlarin yaptigi
seyin bir modeli olarak tasarlanir. Bir makine sinirsiz sayida® bellek yeri veya tescil igerir
ve bu makine i¢in bir program, bu bellek yerlerinde igerilen sayilari islemeyi saglayan
basit talimatlardan meydana gelir. Boylelikle belirli bir tescildeki sayiya 1'i ekleyebiliriz;
belirli bir tescili 0'a esit olacak sekilde ayarlayabiliriz; iki farkli tescilin igeriklerini
karsilastirabilir sonrasindaysa iki igerigin esit olup olmadigina dayanarak bundan sonra
ne yapilacagina karar verebiliriz vs.

Bir tescil makinesinin S ciimleler kiimesini kabul ettigi, su dogruysa ve ancak
boyleyse, soylenir: makine 0 tescilinde n ile ve 6teki tiim tescillerde de 0 ile baslatilirsa,
n'nin S'ye ait oldugu durumda makine er ge¢ duracak, n'nin S'ye ait olmadigi durumda
hesaplama durmadan devam edecektir.

S, Y. oldugunda ve ancak bdyle oldugunda S'yi kabul eden bir tescil makinesi

vardir. Bir kez daha, bu sonug¢ aksakliga dayaniklidir, 6yle ki, 6rnegin, belirlenimci
olmayan tescil makinelerine izin verirsek yeni hicbir sey elde etmeyiz.
M-yinelemeli fonksiyonlari. Bir sonraki nitelememiz, hesaplanabilir fonkiyonlarin
aritmetikte hangi yollarla tanimlandigina, daha hususi olarak da yeni hesaplanabilir
fonksiyonlarin eskiller iizerinden hangi yollarla tanimlandigina bakacak. Bu tiir iki
yontemi, yani degisken degistirimi ve yinelemeli tanimlamayi, daha 6nce ele aldik.

Ornegin, elimizde 0 ve s varsa +, o, ve E'yi yinelemeli bir sekilde tanimlayabiliriz:

Unutmamak gerekir ki nitelemeye ¢alistigimiz ilkece hesaplanabilirliktir.



x+0=x
X+ (y+tl) =s(x+y)
xe0=0
xe(y+l) = (xey) +x
xE0O=1
xE(y+1) = (xEy)ex
Iste verili hesaplanabilir fonksiyonlardan yenilerini olusturmak icin baska bir
yontem:
Tanim. n-6geli bir f kismi fonksiyonu verildiginde, pUxo[f(xo,X1,...,Xn) = 0],
yandaki gibi tanimlanan n-6geli kismi fonksiyondur:<xj,...,x,> girdi
olarak verildiginde, f(y,x,...,X,) tanimlaniyor ve 0'a esit oluyor, her bir z <

y i¢in, f(zxXj,....Xxs) tammmlaniyor ve 0'dan farkli oluyorsa, ve ancak
boyleyse, Uxo[f(X0,X1,...,Xn) = 0] tanimlanacak ve y'ye esit olacaktir.
Dikkat ederseniz f tam olsa bile Uxo[f(x,X1,...,Xn) = 0] tam olmak zorunda degildir ¢iinkii
f(x0,X1,...,Xn)'y1 0'a esit yapan herhangi bir xo degeri olmayabilir.
Aciktir ki f hesaplanabilir ise Uxo[f(Xo,X1,...,Xn) = 0] da hesaplanabilirdir. Sadece,
0 ¢iktisin1 elde edinceye kadar ardisik sayilari yerine koyun.
Tanim. [l-yinelemeli fonksiyonlari, ardil fonksiyonu, 0 sabit fonksiyonunu

(her girdi i¢in 01 veren birli fonksiyon), ve izdlisiim fonksiyonlarini (j < n
olmak kaydiyla her j ve n i¢in, <Xi,Xa,...,.Xs>"y1 Xj'ye gotiiren bir izdiisiim

fonksiyonu vardir; muhasebe isleri i¢in onlara ihtiya¢ duyariz) iceren en



kiiglik tam kismi fonksiyonlar sinifini olustururlar; ve degisken degistirimi,

yinelemeli tanimlama ve [l operatorii altinda kapalidir.

Bir kismi fonksiyon, }; ise, ve ancak boyleyse, [l-yinelemelidir .

Markov algoritmalari. Bir sonraki ), kiimeleri nitelememiz aritmetik hesaplamalardan
ziyade anlamdizim hesaplamalarina dayanir. Sonlu bir alfabeyle baslariz. Bir kelime,

sonlu bir harfler dizisidir (bos dizi dahil). Bir dretim sistemi, kelimelerin sirali ikililerinin
sonlu bir kiimesidir. Bir 0 kelimesi, <[3,y>'nin iiretim sistemi i¢inde oldugu, p ile
baslayip O ile biten

aBré - ary"o
biciminde bir doniistiiriimler (transformations) sistemi varsa, ve ancak bdyleyse, bir p
kelimesinden tiiretilebilirdir; burada “”” bitistirme operatoriinii simgeler. Herhangi bir 0

kelimesi i¢in, S'den bir bos kelime tiiretimi oldugunda, ve ancak bdyle oldugunda, ¢ € S

oluyorsa, ve ancak boyleyse, S kelimeler kiimesi, verili liretim sistemi tarafindan kabul
edilir. Bir kiime, onu kabul eden bir iiretim siireci varsa, ve ancak bdyleyse, Y. 'd1r.

Bir kuram icinde temsil edilebilirlik. Son nitelememizin {lizerine 6nemle egildigi fikir
sudur: S i¢in bir “ispat yontemi” varsa, n, S'ye ait oldugunda, n'nin S'ye ait oldugunun
ispatlanmasini miimkiin kilan bir S tanimi yazilabilmelidir. Dogal say1 sistemini

tanimlayan I" gibi dyle bir kuram ve S'yi tanimlayan o gibi dyle bir yiiklem olmalidir ki

o([n]), n, S'ye aitse, ve ancak bdyleyse, ['nin bir sonucudur. Bu duruma bir isim

veriyoruz:



Tamim. Herhangi bir n i¢in, 6([n]), ['nin bir sonucu oldugunda ve ancak
boyle oldugunda, n, S'nin bir elemani oluyorsa, ve ancak bdyleyse, O
formiilii, I' teorisi iginde S'yi zayif bir sekilde temsil eder.
n, S'ye aitse 0([n])'nin bir ispatin1 saglayarak n'nin S'ye ait oldugunu ispatlayabilirsiniz.
n, S'ye ait degilse n'nin S'ye ait olmadigini ispatlamanin herhangi bir yontemine zorunlu
olarak sahip olmazsiniz. Her ne zaman n, S'ye ait degilken n'nin S'ye ait olmadigini
—0([n])'yi ispatlamak suretiyle ispatlayabildiginiz durumlarda o'nin S'yi gii¢lii bir
sekilde temsil ettigi sOylenir:

Tamm. Herhangi bir n i¢in, 6([n]), ["'nin bir sonucu oldugunda ve ancak

boyle oldugunda n, S'nin bir elemani oluyorsa, ve —0([n]), [Mnin bir
sonucu oldugunda ve ancak boyle oldugunda n, S'nin disinda oluyorsa, ve
ancak boyleyse, 0 formiilii, I' teorisi i¢inde S'yi giiclii bir sekilde temsil
eder.

Sizden bu konuda s6ziime giivenmenizi istemeyecegim; bunun yerine asagidaki sonucu

bilftil ispatlayacagiz:
Teorem. S bir dogal sayilar kiimesi, I' da bir aksiyomlar kiimesi olmak
kaydiyla, I" iginde S'yi zayif bir sekilde temsil eden O gibi bir aritmetik dili
formiilii oldugunda, ve ancak bodyle oldugunda, S, Y'dir . I' iginde S'yi
giiclii bir sekilde temsil eden bir 0 formiilii varsa, ve ancak bdyleyse, S,

A'dir.



Ne zaman olagan matematiksel uslamlamay1 bi¢imsellestirmeye kalkissak,
siklikla kendimizi sinirli bir aksiyomlar sistemi i¢inde degil de sinirli bir aksiyomlar ve
aksiyom semalar: sistemi iginde calisirken buluruz. Ornegin, matematiksel tiimevarim
ilkesi, aritmetik dili i¢inde tek bir aksiyom tarafindan degil de tiimevarim aksiyom semasi
tarafindan temsil edilir:

(R(0) A (Vx)(R(x) = R(sx))) = (VX)R(x))
Bu semadan, “R” yerine bir formiil koyup sonrasindaysa ortaya ¢ikan bagsiz degiskenleri
baglamak i¢in basina tiimel niceleyiciler ekleyerek elde ettigimiz sonsuz sayida climlenin
her biri, bir tiimevarim aksiyomudur. Tek tek aksiyomlarin yani sira aksiyom semalarina
da izin verdigimiz zaman dnceki teoremimiz desteklenmis olur:

Teorem. Bir S dogal sayilar kiimesi i¢in asagidakiler denktir:

S, Y.'dir.

S, birtakim sonlu aksiyomlar sistemleri i¢inde zayif bir sekilde temsil

edilir.

S, birtakim sonlu aksiyomlar ve aksiyom semalar1 sistemleri i¢inde zayif

bir sekilde temsil edilir.

S, birtakim ), aksiyomlar ve aksiyom semalar1 sistemleri i¢inde zayif bir

sekilde temsil edilir.

Benzer sekilde, sunlar denktir:

S, A'dir.

S, birtakim sonlu aksiyomlar sistemleri i¢inde giiclii bir sekilde temsil

edilir.



S, birtakim sonlu aksiyomlar ve aksiyom semalar1 sistemleri iginde giiclii
bir sekilde temsil edilir.

S, birtakim )’ aksiyomlar ve aksiyom semalar1 sistemleri i¢inde gii¢lii bir
sekilde temsil edilir.

Matematik, kendi tarihi boyunca bir ispatlar bilimi olmustur. Matematiksel akil
yiiriitmede kullanilan aksiyomatik metodun iistiinliiglinden dolay1 bu teorem Church-
Turing Savi i¢in kuvvetli bir kanit saglar. S kiimesini sayan bir algoritma varsa bu
algoritmay1 eksiksiz bir bicimde tanimlamak ve sonrasindaysa hesaplamalarin hatasiz
oldugunu matematiksel olarak dogrulamak miimkiin olmalidir. Bu dogrulama, geleneksel
matematik havasi tasiyacak olursa, sonlu bir aksiyomlar ve aksiyom semalar1 sistemi
icinde bi¢imsellestiriledebilir. S, teoremin sdyledigine gore, ), aksiyom sistemi icinde

zayif bir sekilde temsil edilecektir.



