Aritmetik Dili

Aritmetik dili, tek birey sabiti ‘0’ olan, fonksiyon isaretleri ‘s’, ‘+’, -’, ve °’ olan, yiiklemleri ise ‘<’
ve ‘=" olan dildir. ‘N’' olarak adlandirdigimiz standart modelde, ‘0’ 0 sayisimi, adi gegen dort
fonksiyon da sirasiyla ardil almaya, toplamaya, carpmaya ve iis almaya isaret eder. ‘<’ ‘kii¢liktiir’d,
‘=" ise esitligi gosterir.

Daha acik olarak:

s ‘0’ aritmetik dilinin bir terimidir.

s X, X17, ‘X, x3”... degiskenleri aritmetik dilinin terimleridir.’

* 0

» T ve p aritmetik diline ait sembollerse, sunlar da dyledir: st, (T + p), (T-p), ve (t E p).

-,

+¢ Buii¢ 6nermede belirtilenlere uygun olmayan higbir sey aritmetik dilinin terimi olamaz.

Elimizdeki 6zelliklerden biri benzersiz okunabilirliktir: her terim benzersiz bir bigimde olusturulur.
Daha agikca ifade edersek: ¢ gibi her bir terim i¢in o terimin “yap1 agac1’ olarak adlandirilan, sonlu ve
essiz bir doldurulmus agac vardir. Bu agacin 6zellikleri asagidaki gibidir:

R/

% Agacin govdesi o ile doludur.

R/

% Agacin herhangi bir bogumu st ile doluysa, o bogumun hemen altinda t ile doldurulmus bir
bogum yer alir.

R/

% Agacin herhangi bir bogumu (t + p) ile, (t*p) ile, ya da (1 E p) ile doluysa, o bogumun hemen
altinda iki bogum yer alir ki sagdaki p, soldakiyse 7 ile doludur.

% Agacn her bir yapragi (yani ug noktasi) ya ‘0’ ile ya da bir degiskenle doludur.

Kapalr terim, higbir degisken icermeyen terimdir. Standart modelde, her bir kapali terim bir dogal
say1y1 imler, ve bu su yolla belirlenir:

% Den (‘0’)=0.
+ Den (st) =Den (1) + 1.

% Den ((t+ p)) = Den (1) + Den (p).

! Aynui igareti dogal sayilar kiimesini gostermek i¢in de kullaniyoruz. Umarim bu bir karisikliga yol

agmaz.

: Bu tiir degiskenleri yalnizca 6nemli durumlarda kullanacagiz. Cogu zaman alfabenin sonlarinda yer

alan 6teki harfleri, sadeligi korumak i¢in, alt numaralandirma yapmadan kullanacagiz.



+¢ Den ((1'p)) = Den (1)-Den (p).

% Den ((t E p)) = Den (1)*"

Her bir say1 i¢in bir standart rakam tanimlayabiliriz: [n], ‘0’1n Oniine n sayida ‘s’ yazilarak elde edilen
semboldiir. O halde, 6rnegin, [7] = ‘sssssss0’ (yani ‘sssssssQ’ sayist i¢in standart rakam “7°dir).

T simgesini Den (1) sayisina gotiiren fonksiyon hesaplanabilirdir. Bunun igin kullanabilecegimiz bir
algoritma su sekildedir: once, govdesi 1 ile dolu, T’nun yapisini yukarida belirtildigi gibi temsil eden
doldurulmus bir aga¢ olusturulur; sonra agacin her bir bogumundaki (o bogumu dolduran) 6ge bir
sayiyla eslestirilir. p ve p ile eslestirilen bogumlar sirasiyla n ve m ile eslestirilmigse, n + m, (p + ) ile
eslestirilir vb.

Aritmetik dilinin boliimsiiz tamdeyimleri, T ve p terim olmak kaydiyla, ‘T < p’ ya da ‘t = p’
bicimindeki ifadelerdir. Tamdeyimler, boliimsiiz olsun olmasin, sdyle belirlenir:

++ Her boliimsiiz tamdeyim bir tamdeyimdir.

s © ve y tamdeyimse, sunlar da tamdeyimdir: (¢ V y), (¢ A y), (& — ), (¢ <> ), ~0, (her bir n
icin) (3x,)Q ve (Vx,)Q.

®

* Yukarida belirtilenlere uygun olmayan higbirsey tamdeyim degildir.

Terimler i¢in oldugu gibi, tamdeyimler i¢in de benzersiz okunabilirlik 6zelligi gegerlidir.

Bir x, degiskeni, (Vx,) ya da (3x,) ile baslayan bir alttamdeyimde geciyorsa, ve ancak bdyleyse, bir
tamdeyimde bagli olarak gecer. Bagli olmayan gegisler bagsizdir. Bagsiz degisken igermeyen
tamdeyim, ciimledir. ® bir tamdeyim, T de bir terim oldugunda, ¢(x,, 1), ¢’den, x,’nin ¢’deki her
bagsiz gegisi yerine T konularak elde edilen tamdeyim olsun. Hangi degiskenin igerildigine iligkin bir
karigiklik s6z konusu olmadiginda, bu tamdeyimi bazen basitce ¢(t) seklinde gosterecegiz.

Standart modelde dogrulugu tanimlarken sunu yapacagiz: ilk olarak boliimsiiz cimleler i¢in dogruluk
kosullarim1 koyacagiz, sonra karmasik ciimlelerin dogruluk kosullarinin daha yalin ciimlelerin
dogruluk kosullarinca nasil belirlendigini gorecegiz. Standart modelin 6zgiin bir niteligi sudur ki
konusma evreninin her bir iiyesi bir rakamla adlandirilir. Bu 6zgiin nitelik, verilecek olan dogruluk
tanimin1  yalinlagtiracaktir, ¢iinkii dogrulugu artik gercekleme iizerinden degil, dolaysizca
tanimlayabilecegiz.

1< p standart modelde, Den (1) < Den (p) ise, ve ancak boyleyse, dogrudur.

*» 1= p standart modelde, Den (1) = Den (p) ise, ve ancak bdyleyse, dogrudur.
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(¢ V y) standart modelde, ¢ ve y’den biri ya da her ikisi standart modelde dogruysa, ve ancak
boyleyse, dogrudur.

(¢ A y) standart modelde, hem ¢ hem de y standart modelde dogruysa, ve ancak boyleyse,
dogrudur.

(¢ — ) standart modelde, ya ¢ standart modelde dogru degil, ya da y standart modelde dogruysa,
ve ancak boyleyse, dogrudur.

(¢ <> ) standart modelde, ya hem ¢ hem de v, ya da ne ¢ ne de y standart modelde dogruysa, ve
ancak boyleyse, dogrudur.

—~¢ standart modelde, ¢ standart modelde dogru degilse, ve ancak boyleyse, dogrudur.

(3x,)Q standart modelde, en az bir k i¢in ¢(x, , [k]) standart modelde dogruysa, ve ancak bdyleyse,
dogrudur.

(Vx,)Q standart modelde, her k i¢in ¢(x, / [k]) standart modelde dogruysa, ve ancak boyleyse,
dogrudur.

¢ standart modelde, —~¢ standart modelde dogruysa, ve ancak boyleyse, yanligtir.

Dogru aritmetik, standart modelde dogru olan climlelerin kiimesidir. Gorecegiz ki dogru aritmetik icin
birakalim bir karar verme yontemini, bir ispat yontemi dahi yoktur. Ancak sundan da yoksun degiliz:
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Onerme: Niceleyicisiz dogru ciimleler igin bir karar verme yontemi vardir.’

Ispat: Ik olarak dogru béliimsiiz ciimleler igin bir karar verme yéntemi oldugunu kaydedelim: T <
p, Den (1) < Den (p) ise, ve ancak boyleyse, dogrudur; ve T = p, Den (1) = Den (p) ise, ve ancak
boyleyse, dogrudur. Niceleyicisiz bir climlenin dogrulugu, climlenin bdliimsiiz olusturucularinin
dogru olusu ya da olmayisina bagh olarak, onermeler dizgesi yasalar1 bakimindan belirlenir.
Niceleyicisiz 0 climlesinin dogrulugunu ya da yanligligini belirlemenin bir yolu sudur: 6nce 6 nin
yap1 agact kurulur, sonra da yapraklardan govdeye dogru, bogumlari dolduran her bir 6geyle bir
dogruluk degeri, yani dogru ya da yanhs degeri, eslestirilir. Ornegin, (¢ V ) 6gesiyle dolu olan
bogum, hemen altinda yer alan iki bogumun biri ya da her ikisi ‘dogru’ ile doldurulmussa, ve
ancak boyleyse, ‘dogru’ ile doldurulur. m

Bagli niceleyicileri s0yle tanimliyoruz: ¢ tamdeyimi ve T terimi i¢in (3x, < 7)Q ifadesi, (Ix,) (X, <T A
¢) ifadesinin kisaltmasidir. Ayni sekilde, (Vx, < 1)Q de, (¥Vx,) (X, < T — ¢)’nin kisaltmasidir. Bagl:
tamdeyimler de s0yle belirlenir:

@
0’0

Her boliimsiiz tamdeyim baglhidir.

3

Aksi sdylenmedikce, ‘dogru’ aritmetik ciimleyle, standart modelde dogru olan aritmetik ciimleyi

anlatiyor olacagiz.



% ¢ ve y bagli tamdeyimse, sunlar da 6yledir: (¢ V ), (¢ A y), (& — ), (¢ < ), ~0, ve her bir n
ve 1 i¢in gegerli olmak iizere (3x, < 1)Q ve (Vx, < 1)Q.

¢ Bagka hi¢birsey tamdeyim degildir.
‘p < st’ ifadesini kisaltmak igin ‘p <t ifadesini kullaniyoruz. Oyleyse, ¢ bagli tamdeyim oldugunda,
her bir n ve 7 i¢in (3%, < 1)Q ve (Vx, < 1)Q de tamdeyim olacaktir.

Bagh bir kiime, bagh bir tamdeyimin genisletimidir; bagka deyisle, bagh bir kiime, ¢ gibi bagl bir
tamdeyim i¢in {x: ¢ ([x])} bi¢iminde bir kiimedir. Ayn1 sey bagli bagintilar i¢in de gecerlidir.

Cift, birinci ve ikinci fonksiyonlar1 baglidir; x, kod sayist y olan kiimenin bir iiyesi oldugunda x’le y
arasinda gerceklesen bagint1 da dyledir (‘x € y’ yazimini bu bagintiy1 da gosterecek sekilde kullanarak
biraz genisletmis olacagiz). Dizilerin kod sayilar1 kiimesi bagli bir kiimedir; ve yine, X, i uzunlugunda
ya da daha uzun bir dizinin kodu oldugunda x ve i’yi bu dizinin (ki ‘(x);" seklinde gosterilir) i-inci
liyesine gotiiren, x, i’den kisa bir diziyi kodluyorsa x ve i’yi tanimsiza gotiiren kismi fonksiyon da
baglidir.

X3

<

Onerme: Dogru bagli ciimleler kiimesi i¢in bir karar verme yontemi vardir.

% Tspat: Disaridan iceriye dogru giderek, (Vx < 1)y bigimindeki her alttamdeyimi, k < Den (1)
olmak kaydiyla, tiim y ([k])’larin birletimiyle* degistirelim. (3xn < 1)y ifadesini de yine k < Den
(1) icin tim y ([k])’larn ayirtimiyla degistirelim. Bunu, tiim baglh niceleyiciler elenene kadar
stirdiirelim, sonra da geriye kalan niceleyicisiz bagsiz climlenin dogrulugunu denetleyelim. m

» Ek sonug: Her bir bagli kiime i¢in bir karar verme yontemi vardir.

> Ispat: S bagh bir kiimeyse, ¢ (x) gibi bagl bir tamdeyimin genisletimidir. n’nin S’de yer alip
almadigini anlamak i¢in ¢ ([n])’nin dogru olup olmadigini denetleyelim. m

Her bagli kiime karar verilebilirdir, ancak her karar verilebilir kiime bagh degildir. Bunu gérmek igin
Cantor’un kdsegenli ¢ikariminin bir 6rnegini kullanacagiz. Bagli bir tamdeyimi sdzdizimi yapisindan
secebiliriz, dyleyse tek bagsiz degiskeni ‘x’ olan tiim bagh tamdeyimleri dokiimlemek miimkiindiir.
Bu da bize tiim bagli kiimelerin dokiimiinii vermis olacaktir. Simdi, C = {n: n, dokiimdeki n-inci bagl
kiimenin iiyesi degildir} olsun. C karar verilebilirdir. n’nin C’de yer alip almadigini denetlemek i¢in
tek yapilacak olan dokiimdeki n-inci tamdeyimi yazmak ve n’nin onu gercekleyip gerceklemedigine
bakmaktir. Ne var ki C bagl degildir. Cilinkii dyle olsaydi, C = dokiimdeki k-inc1 kiime esitligini
saglayan k gibi bir say1 olurdu. O zaman da sunlarla kars1 karsiya kalirdik:

k € dokiimdeki k-1nc1 kiime

k € Cise (k’nin secilme yolu dolayisiyla), ve ancak bdyleyse

N Bunun piiriizsiizce islemesi i¢in su uylagimi benimsiyoruz: {y} nin birletimi yalnizca y, bos tamdeyim

kiimesinin birletimi ise ‘0 = 0’dir. Cok 6geli (yani bos kiimeden farkl1) bir tamdeyim kiimesinin birletimi
alinirken, birletilen 6gelerin alinma sirasi ve biraraya getirilme bigimi istenildigi gibi belirlenebilir. Benzer
sekilde, {y} nin ayirtim1 y, bos tamdeyim kiimesininkiyse ‘-0 = 0’dur.



k & dokiimdeki k sira sayili kiime ise (C’nin tanimi1 dolayistyla), ve ancak bdyleyse

Karar verilebilir her kiime i¢in karar veren yazilimlar iiretecek bir yazilim saglama ¢abalarina karsi
ayn1 ¢ikarmmi kullanabiliriz. Oyle ki ya iiretilen yazilimlarm bir bdliimii (kiime iiyeligiyle ilgili bazi
sorular1 yanitsiz birakacaklar1 i¢in) karar yontemi olmayacak, ya da kendileri i¢in hi¢bir karar yontemi
iiretilmemis karar verilebilir kiimeler olacaktir.

Yine de, etkilice sayilabilir olan tiim kiimelerin dokiimiinii veren yazilimlarin dokiimiinii verecek bir
yazilim saglayabiliriz. S gibi herhangi bir karar verilebilir kiime i¢in, bu dokiimde, biri S’yi digeri
S’nin tlimleyenini sayan iki yazilim yer alacaktir. Bu iki yazilim, birlikte, S i¢in karar veren bir
yazilim saglamig olur. Ne var ki bunu biliyor olmak, bize, karar verme yontemlerini dokiimleyecek bir
yontem kazandirmaz, ¢iinkii elimizde S’nin sayimini yapan yazilimla onun tiimleyeninin sayimini
yapan yazilimi eslestirecek bir algoritma yoktur.

Yine, hesaplanabilir biitlinciil fonksiyonlar1 hesaplayan yazilimlarin dékiimiinii veren hicbir yazilim
olmadigim gdsterebiliriz. Bunu yapmaya kalkigsan her yazilim ya biitiinciil olmayan bir fonksiyona
uygun bir yazilimi da dokiimleyecek, ya da hesaplanabilir bir biitiinciil fonksiyonu disarida
birakacaktir. Bunu reductio ad absurdumla gérmek igin diyelim ki boyle bir yazilimimiz var. Simdi f
gibi soyle bir biitiinciil fonksiyon tanimlayalim:

f(n) =1+ n—inci yazilmin n girdisine verdigi ¢iktt

fhesaplanabilir bir biitlinciil fonksiyon oldugundan, dokiimde f’yi hesaplayan bir yazilim bulunacaktir;
diyelim ki bu, k-mc1 yazilimdir. Oyleyse,

k-1nc1 yazilimin k girdisine verdigi ¢ikti
= (k’nin secilme yolu dolayisiyla)

=1 + k-1nc1 yazilimin k girdisine verdigi ¢ikt1 (f'nin tanimlanma yolu dolayisiyla)

Bdylece, elde edebileceklerimizin en iyisi, hesaplanabilir kismi fonksiyonlar1 dokiimleyen yazilimlari
dokiimleyecek bir yazilimdir.

Y-tamdeyimleri, bagl bir tamdeyime, bir varlik niceleyicileri biitiiniiniin énden eklenmesiyle elde
edilen tamdeyimlerdir.

% Onerme: Dogru X-ciimleleri i¢in bir ispat yontemi vardir.

% Tspat: Ornek Z-ciimlesi, *nin bagl gectigi, olsun. Ispat yontemi soyledir: dogru bir ciimle elde
edene dek, ¢’deki bagsiz degiskenler yerine farkli farkli sirali rakam k’lilar1 konur. m

Bir ¥ yontemini ispatlamak ic¢in tim yapmamiz gereken bir tanik gdstermektir. Bir X climlesini
clirlitmek iginse sonsuz sayida miimkiin tanig1 ortadan kaldirmamiz gerekir ki bunun igin bir algoritma



bulunmamasinda sasilacak bir sey yoktur. Ileride de gdrecegimiz gibi, dogru ¥ tiimceleri kiimesi
etkilice sayilabilir olmakla birlikte karar verilebilir degildir.

Bir ¥ dogal sayilar kiimesi bir £ tamdeyiminin genisletimidir; baska deyisle, , esitligini karsilayan ¢
gibi bir X tamdeyimi varsa, ve ancak boyleyse, X’dir. X bagintilar1 da benzer sekilde tanimlanir.

+ Ek sonuc: Her X kiimesi i¢in bir ispat yontemi vardir.

< TIspat: S’nin ¢ (x) Z-tamdeyimini gercekleyen sayilar kiimesi oldugunu kabul edelim. S’yi saymak
icin dogru Z-ciimleleri sayilarak baglanir, sonra da dogru X-climleleri dokiimiine ¢ ([n]) her
eklendiginde S’nin dokiimiine de n eklenir. m

% Onerme: S bir X-kiimesiyse, ¢ (x, y) bigiminde 6yle bir tamdeyim vardir ki S = {x: (3y) ¢ ([x], y).
Bagka deyisle, bir X-kiimesi tanimlamak i¢in, bir varlik niceleyicileri kiitlesine ihtiyacimiz yoktur.
Tek bir varlik niceleyicisi yeterli olacaktir.

% Ispat: S bir Z-kiimesiyse, ¥ (X, Y1, Y2,...,¥m) bi¢iminde, sunu karsilayan bir bagli tamdeyim vardir:

S={x: (Ay) @y2) --.- Aym) (X1, V1, Y2,---»ym) }- O halde S= {x: (3z) Ay, <z) Ty <z) ...
Aym<2z2) ¥ ([X], Y15 Y25----¥Ym) }; ‘37’ ifadesinden sonra gelen sey bir bagl tamdeyimdir. m

Bir varlik niceleyicileri kiitlesiyle degil de bir baglh tamdeyimin izledigi bir tiimel niceleyiciler
kiitlesiyle baglarsak, elde edilen, bir II-tamdeyimi olacaktir. Tiimel niceleyiciler kiitlesi yerine tek bir
niceleyici konulabilir. Bir [I-tamdeyiminin genisletimi bir II-kiimesi olur. Boylece Il-kiimeleri, X-
kiimelerinin tiimleyenleridir. Hem X hem de I1 olan bir kiimenin A oldugu soylenir.

Su kafa karistirict terim kullaniminin yerlesmis oldugunu goriiyoruz: deniliyor ki, bir kiime ya da
baginti, A ise, ve ancak bdyleyse, yinelemelidir. Ayn1 sekilde, bir kiime ya da baginti, X ise, ve ancak
bdyleyse, yinelemeyle sayilabilirdir. Buraya kadar iyi, ama bir ¥ kismi fonksiyonu igin kismi
yinelemeli fonksiyon denildiginde su iki nedenden dolay1 kafa karisikligi dogar: birincisi, kullanilan
ifade, yani ‘yinelemeli kismi fonksiyon’ degil de ‘kismi yinelemeli fonksiyon’ ifadesi, bir biitiinciil
yinelemeli fonksiyonun bir kisminin s6z konusu oldugunu ima ediyor; oysa, ileride de gorecegimiz
gibi, biitiinciil yinelemeli fonksiyonlara genisletilemeyen kismi yinelemeli fonksiyonlar da vardir.
Ikincisi, bu ifade bize diyor ki, (tek degiskenli) bir kismi fonksiyon bir tiir iki-yerli bagint1 olmakla
birlikte, bir kismi yinelemeli fonksiyon bir yinelemeli ikili bagmti degil, yalnizca yinelemeyle
sayilabilir bir bagmtidir. Bu nedenle, kafa karigikligi ihtimali bulundugunda, ‘yinelemeli’ ve
‘yinelemeyle sayilabilir’ yerine sirasiyla ‘A’ ve ‘X’ ifadelerini kullanmaya ¢alisacagim. (Bir yinelemeli
biitiinciil fonksiyon her haliikarda yinelemeli oldugu i¢in, tam fonksiyonlar s6z konusu oldugunda bu
karigikliga yer olmayacaktir.)

Bir bagli kiimenin genisletimi her durumda X’dir, ¢iinkii bagl tamdeyimin 6niine etkisiz bir varlik
niceleyicisi tutturabiliriz. Bir bagh tamdeyimin degillemesi de bagh olacagindan buradan su sonug
cikar: bagl tamdeyimin genisletimi her durumda A’dur.

Iki Z-kiimesinin birlesimi de kesisimi de yine X’dir. R bir  bagintistysa, her k igin, sunlarm hepsi X-
kiimesidir: {x: (3y)Rx}, {x: Qy < k)Rxy}, ve {x: (Vy < k)Rxy}.



Her X biitiinciil fonksiyonu A oldugu gibi, A 6nalanli her £ kismi fonksiyonu da A’dir. Bir kiime,
hususi fonksiyonu A ise, ve ancak boyleyse, A’dir.

% Onerme: Sunlar, S dogal sayilar kiimesi i¢in denktir:

S, X’dur.
S, bir X kismi fonksiyonunun 6nalanidir.

Onalam S’yi kapsayan 1 gibi dyle bir £ kismi fonksiyonu vardir ki ise, ve ancak bdyleyse, fin) =
1.

R gibi 6yle bir A bagintis1 vardir ki S = {x: (3y)R([x],y)}.
S ya bos kiimedir ya da bir Z biitlinciil fonksiyonunun ardalanidir.
S, onalan1 dogal sayilarin bir baglangig¢ dilimi olan bir £ kismi fonksiyonunun ardalanidir.
S, bir X kismi fonksiyonunun ardalanidir.

S ya sonludur ya da birebir eslesmeli bir X biitiinciil fonksiyonunun ardalanidir.

& 1Ispat: Verilecek ispatlar, ‘X’lar yerine ‘etkilice sayilabilir’ konularak elde edilecek 6nermelerin
ispatlariyla benzerdir. Burada tek ispatlamak istedigim, S’nin, X ise, ya sonlu ya da birebir eslesen
bir X biitiinciil fonksiyonunun ardalani oldugudur. S, X ise, ¢ bagh tamdeyim olmak kaydiyla, S,
{x: @y)¢([x],¥)} bicimindedir. S sonsuzsa, ardalani S olan $oyle bir biitiinciil fonksiyon

tanimlayabiliriz:
f(0) = birinci (¢ (birinci(z), ikinci(z))’li en klgiik z)
f=
birinci (¢ (birinci(z), ikinci(z)) ve birinci(z)'nini <
nicin tim f(i)'lerden farkli oldugu en kiigik z)
Baska deyisle,

f(n)=birinci (qb(birinci(z), ikinci(z)) A (Yw < z) (ya —¢(birinci(w), ikinci(w))ya da (3i <
n)f() = birinci(w)) icin en kiiclk z).

Baskaca soylersek, su kosullar karisilayan, m uzunlugunda sonlu bir s dizisi varsa, ve ancak bdyleyse,
f(x) =y olur:



(vn < m)(3z) (@ (birinci(z), ikinci(z))
A(Vw < 2) (—@(birinci(w), ikinci(w)) vV (3i<n)(s); = birinci(w))

A birinci(z) = (s)n).

x<mA (8)y=y.

Tim bunlar bir 2-tamdeyimi olarak kodlanabilir. Yalniz yapilacaklar burada goze ¢arpandan biraz
daha fazladir, ¢iinkii “birinci’ ve ‘ikinci’ ifadeleri ve bir sonlu dizinin bilesenleri i¢in kullanilan yazim
Ogeleri, aritmetik diline degil, sayilar hakkinda gayriresmi olarak konusurken kullandigimiz dogal dile
(bu durumda Tiirkge’ye) aittir. “y=birinci(x)’, ‘y=ikinci(x)’, ‘X, y uzunlugunda bir diziyi kodlar’ ve ‘x,
y’inci bileseni z olan bir diziyi kodlar’ bagintilarinin hepsi artimetik dilinin bagli tamdeyimleri olarak
yazilabilir. Yani,

(As)@m <s) <s, m uzunlugunda bir diziyi kodlar

A(Vn<m) <Elz

<s ((Elu <z)@3v <2z ((u = birinci(z) Av = birinci(z)) A ¢ (u, v))
A (Yw

< 2) ((Elu <x)@Av < W)(u = birinci(w) Av = ikinci(w) A =¢(u, v))
V(i <n)At < s)(s,iswrasayliiiyesit At

= birinci(w) olan diziyi kodlar)))

AQQu<2)(u

= birinci(z) A s,n sira sayili liyesi u olan sonlu bir diziyi kodlar)) Ax

<mAs,x sira saytliliyesi y olan sonlu bir diziyi kodlar)

ise, ve ancak boyleyse, f(x) = y.

Bunu ilkel yazimda yeniden yazdigimizda ve (bagh degiskenlerin birbirlerine gegcmemesine dikkat
ederek) niceleyicileri 6ne ¢cekmek i¢in kullandigimiz kurallar1 uyguladigimizda, gercekten de bir Z-
tamdeyimi elde ederiz.m

Burada tanik oldugumuz sey aslinda yinelemeli tanimlar1 agik tanimlara doniistirmek icin Frege ve
Godel’ce kullanilmig genel bir yontemin bir Ornegidir. Simdi bu yontemi biraz daha soyutca
betimleyelim. Tek degiskenli fonksiyonlarin yinelemeli tanimlarinin bilindik iki bigimi vardir. (Cok
degiskenliler i¢in ¢ok biiyiikk bir degisiklik olmaz. Ek degiskenler ayni siirece katilirlar.) Bu iki
bigimden daha yaygin olani, fonksiyonun degerinin tamamen hemen bir dnceki degerce belirlendigi
durumlarda kullanilir. Béylece tanim su bi¢imi alir:



f(0) =k
fn+1) =g +1,f0)

ki burada k bir say1, g ise halihazirda bilinen bir (biitlinciil) fonksiyondur. Bunu acik bir tanima
doniistiirmek i¢in su kosulu getiririz:

f(X) =Y =tam

(3s dizisi)(Am < s)(m,s’ninuzunlugudur A (8)o
=k A (n + 1 <m'yi saglayan her nigin (s)p41 = gn+1, (s)n)) AXx
<m A () =Y).

Biraz daha agikga:

(3s)(@m < s)(s, m uzunlugunda bir diziyi kodlar A s,0" inct tyesi [k] olan bir diziyi kodlar
AVvn<m)(n+[1]) <m - 3w <s)(3z
< 5)(s, (n + [1])siwra sayili tiyesi w olan bir diziyi kodlar
As,n swra saytliiiyesi z olan bir diziyi kodlar A g((n + [1],2) = w)
A (s, x sira saytliiyesi y olan bir diziyi kodlar).

Biitiin bunlari, ‘g((n+[1], z) = w)’ ifadesi yerine bir Z-tamdeyimi koydugumuzda, bir Z-tamdeyimi
olarak yazabiliriz.

Oteki bigim, ki yukarida tanik olduk, fonksiyonun bir degerinin kendinden énceki biitiin degerlere
dayaniyor oldugu durumlarda kullanilir. f fonksiyonu igin f ' n, (f(0), f(1), ..., f(n — 1)) dizisinin
kod sayist olsun. n uzunlugunda ya da daha uzun bir dizinin kod sayist olan s i¢in s n,
((8)0, (8)1, ++» (S)n—q) dizisinin kod sayisi olsun. (Ayni sembolii iki farkli amag i¢in kullandigimin
farkindayim, ama bu bizim i¢in sorun olmayacak.) Yinelemeli tanimimiz su bi¢imi alacaktir:

f) =h(f 'n)

Burada 4 halihazirda bilinmektedir. Bunun agik tanim hali soyledir:

f() =Y =tam
(3s sonlu dizisi)(Im < s)(m, s'nin uzunlugudur A (Vvn <m)(s), =h(sTn) A x<m A
()x = ).
h,Xise, f de X'dir.

Yine burada bir kiimenin X oldugunu iddia ederken o kiimeyi, hem formel hem de formel olmayan
aritmetige ait simgeler igeren bir tiir melez X-tamdeyimiyle tanimlayabilmeme dayaniyorum. Simdi bu
tir iddialart mesru kilacak genel bir yontemin betimlemesini vereyim. Bu yontem yalnizca, bagh
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tiimel niceleyicilerde gegcen ‘—’ler disinda, ‘—’ ya da ‘<’ igermeyen tamdeyimlere uygulanabiliyor,
ancak bu bir genellik kaybma yol agmiyor. Simdi, S kiimesi, aritmetik diline, birli bir biitiinciil
yinelemeli fonksiyonu imlemek i¢in kullanilagelen f gibi ek bir birli fonksiyon isareti katilarak elde
edilmis dildeki bir Z-tamdeyimiyle tanimlaniyor olsun. Ayni yontem, birden ¢ok fonksiyon isareti
kullanilarak tanimlanan kiimeler ve bagmtilarla birlikte, birden ¢ok islenigi olan fonksiyon isaretleri
icin de is gorecektir. Yazimi fazla karmasiklastirmamak icin dikkatimizi tek basina duran birli
fonksiyonlar 6rnegine vermekle yetinecegiz.

Izleyecegimiz strateji basit: ‘f ifadesini barindiran her boliimsiiz tamdeyimi ya ¥ tanimi ya da IT
tanimi yoluyla uygun bicimde ¢6zer, sonra da niceleyecileri en 6ne dogru cekeriz. Ne var ki bu isin
ayrintilar epey karmasiktir.

Bir yinelemeli biitiinciil fonksiyon hem £ hem de IT’dir. Elimizde su olsun: y ve 6 bagli olmak
kaydiyla, (V2)6(x,y,z) ise, ve ancak boyleyse, (32)Y(x,y,z) ise, ve ancak boyleyse, f(x) = y.
S’yi tanimlayan ve f’yi barindiran bir X-tamdeyimini yine S’yi tanimlayan ancak i¢inde f bir kez daha
az gecen bir X-tamdeyimine doniistiirmek i¢in bir yontem tamimlayacagiz. Bu yontemi tekrar tekrar
uygulayarak, S’yi tanimlayan ve aritmetik diline ait olan bir X-tamdeyimi elde edecegiz.

Verili durumda f* ya bir boliimsiiz tamdeyimde, ya bagh bir varlik niceleyicisi kapsaminda ya da bir
tiimel niceleyici kapsaminda geger. Yontemi betimlemeyi karmasik kilan sey bu imkanlar ¢oklugu ve f
icin kimi zaman X kimi zaman da IT tanimini kullaniyor olusumuzdur.

Bu yontem iki agamalidir. Birinci asamada, f verili olarak )(U/f(_[) bigiminde bir boliimsiiz

tamdeyimin ic¢inde yer aliyorsa iki segenegimiz vardir: boliimsiiz tamdeyim, ¢ift sayida degilleme
isaretinin etki alanindaysa tamdeyim (3v)(3z)(W(r,v,z) Ay) ile, tek sayida degilleme isaretinin
etki alanmindaysa (Vv)(Vz)(8(t,v,z) - y) ile degistirilir. Verili olarak £, Qv <pV? / i (T)) X
biciminde geciyorsa, yine: bu gecis c¢ift sayida degilleme isaretinin etki alanindaysa yerine
Av)(A2)(x(t,v,2) A (Ju < p)y) konur, yok tek sayida degilleme isaretinin etki alanindaysa yerine
(Vw)(Vz)(0(t,v,2) = (3u < p)y) konur. Son olarak (!), ’nin verili gecisi (Vu < pv/ f(r)) X

biciminde olabilir. Bu durumda da, degillemenin ¢ift ya da tek olusuna gdre boliimsiiz tamdeyim
yerine (Iv)(3z2)(W(r,v,2z) A(Vu < p)y) yada (Vv)(Vz)(0(t,v,z) - (Vu < p)y) konur.

Birinci asama bize yeni bir bagsiz degisken getirdi. ikincisiyse degilleme isaretini one ¢ekmenin
bilindik yéntemlerini uygular. Bu yontemler sunlardir:

((Elv)u v v) yerine (3v)(u V v) konur.

(v Vv (Qv)uw) yerine (3v)(v V u) konur.

> Burada v’nin v i¢inde bagsiz olmadigini varsayiyoruz; ayrica, karisiklik olmamasi i¢in bagh

degiskenleri gerektigi gibi degistiriyoruz.
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((Yv)u v v) yerine (Yv)(u V v) konur.

(v V (Vv)L) yerine (Vv)(v V y) konur.

((@v)u A v) yerine (3v) (1 A v) konur.

(v A (3v)p) yerine (3v)(v A 1) konur.

((Vv)u Av) yerine (Vv)(u A v)konur.

(v A (Yv)p) yerine (V) (v A ) konur.
(Fu < 7)(3v)u yerine (3v)(Fu < 7)u konur.

(Au < 7) (V) yerine (V¢)(Ju < 7)(Vv < t)u konur.
(Vu < 7)(3v)u yerine (3t) (Vu < 7)(3v < t)u konur.
(Vu < 7)(Vv)u yerine (Vv)(Vu < 7)u konur.
—(3v)p yerine (Vv)—y konur.

—(Vv)u yerine (3v)—u konur.

En sonunda S’yi tanimlayan bir X-tamdeyimi elde edilir.

Simdi, ispatlar1 vermeksizin, ¥ kiimeleri ve bagintilart i¢in, daha once etkilice sayilabilir kiimeler ve
bagintilar i¢in verdigimiz 6zelliklere dogrudan benzer olan, iki yap1 6zelligi gorelim:

% Onerme (X kiimeleri icin indirgeme ilkesi): A ve B gibi her X kiimesi i¢in, su ozellikleri
karsilayan C ve D gibi X kiimeleri vardir: C € A,D € B,CND =@,veCUD = AU B.

% Onerme (X bagntilar icin tekbicimlilestirme ilkesi): R gibi her bir ¥ bagmntis1 igin, su
ozellikleri karsilayan f gibi bir ¥ kismi fonksiyonu vardir: Den(f) = {x: (Qy) < x,y >€
R},ve x € Dom(f) olan her x igin < x, f (x) >€ R.



