Hesaplanabilirlik Kurami: Anahtar Kavramlar

Ugragmak istedigimiz genel problem su: verili bir kiime ya da baginti i¢in, tyelik
denetimi saglayan bir algoritma hangi durumda vardir? Bu problemi baslangicta ¢ok daha
sinirl goriinen baska bir probleme indirgeyebiliriz; sdyle ki, verili bir dogal sayilar kiimesi
icin, tyelik denetimi saglayan bir algoritma hangi durumlarda vardir? Verilen problemi
sayilara iligkin bir problem olarak kodlayarak bu indirgemeyi gerceklestirebiliriz. Birkag

ornek bunun nasil yapildigini bize gosterecektir.

Ornek: Halihazirda biliyoruz ki bir Onermeler Dizgesi (OD) ciimlesinin gegerli olup
olmadigint denetlemek i¢in bir algoritma vardir. Bu problemin sayilara iligskin bir problem
olarak nasil kodlanabilecegini gorelim. Oncelikle, asagida gosterildigi gibi, OD dilimizin her

bir yalin semboliiyle bir rakam kodunu eslestiririz:
1, “(” in kodudur

2, “)” in kodudur

3, “V” nin kodudur

4, “/\” nin kodudur

5, “—” nin kodudur
6, “<” 1 kodudur
7, “= in kodudur
8, “A” nin kodudur
9, “B” nin kodudur

10, “C” nin kodudur



11, “D” nin kodudur

Bu boyle devam eder. OD dilinin bir ciimlesini sonlu bir semboller dizisi olarak diisiinebiliriz,
boylelikle bir ciimleyi sonlu bir sayilar dizisi olarak kodlayabiliriz. Hatta, az sonra
gorecegimiz gibi, sonlu bir dogal sayilar dizisini tek bir dogal sayi olarak kodlamak
miimkiindiir. Bu iki kodlamay1 birlestirerek her bir climleyle bir kod sayisini eslestiririz.
Kodlamadan bahsederken aklimda olan su: girdi olarak bir OD ciimlesi verildiginde ¢ikt1
olarak bu ciimlenin kod sayisini veren bir algoritma vardir. Ayrica girdi olarak bir say1
verildiginde ilk 6nce bu saymm bir OD ciimlesinin kodu olup olmadigini saptayan, ve
Oyleyse, size ilgili ciimleyi veren bir algoritma da vardir. Boylesi bir kodlamay1 elde eder
etmez goriiriiz ki verilen bir OD ciimlesinin gecerli olup olmadigin1 saptama problemi, verilen
bir dogal saymin gecerli bir OD ciimlesinin kodu olup olmadigini denetleme problemine

indirgenmis olur.

Bir dogal sayilar ikilisini kodlama. x ve y dogal sayilar icin ikili s6yle olsun: (x,y) = Ya(x* +
2xy + y* + x + 3y). Ikili, sirali dogal sayi ikililerinin kiimesinden dogal sayilar kiimesine giden
bir tamesleme fonksiyonudur'. Verili bir x ve y icin, size ikili(x,y)'yi veren bir algoritma ve
verili bir z i¢in ikili(x,y) = z lizerinden size benzersiz x ve y sayilarini veren bir bagka

algoritma vardir. x = linci(z) ve y = 2nci(z) yazalim.

Sonlu bir dogal sayilar kiimesini kodlama. F sonlu bir dogal sayilar kiimesi oldugunda,
Kod(F) =Y {2" n € F} olsun. Kod, sonlu dogal say1 kiimelerinden dogal sayilar kiimesine

giden birebir ve Orten bir fonksiyondur. Verili bir F i¢in Kod(F)'yi hesaplayacak mekanik bir

: A kiimesinden B kiimesine giden bir fonksiyonun, sunu karsilayan bir f < A [J B kiimesi

oldugunu hatirlayin: A'nin her bir a 6gesi i¢in, <a,b> € f'i saglayacak B'nin bir ve yalniz bir b 6gesi vardir. <a,b>
€ fise f(a) = b yazariz. A, fonksiyonun onalani, ve B'nin a € A'lar igin f(a) = b esitligini saglayan biitiin b
Ogelerinin kiimesi de fonksiyonun ardalanidir. f'nin ardalan1 B'nin tamami oldugunda f'nin orten oldugu sdylenir.
A'daki her bir a ve a* i¢in, f(a) = f(a*) oldugunda a = a* oluyorsa, f'nin birebir oldugu sdylenir. f hem 6rten hem
de birebir ise f'nin tamesleme oldugu sdylenir. f, A'dan B'ye giden bir tameslemeyse fnin tersi olan f ', yani
{<b,a>: <a,b> € f}, B'den A'ya giden bir tameslemedir..



yontem vardir. Ayrica verili bir n i¢in, Kod(F) = n {izerinden benzersiz F kiimesini hesaplayan
kars1 yonde bir algoritma da vardir: n ikili gosterimde yazilir ve F, 1'lerin ortaya c¢iktigi

yerlerin kiimesi olarak alinir.

Sonlu bir diziyi kodlama. <so, si1, S2,., Sn> sonlu dizi oldugunda, dizinin kodu

Kod({ikili(0,s0), ikili(1,s1), ikili(2,52),..., ikili(n,sn)}) olsun.

Ornek: Biri Ingilizce'nin biitiin ifadelerini alfabetik siraya gore listeleyen ve digeri Rusga'nin
biitiin ifadelerini alfabetik siraya gére listeleyen sonsuz iki liste olusturabiliriz. ingilizce bir
ifade verildiginde ifadenin listedeki konumunu bulabilmemizi saglayan mekanik bir yontem
ve ayrica verili bir n sayis1 i¢in listedeki n-inci ifadeyi bulmamizi saglayan bir bagka yontem
vardir. Bu durumda, Ingilizce bir ifade ve Rusca bir ifade verildiginde, ikincisinin birincisinin
kabul edilebilir bir g¢evirisi olup olmadigini belirleme problemi, verili bir m ve n igin,
ikili(m,n)'nin ikili(i,j)'nin bir 6gesi olup olmadiginit belirleme seklindeki aritmetik probleme

denk olur: i-inci Ingilizce anlatim j-inci Rusca anlatimin kabul edilebilir bir cevirisidir.

Ornek: Yildiz Savaslart niikleer savunma sisteminin esasi, saldiran fiizelerin radar izlerini
girdiler olarak ve saldiran fiizeleri ates edip diisiirecek ABD flizelerine verilen talimatlart
ciktilar olarak kabul eden devasa bir siiper-bilgisayar olarak tahayyiil edilir. Simdi gelen bir
fiizenin izleyebilecegi her egri i¢cin miistakil bir rakam kodu atamak miimkiin degildir, ¢iinkii
bu gibi miimkiin egriler dogal sayilardan fazladir. Bununla birlikte, gelen flizeleri algilamasi
icin kullandigimiz cihaz sinirli duyarliga sahiptir, o kadar ki birbirine ¢ok yakin egriler
arasinda ayrim yapamayacaktir. Cihazlarin birbirinden ayirdedemedigi egrileri gruplarsak,
yalnizca sonlu sayida ayirdedilebilirlik smifi oldugunu goriiriiz; iste bunlara rakam kodlar1
atanabilir. Bilgisayarin savunma fiizelerine gonderdigi talimatlara da ayni sekilde rakam
kodlar1 verilebilir. Boylece bilgisayarin ¢6zmeye calistig1 problem, bir rakam problemi olarak

kodlanabilir.



Simdi bazi anahtar tanimlar sunacagiz. Bu tanimlarda, matematik kesinlik
kazandirilmamis, konusma diline ait kavramlar gegmekte, ama bunlar yine de bazi teoremleri

ispatlamamiza izin verecek kadar kesin olacaklar:

Tanmmlar. Dogal sayilardan dogal sayilara giden bir kismi fonksiyon, N x

N'nin asagidaki kosulu saglayan f gibi bir altkiimesidir:

(Vx)(Vy)(V2)((<xz>€EfA<yz>€f) 5 x=Y)

Baska bir deyisle f, [1'nin bir altkiimesinden [1'nin bir altkiimesine giden bir
fonksiyondur. Bir f kismi fonksiyonu, tanim kiimesi f'nin tamamiysa ve ancak
boyleyse, tamdir. Dolayistyla bizim kullanimimizda tam fonksiyonlar bir tiir

kismi fonksiyonlardir.

Bir f kismi fonksiyonu, sOyle bir algoritma varsa, ve ancak o varsa,
hesaplanabilirdir: girdi olarak n verildiginde n, fnin tanim kiimesindeyse
algoritma ¢ikt1 olarak f(n)'yi verir; n, fnin tanim kiimesinde degilse algoritma

hig¢bir ¢ikt1 vermez.

S i¢in bir karar ydntemi, Smin hususi fonksiyonunu hesaplayan bir
algoritmadir; yani girdi S'nin {yesi ise ¢ikt1 1, ama girdi S’nin iiyesi degilse
c¢ikti O'dir. S i¢in bir karar yontemi varsa, ve ancak bu varsa, S karar

verilebilirdir.

S icin bir ispat yontemi, S'yi tanim kiimesinde icerecek ve bir girdiye 1
degerini, girdi S'nin bir 6gesiyse ve ancak bdyleyse atayacak bir kismi

fonksiyonu hesaplayan bir algoritmadir.

S icin bir sayma yontemi, S'nin 6gelerini listeleyen bir algoritmadir. Bir n

sayisini listedeki n-inci 6geye gotiiren fonksiyon, tanim kiimesi dogal sayilarin



bir baslangic dilimi olan ve ardalani S olan hesaplanabilir bir kismi

fonksiyondur.
S i¢in bir sayma yOntemi varsa, ve ancak bu varsa, S etkin olarak sayilabilirdir.

Teorem. S etkin olarak sayilabilir ise, ve ancak boyleyse, S icin bir ispat

yontemi vardir.

Ispat: (=) S icin bir ispat yontemi, Dom(f) 2 S ve f(n) = 1 olmak iizere, bir f kismi
fonksiyonunu, n € Dom(f) i¢in, n € S ise, ve ancak boyleyse, hesaplar. f i¢in bir sayma

yontemi bulmak istiyoruz. Iste islemeyen bir dneri:
[lk olarak f(0)1 hesapla. f(0) = 1 ise 01 listeye koy.
Ikinci olarak f(1)'i hesapla. f(1) = 1 ise 1'i listeye koy.
Ucgiincii olarak f(2)'yi hesapla. f(2) = 1 ise 2'yi listeye koy.
Dordiincti olarak f(3)'l hesapla. f(3) = 1 ise 3'ii listeye koy.
Ve benzerleri.

Sorun sudur ki algoritma, f'nin 6nalaninda olmayan bir seye rastladiginda ¢ikmaza girer.
Algoritmay1, 6nalanda olmayan bir say1 ile karsilastiginda onu daha biiyiik sayilar1 hesaba

katmaya devam etmekten alikoymayacak sekilde diizeltmek istiyoruz. Sunu deneyebiliriz:

[k olarak f(0)'1 hesaplamay1 dene. 0 ¢ Dom(f) ise adim 2'ye geg. 0 € Dom(f)

ve f(0) = 1 ise 0" listeye koy.

Ikinci olarak f(1)'i hesaplamay1 dene. 1 € Dom(f) ise adim 3'e ge¢. 1 € Dom(f)

ve f(1) = 1 ise 1'i listeye koy.

Uciincii olarak f(2)'yi hesaplamay1 dene. 2 € Dom(f) ise adim 4'e geg. 2 €

Dom(f) ve f(2) = 1 ise 2'yi listeye koy.



Dordiincii olarak f(3)'li hesaplamayi dene. 3 € Dom(f) ise adim 5'e gec. 3 €

Dom(f) ve f(3) = 1 ise 3"ii listeye koy.
Ve benzerleri.

Sorun su ki genellikle bir saymin fnin 6nalaninda olup olmadigini bize sdyleyecek bir
denetlemeye sahip olmayacagiz. n, fnin tanim kiimesindeyse f i¢in olan algoritmamiz f(n)'yi
hesaplayacaktir; ama n tanim kiimesinde degilse algoritma, bir ¢ikti vermeksizin beklenir
sekilde sonsuza kadar c¢aligmaya devam edecektir. Yontemimizi, f(n)'yi hesaplamaya
caligmaktan asla vazgegmedigimiz ama bunu yapmanin bizi n'den daha biiyiik sayilar1 hesaba
katmaktan alikoymayacagi bir sekilde diizenlemek istiyoruz. Bunu farkli hesaplamalari

birbirine baglayan eksiksizce uyma denilen bir teknikle yerine getiririz:

Admm 1. f(0)1 hesaplama denemesinde bir adim at. Basarirsan f(0) = 1 olup

olmadigina bak. Oyleyse 01 listeye koy.

Admm 2. f(1)'1 hesaplama denemesinde bir adim at. Basarirsan f(1) = 1 olup

olmadigina bak. Oyleyse 1'i listeye koy.

Adim 3. f(0)1 hesaplama denemesinde bir baska adim at (f(0)1 adim 1'de
hesaplamay1 zaten bagarmadiysan). f(0)' hesaplamada basarili olursan onun 1'e

esit olup olmadigina bak. Oyleyse 0 listeye koy.

Adim 4. {(2)'yi hesaplama denemesinde bir adim uygula. Basarirsan ve f(2) =1

ise 2'yi listeye koy.

Adim 5. f(1)'i hesaplama denemesinde bir baska adim at (f(1)i adim 2'de
hesaplamayi zaten bagarmadiysan). f(1)'i hesaplamada basarili olursan ve o 1'e

esitse 1'1 listeye koy.



Adim 6. f(0)'1 hesaplama denemesinde bir bagka adim at (f(0)1 adim 1 veya
adim 3'te zaten hesaplamadiysan). f(0)'1 hesaplamada basarili olursan ve o 1'e

esitse 0" listeye koy.

Adim 7. f(3)"l hesaplama denemesinde bir adim uygula. Basarirsan ve f(3) = 1

ise 3'ii listeye koy.

Adim 8. f(2)'yi hesaplama denemesinde bir bagka adim uygula (f(2)'yi adim
4'te hesaplamay1 zaten bagarmadiysan). f(2)'yi hesaplamada basarili olursan ve

o 1'e esitse 2'yi listeye koy.

Adim 9. (1)1 hesaplama denemesinde bir bagska adim uygula (f(1)'1 adim 2
veya adim 5'te hesaplamay1 zaten basarmadiysan). f(1)'i hesaplamada basarili

olursan ve o 1'e esitse 1'i listeye koy.

Adim 10. f(0)1 hesaplama denemesinde bir baska adim uygula (f(0)1
hesaplamada basarili olmamigsan). f(0)'1 hesaplamada basarili olursan ve o 1'e

esitse 0" listeye koy.

Adim 11. f(4)'d hesaplama denemesinde bir adim uygula. Basarili olursan ve

f(4) = 1 ise 4'ii listeye koy.

Adim 12. f(3)1i hesaplama denemesinde bir baska adim uygula (onu
hesaplamada zaten basarili olmadiysan). f(3)"li hesaplamada basarili olursan ve

o 1'e esitse 3'ii listeye koy.

Adim 13. f(2)'yi hesaplama denemesinde bir bagka adim uygula (onu basarili
bir sekilde zaten hesaplamamigsan). f(2)'yi hesaplamada basarili olursan ve o

1'e esitse 2'yi listeye koy.



Adim 14. f(1)'i hesaplama denemesinde bir baska adim uygula (onu heniiz
hesaplamamigsan). f(1)'1 hesaplamada basarili olursan ve o 1'e esitse 1'i listeye

koy.

Adim 15. f(0)'1 hesaplama denemesinde bir baska adim uygula (onu heniiz
hesaplamamigsan). f(0)'1 hesaplamada basarili olursan ve o 1'e esitse 0'1 listeye

koy.
Ve benzerleri.
(<)S igin bir sayma yontemine sahipsek, S i¢in ispat yontemimiz su olacak:

n verili olsun. S'yi listelemeye basla. n listede belirirse, her belirdiginde 1

ciktisini ver.X

Teorem. Bir kiime, kendisi ve tiimleyeni etkin olarak sayilabilir ise, ve ancak

boyleyse, karar verilebilirdir.

Ispat: (=)S karar verilebilir ise S'min hususi fonksiyon olan X,'yi hesaplamak igin bir
algoritma vardir. Bu algoritma S i¢in bir ispat yontemi de olacaktir. n'yi, 1 - xs(n)'ye

uygulayan algoritma, S'nin tiimleyeni i¢in bir ispat yontemi olacaktir.

(<) n verili olsun. Hem S'yi hem de tiimleyenini ayni anda listelemeye bagla. S'nin listesinde

n varsa 1 ¢iktisini ver. Tiimleyenin listesinde n varsa 0 ¢iktisini ver.[X

Karar verilebilir ve etkin olarak sayilabilir kiimelerden bahsettik, ama karar verilebilir
ve etkin olarak sayilabilir bagintilardan da bahsedebiliriz; ve aynmi teoremler ayni ispatlarla
gecerli olacaktir. Benzer sekilde, tek yerli fonksiyonlar i¢in "hesaplanabilir kismi fonksiyon"u

tanimladik, ama birden fazla islenigi olan fonksiyonlardan da bahsedebiliriz. Elimizde su var:

Teorem. Tek islenikli kismi bir fonksiyon, bir ikili bagint1 olarak alindiginda

etkin olarak sayilabilir ise, ve ancak boyleyse, hesaplanabilirdir.



Ispat: (=) Varsayalim ki f hesaplanabilir bir kismi fonksiyondur. Iste bir ikili bagint1 olarak
diisiiniildiigiinde f icin bir ispat yontemi: m ve n verildiginde f(m)'yi hesaplamay1 dene. Bir

¢ikt1 elde edersen onun n'ye esit olup olmadigini denetle. Esitse ¢iktiya 1 ver.

(&) figin bir sayma yontemi verildiginde f'yi hesaplamak icin bir algoritma: m verildiginde
f'yi saymaya basla. Listede bir ikili belirdiginde ilk bileseninin m'ye esit olup olmadigini

kontrol et. Esitse ikinci bileseni ¢ikt1 olarak ver. X

Teorem. Tek islenikli bir tam fonksiyon, bir ikili bagint1 olarak alindiginda

karar verilebilir ise ve ancak bdyleyse, hesaplanabilirdir.

Ispat: (=) f hesaplanabilir bir tam fonksiyon olarak verildiginde iste bir karar yontemi: m ve
n verildiginde f(m)'yi hesaplamaya bagla. f(m) n'ye esitse ¢iktiya 1 ver. f(m) n'den farkli ise

ciktiya O ver.

(&) Her karar verilebilir tam fonksiyon etkin olarak sayilabilir bir kism1 fonksiyon olacaktir

ve de bu nedenle hesaplanabilir olacaktir.[x

Teorem. Etkin olarak sayilabilir iki kiimenin birlesimi de etkin olarak

sayilabilirdir.

Ispat: A ve B icin sayma yontemleri verildiginde iste A U B igin bir ispat yontemi: n
verildiginde A'y1 ve B'yi ayni anda listelemeye basla. n iki listeden herhangi birinde belirirse

1 ¢iktisini ver.[X

Teorem. Etkin olarak sayilabilir iki kiimenin kesisimi de etkin olarak

sayilabilirdir.

Ispat: A ve B icin sayma yontemleri verildiginde iste kesisim igin bir ispat yontemi: n
verildiginde A'yr saymaya basla. n listede belirirse A i¢in endiselenmeyi birak ve B'yi

listelemeye basla. n belirirse 1 ¢iktisini ver.[X



Teorem. Bir kiime, hesaplanabilir bir kismi fonksiyonun tanim kiimesi ise ve

ancak boyleyse, etkin olarak sayilabilirdir.

Ispat: ()A etkin olarak sayilabilir ise A igin bir ispat yontemi vardir. Tanim geregi bu su
demektir: hesaplanabilir 6yle bir f kismi fonksiyonu vardir ki herhangi bir n icin, n, fnin
onalaninda ve f(n) = 1 ise, ve ancak bdyleyse, n, A'ya aittir. Asagidaki algoritmayla bir g

hesaplanabilir fonksiyonu tanimlanir:

f(n)'yi hesaplamaya basla. Bir deger elde edersen onun 1'e esit olup olmadigini

denetle. Oyleyse 1 ¢iktisini ver.
Bu durumda A, g'nin 6nalanidir.

(<) f hesaplanabilir bir tam fonksiyon ise f'nin tanim kiimesi i¢in bir ispat yontemi asagidaki

gibidir:
f(n)'yi hesaplamaya basla. Bir ¢ikt1 elde edersen 1 ¢iktisini ver.

Teorem. Bir kiime, hesaplanabilir bir kismi fonksiyonun deger kiimesi ise, ve

ancak boyleyse, etkin olarak sayilabilirdir.

Ispat: (=) A etkin olarak sayilabilir ise, o, n'yi listedeki n-inci sayiya gotiiren kismi

fonksiyonun ardalanidir.

(&) f hesaplanabilir ise bir ikili bagint1 olarak kabul edildiginde etkin olarak sayilabilirdir.

f'nin ardalanini listeleyecek bir algoritma asagidaki gibidir:

f'yi listele. Her ne zaman bir siralt ikili belirirse, onun ikinci iiyesini ¢ikti

olarak ver.X

Teorem. Bir kiime, ya bir bos kiime ya da hesaplanabilir bir tam fonksiyonun

ardalani ise, ve ancak bdyleyse, etkin olarak sayilabilirdir.



Ispat: (=) Varsayalim ki A etkin olarak sayilabilirdir ve bos degildir. A sonsuzsa n'yi
listedeki n-inci Ogeye gotiiren fonksiyon, ardalani A olan, hesaplanabilir bir tam
fonksiyondur. A sonluysa, A = {ay, a;, a,,...,ax} bicimindedir. Bu durumda A, asagidaki gibi

tanimlanan f fonksiyonunun ardalanidir:
1= 0 ise f(i) = ay.
i1=11se f(i) = a.
1=21ise f(i) = a.
1=k ise f(i) = ax.
1>k ise f(i) = ax.

(&) A bos kiimeyse, asla ¢ikt1 vermeyen tembel algoritmayla sayilir. A hesaplanabilir bir tam

fonksiyonun ardalaniysa hesaplanabilir bir kismi fonksiyonun da ardalanidir.X

Teorem. Bir kiime, ya sonlu ise ya da birebir, hesaplanabilir bir tam

fonksiyonun deger kiimesiyse, ve ancak boyleyse, etkin olarak sayilabilirdir.

Ispat: (=) A sonsuzsa ve etkin olarak sayilabilir ise yinelemeler olmaksizin listelenebilir.
Listeleme yontemi, “bir say1 listeye sadece heniiz listelenmemisse eklenebilsin” seklinde
degistiriverilir. Bu durumda n'yi listedeki n-inci 6geye gotiiren fonksiyon, ardalani f olan

birebir, hesaplanabilir bir tam fonksiyondur.

(&) A sonluysa, etkin olarak sayilabilirdir. A birebir, hesaplanabilir bir tam fonksiyonun

ardalaniysa, hesaplanabilir bir kismi fonksiyonun da ardalanidir.[X

Teorem. A ve B etkin olarak sayilabilir kiimelerse asagidaki ozellikleri

saglayan, etkin olarak sayilabilir C ve D kiimeleri vardir:



DcB
CnD=101
CuD=AUB

Ispat: Iste C ve D icin sayma yontemleri: A ve B'yi ayn1 anda listelemeye basla. Bir n sayis1,
B’nin listesinde heniiz belirmemis oldugu bir asamada A’nin listesinde belirirse n'yi C’nin
listesine koy. n, A’nin listesinde heniiz belirmemis oldugu bir asamada B’nin listesinde
belirirse n'yi D’nin listesine koy. n, ayn1 asamada her iki listede birden belirirse n'yi A’nin

listesine koy.X

Teorem. R, (Vx)(3y)R(x,y) bi¢iminde etkin olarak sayilabilir bir bagint1 ise

her x icin R(xf (x))’1 saglayan f gibi bir hesaplanabilir tam fonksiyonu vardir.

Ispat: iste f'yi hesaplamak icin bir algoritma: n verildiginde R'ye ait sirali ikilileri, ilk bileseni
n'ye esit olan bir tanesine gelinceye kadar saymaya bagla. Boyle bir ikili ile ilk karsilagtigin

anda ikinci bilesenini ¢ikt1 olarak ver.[x

F, (diyelim ki tek islenikli) bir hesaplanabilir kismi fonksiyonsa, f'yi hesaplayan bir
bilgisayar programi vardir. Yani bir n sayisi girdi olarak verildiginde bir siire i¢in
hesaplayacak, sonra f(n) ¢iktisini verip n, fnin 6nalaninda oldugu takdirde duracak olan bir
program vardir. n, fnin 6nalaninda yer almiyorsa program herhangi bir ¢ikti vermeksizin
sonsuza kadar ¢alismaya devam edecektir. (Buna biraz ileride daha detayl sekilde bakacagiz.)
Her bir f hesaplanabilir kismi fonksiyonu i¢in m-inci makinenin f'yi hesapladigi bir m sayist
olsun diye miimkiin biitiin programi alfabetik siraya (ya da buna benzer bir seye) gore
diizenleyerek yazabiliriz. m ve n verildiginde m-inci programi yazabilir, sonrasindaysa
programin varsa n ¢iktist lizerine hangi ciktiyr verdigini hesaplayabiliriz. Durma problemi

sudur: m ve n verildiginde m-inci programin n girdisi verildiginde durup durmadigina karar



vermek. Durma problemi i¢in sadece hesaplamayi devam ettirmeye bagli bulunan bir ispat

yontemi vardir. Ancak herhangi bir karar yontemi yoktur.
Teorem. Durma problemi i¢in herhangi bir karar yontemi yoktur.

Ispat: Boyle bir karar yontemi olsaydi asagidaki yontem hesaplanabilir bir tam fonksiyonu —

buna f diyelim — hesaplayacakti:

m verili olsun. m-inci makine m girdisi lizerine k ¢iktisin1 sagliyorsa, k+1

ciktisini ver. m-inci makine m girdisi tizerine durmazsa 0 ¢iktisini ver.

f hesaplanabilir oldugu i¢in f'yi hesaplayan bir makine vardir; j-inci makine diyelim. f tam
oldugu icin j-inci makine her girdi iizerine bir ¢ikt1 saglar. Daha belirli olarak, j-inci makine, j

girdisi tizerine bir ¢ikt1 saglar ve sunu elde ederiz:

1 + j-inci makinenin j girdisi lizerine ¢iktis1

=1f(j) [f'nin tanimlanma yolu bakimindan]

= j-inci makinenin j girdisi lizerine ¢iktis1 [j'nin se¢ilme yolu bakimindan]
Celiski.x

Teorem. Ayrik, etkin olarak sayilabilir 6yle A ve B kiimeleri vardir ki A'y1

kapsayan ve B'den ayrik olan herhangi bir karar verilebilir kiime yoktur.
Ispat: A = {m: m-inci makine m girdisine 0 ¢iktisini verir} olsun. B = {m: m-inci makine
m girdisine 1 ¢iktisini verir} olsun. Bu durumda A ve B, ayrik ve etkin olarak

sayilabilir olurlar. A'y1 kapsayan ve B'den ayrik olan karar verilebilir bir C kiimesi varmis gibi
davranalim. C karar verilebilir oldugundan, hususi fonksiyonu da hesaplanabilirdir. k-inc1

makinenin C'nin tiimleyeninin hususi fonksiyonunu hesapladigini séyleyelim.



K, C'ye aitse x.(k) = 1'dir; ve de bu nedenle k-inc1 makine, k girdisine 1 ¢iktisin
saglar, ki bu da k'nnin B'ye ait oldugu anlamina gelir. Ama bu imkansizdir, ¢linkii B, C'den

ayriktir.

Dolayistyla k, C'ye ait degildir ve xc(k) = 0'dir; yani k-inc1 makine, k girdisine 0
ciktistn1 verir. Ama bu, k'nnin Cnin bir altkiimesi olan A'ya ait oldugu anlamina gelir.

Celiski.X

Teorem. Bir hesaplanabilir tam fonksiyona genisletilemeyen bir hesaplanabilir

kismi fonksiyon vardir.

Ispat: En son teoremden A ve B'yi kullanarak g gibi soyle bir hesaplanabilir kismi fonksiyon

tanimla:
gn)=1,n€ Aise
=0,n € Bise

Reductio ad absurdum ic¢in, g'yi genisleten h gibi bir hesaplanabilir tam fonksiyon
bulundugunu kabul edelim. Bu durumda bir n girdisini h(n)'nin en yiiksek degerine gotiiren
fonksiyon ve 1, A'y1 kapsayan ve B'den ayrik olan bir karar verilebilir kiimenin karakteristik

fonksiyonu olacakti.

Sunun hatirlanmas1 6nemlidir: etkin olarak sayilabilirlik ve karar verilebilirlik
kiimelerin Ozellikleridir. Bir kiimenin karar verilebilir olup olmadigi, kiimenin nasil
adlandirildigina bagli degildir; ayni sekilde bu, bilgi durumumuza da bagli degildir. Bir kiime,
siklikla, bir¢ok farkli sekilde adlandirilabilir. S, {n: n, P 6zelligine sahiptir} olabilir ve o, {n: n,

ozelligine sahiptir} de olabilir; ve (boslugun bir Arap rakamiyla dolduruldugu ,
ozelligi hiptir} de olabili boslugun bir A k la dolduruldugu®) " P

: S'nin karar verilebilir olmasi i¢in "Anza gdliindeki baliklarin sayisi P 6zelligine sahip midir?"

gibi sorular1 cevaplayabilmek zorunda degiliz.



ozelligine sahip midir?" bi¢imindeki tiim sorular1 cevaplamak i¢in bir algoritmaya sahip
oldugumuz ama " , Q ozelligine sahip midir?" bicimindeki tiim sorular1 cevaplamak
icin bir algoritmaya sahip olmadigimiz ortaya ¢ikabilir. Boyle bir durumda S, karar verilebilir
sayilacaktir. Bir S kiimesi, soyle P 6zelligi® bulunuyor ise, ve ancak bdyleyse, karar
verilebilirdir: S, P 6zelligine sahip sayilarin kiimesidir ve " , P 6zelligine sahip midir?"
bicimindeki sorulari cevaplamak i¢in bir algoritma vardir. S'nin, Q 6zelligine sahip sayilarin
kiimesi olmasi1 ve " , Q ozelligine sahip midir?" bi¢cimindeki sorular1 cevaplamak i¢in
bilinen herhangi bir algoritma bulunmamas1 kosullarini saglayan bir bagka Q 6zelliginin var

oldugu gercegi, S'nin karar verilebilirligini bozmaz.

Ornegin D = {n sayilar1: 'nin ondalik agiliminda n veya daha fazla sayida ardigik 7'ler
dizisi vardir} olsun. D, agik¢a etkin olarak sayilabilirdir. Sayma yoOntemi, basit¢e, Tt'nin
ondalik agilimini yazmaya baslamak ve n tane 7'ler dizisiyle karsilastiginizda n'yi listeye
eklemektir. D bir de karar verilebilir midir? Hig¢ kimse, " , D'ye ait midir?" bi¢imindeki
sorular1 nasil cevaplayacagini bilmez. Hi¢ kimse, 1000'nin D'ye ait olup olmadigim1 ya da
1,000,000'un D'ye ait olup olmadigini bilmez. Bilindigi kadariyla her say1 D'ye ait olabilir.
Yine de D karar verilebilirdir. Her sayimnin D'ye ait oldugu durumda D'nin karar yontemi

asagidaki gibidir:
Girdi her ne olursa olsun 1 ¢iktisini ver.

Her say1 D'ye ait degilse, D = {n: n < k}'yi saglayan bir k sayis1 vardir. Bu durumda D igin bir

karar yontemi sudur:

3 Burada 6zellik kavramim kullanisim bir tlir gevezelikten ibarettir: Gezginin, atlik 6zelligine

sahip oldugunu sdylemek, Gezginin bir at oldugunu sdylemenin yalnizca bir baska yoludur. Ay diisiinceyi,
metafizik i¢cinde kordiiglim olmamak kaydiyla, yiiklemler hakkinda konusarak da ifade edebiliriz. S, su kosulu
saglayan bir ¢ yiiklemi bulunuyor ise, ve ancak bdyleyse, karar verilebilirdir: S = {n: ¢(n)}, ve ¢(x) agik
climlesinden, "x"in her bir bagsiz gecislerini bir rakamla yer degistirerek elde edilen ciimlelerin dogruluk
degerlerini belirlemek igin bir algoritma vardir. Kendisi i¢in bdylesi bir algoritmanin olmadigi S = {n: y(n)}'yi
saglayan bir bagka  yilikleminin olup olmadig1 6nemli degildir.



Girdi < k ise 1 ¢iktisini ver. Girdi > k ise 0 ¢iktisini ver.
Oyle ya da bdyle, D igin bir karar yontemi vardir.

Ayni sey fonksiyonlar i¢in de gecerlidir: bir kismi fonksiyon bir sirali ikililer
kiimesidir ve yine hesaplanabilir olup olmadig1 nasil adlandirildigina bagl degildir. Ornegin
Stireklilik Varsayimi, kiimeler kuramindaki en iinlii ispatlanmamus varsayimdir.* Bilinen,
sadece hi¢ kimsenin simdiye kadar Siireklilik Varsayimi'ni ispatlamayr ya da ciirlitmeyi
becerememis oldugu degil, ayn1 zamanda varsayimin halihazirda kabul edilen kiimeler kurami
aksiyomlaria dayanarak ispatlanamaz ya da ciirlitiilemez de oldugudur. Simdi asagidaki gibi

tanimlanan ¢ fonksiyonunu géz oniine alin:
f(n) = n+1, Siireklilik Varsayimi dogruysa

= n, Siireklilik Varsayim1 dogru degilse

Halihazirda kabul edilen kiimeler kurami aksiyomlarina dayanarak ¢ fonksiyonunun
herhangi bir degerini belirlemek miimkiin degildir. Yine de c hesaplanabilirdir. ¢ ya ardil

fonksiyonudur ki hesaplanabilirdir, ya da 6zdeslik gotiirimiidiir ki yine hesaplanabilirdir.

Etkin olarak sayilabilir kiimelerin kiimesinin bazi genel yap1 6zelliklerini saptamay1
basardik, ama heniiz etkin olarak sayilabilir kiimelerin tam olarak hangileri olduklarin
sOylemeye girismedik. Nihayetinde yapacagimiz, etkin olarak sayilabilir kiimeleri, aritmetik
dilinin bilhassa yalin olan tamdeyimleriyle adlandirilan kiimeler olarak teshis etmek olacak.

Oyleyse simdi yapmamiz gereken aritmetik dilini tanitmaktir.

Burada yapmaya ¢alistigimiz seyi ger¢eklestirmek i¢in bu varsayimin ne dediginin bir 6nemi
yoktur.



