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Son seminerin ana dersi soyleydi:

Ana ders. Eger bir karma strateji en iyi tepkiyse o zaman karmada yer alan saf
stratejilerin her birisi de en iyi tepkidir. Ozellikle, her biri ayni beklenen getiriyi
vermelidir.

Bunun neden dogru oldugunu agiklamadan 6nce, bu dersi yeni notasyonumuzu
kullanarak formal sekilde yazmayi deneyelim.

Ayni Dersin daha Formal ifadesi. Eger oyuncu i'nin karma stratejisi p; diger
oyuncularin (karma) stratejileri p_'ye en iti tepkiyse, o zaman, pi(si) > 0’in dogru
oldugu her bir s; igin, sinin kendisi de p.’ye en iyi tepki olmalidir. Ozellikle, Eui(si, p-)
bu tur stratejilerin hepsi i¢in ayni olmalidir.

Neden bu dogrudur? Farz edin ki dogru degil. O zaman benim en iyi tepki
karmamda pozitif olasilik ayriimis ve p.’ye karsi daha dusuk beklenen getiri veren en
az bir tane saf strateji s; vardir. Eger birden fazla varsa, en dusuk beklenen getirisi
olana odaklanin. Diyelim ki ben o (disUk getirili) saf stratejiyi karmamdan ¢ikardim ve
ona ayirmis oldugum agirhgr karmamdaki bir bagka (ylksek getirili) stratejiye verdim.
Bu benim beklenen getirimi artirmis olmalidir (ayni [beysbolda]dustk vurus ylzdesi
olan oyuncuyu cikarinca takimin ortalama vurug yuzdesinin artmasi gibi). Ama o
zaman orijinal karma strateji en iyi tepki olmus olamaz: yeni karma strateji kadar iyi
kazandirmiyor. Bu bir ¢eligkidir. m

Bundan bize ne? Bu dersin hemen ortaya ¢ikan bir gikarimi sudur, eger bir karma
strateji bir Nash Dengesinin bir kismini olusturuyorsa, o zaman karmadaki her saf
stratejinin kendisi en iyi tepki olmak zorundadir. Bu yluzden karmada yer alan tim
stratejiler ayni beklenen getiriyi vermelidir. Biz karma strateji ND’ni bulmak igin bu
dersi kullanacagiz.

Ornek 1 Cinsiyetler Savasi

Ol
NIO

Bu oyunda, (A, a) ve (B, b)'de iki tane saf strateji ND oldugunu biliyoruz. Bagka bir
karma strateji ND var mi bir bakalim. Farz edelim ki satirin A ve B Uzerinden karma
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yaptigi1 baska bir denge var. Glnun dersi uyarinca, bu durumda biliyoruz ki hem A
hem B kolon oyuncusu ne yaparsa yapsin en iyi tepkidir. Ama bunlarin en iyi tepki
olabilmeleri i¢in, her ikisi de satir oyuncusu igin ayni beklenen getiriyi veriyor olmasi
gerekir. Biz satirin beklenen getirileri hakkindaki gergedi kullanarak kolonun ne
yaptigini bulacagiz!

Diyelim ki kolonun karma stratejisi a’'ya q olasilik agirligi ve b’ye (1 — q) olasilik
agirhgini veriyor. O zaman,

satirin (g, 1 — q)’ya karsi A’dan beklenen getirisi = q [2] + (1 — q) [0] = 29
satirin (g, 1 — q)'ya karsi B’den beklenen getirisi=q [0] +(1—-q)[1]=1—-q

Ama eger bu beklenen getiriler egit olmaliysa, 0 zaman sunu buluruz 2q = 1 — q veya
q=1/3.

Buraya kadar 6zetlersek, eger bir ND’'nde satir her iki stratejisi Gzerinden
karma yapiyorsa o zaman ikisi de ayni beklenen getiriyi veriyor olmalidir, bu durumda
kolon (1/3, 2/3) adirliklariyla karma yapiyor olmalidir.

Buradaki hileyi fark edin. Satir'in karmasindaki stratejiler arasinda kayitsiz kalmasi
gerektigi gergegdini kullanarak Kolon'un dengedeki karma stratejisini bulduk.

Simdi satirin denge karmasini bulmak icin hileyi ters g¢evirelim. Eger kolonun a
ve b Gzerinden karma yaptidi bir denge varsa, o zaman (gunin dersi uyarinca) biliriz
ki satir ne yaparsa yapsin a ve b en iyi tepki olmahdir. Ama ikisinin de en iyi tepki
olabilmesi icin, ikisi de kolona ayni beklenen getiriyi veriyor olmalidir. O zaman,

Kolonun (p, 1 — p)’ye karsi a’dan beklenen getirisi=p [1]+ (1 —-p)[0]=p

Kolonun (p, 1 — p)’ye karsi a’dan beklenen getirisi=p [0] + (1-p)[2] =2 (1 -
P)

Ama eger bu beklenen getiriler esit olmaliysa, o zaman sunu buluruz2 (1 -p)=p
veya p = 2/3.

Ozetlemek gerekirse, eder bir ND’'nde kolon her iki stratejisi tizerinden karma
yaplyorsa o zaman ikisi de ayni beklenen getiriyi veriyor olmalidir, bu durumda satir
(2/3, 1/3) agirliklariyla karma yapiyor olmalidir. Kolon’un karmasindaki stratejiler
arasinda kayitsiz kalmasi gerektigi gercegini kullanarak Satir'in dengedeki karma
stratejisini bulduk.

Ben bu [(2/3, 1/3), (1/3, 2/3)] karma strateji profilinin ND oldugunu 6ne suriyorum.
Bunu gostermek igin her iki oyuncunun da tam olarak daha karli bir sapmasinin
olmadigini gostermem gerekir ama bunu yapmak oldukg¢a kolaydir. Dengeyi oyle
olusturduk ki, kolonun karmasi (1/3, 2/3) veriyken, satirin her bir stratejisi A ve B ayni
beklenen getiriyi veriyordu. Ama bu durumda, bu saf stratejilerin herhangi bir karmasi
(denge karmasi dahil) ayni beklenen getiriyi verecektir. Yani olasi tim sapmalar ayni
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beklenen getiriyi verir: hi¢birisi tam olarak daha karl degildir. Ayni argiman kolon igin
de gecerlidir.

Ornek 2. Tas [R], Makas [S], Kagit [P].

r s p
R 0,0 1, -1 -1, 1
S -1, 1 , 1, -1
P 1, -1 -1, 1 0,0

Bu oyunda karma strateji ND’nin [(1/3, 1/3, 1/3), (1/3, 1/3, 1/3)] oldugunu biliyoruz,
ama son ornekteki metodu kullanarak sanki bilmiyormusuz gibi bu dengeyi bulalim.
Bir kez daha, varsayalim ki satir R, S ve P’nin hepsi Uzerinden karma yapiyor. Gunun
dersi uyarinca, biliyoruz ki bu durumda R, S ve P’nin her biri kolon ne yaparsa yapsin
en iyi tepki olmalidir. Ama bunlarin her birisinin en iyi tepki olabilmesi i¢in satir
oyuncusuna ayni beklenen getiriyi sagliyor olmalari gerekir. Kolonun ne
oynayacagini bulmak i¢in satirin beklenen getirileri hakkindaki bu gergegi
kullanacagiz. O zaman,

Satirin (qr, gs, 1 — gr — gs)’ye karsi R’den beklenen getirisi = q,[0] + qs[1] + (1 —
dr — Gs)[-1]

Satirin (qr, gs, 1 — gr — qs)’ye karsi S'den beklenen getirisi = q/[-1] + qs[0] + (1 —
qr — qs)[1]

Satirin (qr, gs, 1 — gr — qs)’ye karsi P’'den beklenen getirisi = q/[1] + qs[-1] + (1 =
qr — 9s)[0]

Bu Ug beklenen getiriyi birbirine esitleyerek (ve birazcik temel cebir kullanarak) su
¢6zUmuU buluruz gr=q9s = (1 —qgr—Qqs) = 1/3.

Ozetlemek gerekirse, eder bir ND’de satir tiim stratejilerinin (izerinden karma
yaplyorsa o zaman her biri ayni beklenen getiriyi vermesi gerekir, bu durumda kolon
(1/3, 1/3, 1/3) agirhiklariyla karma yapiyor olmalidir. Bir kez daha dengede kolonun
denge karma stratejisini cozmek igin satirin karmasinda yer alan stratejilere kayitsiz
olmasi gerektigi gergegini kullaniriz.

Satirin denge karmasini bulmak igin aynisini yapabiliriz. Yani, dengede satirin
denge karma stratejisini cozmek igin kolonun karmasinda yer alan stratejilere kayitsiz
olmasi gerektigi gercegini kullaniriz. Ancak, arguman simetrik oldugundan, bunu
atlayalim. Bir dnceki drnekteki gibi, higbir oyuncunun karli bir sapmasi olmadigini
kontrol etmek kolaydir. Dengeyi 6yle olusturduk ki, kolonun karmasi veriyken, satirin
her bir saf stratejisi ayni beklenen getiriyi veriyordu. Ama bu durumda, bu saf
stratejilerin herhangi bir karmasi (denge karmasi dahil) ayni beklenen getiriyi
verecektir. Yani olasi tum potansiyel sapmalar ayni beklenen getiriyi verir: higbirisi
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tam olarak daha karl degildir. Ayni argiman kolon i¢in de gegerlidir. Yani bunun bir
denge oldugunu géstermis olduk.

Sadece enteller igin. Bu érnekte, baska karma strateji dengelerinin olmadigini
gostermek biraz daha ugragsmayi gerektirir. Her iki oyuncunun da tum stratejileri
Uzerinden karma yaptigi tek dengede, her oyuncunun (1/3, 1/3, 1/3) ile karma
yaptigini gostermistik. Ama prensipte, bir oyuncunun sadece iki stratejisiyle karma
yaptigi bagska karma strateji dengelerinin olmasi mumkundur. Neden boyle bir
dengenin olamayacagini sOyleyen argumanin taslagini olusturayim. Farz edelim ki
bdyle bir denge var. Genellestirmeyi kaybetmeden, kolon iki stratejisinden karma
yapan oyuncu olsun ve genellestirmeyi kaybetmeden, kolonun sadece r ve s ile
karma yaptigini varsayalim; yani, kolonun karma stratejisi p’ye 0 olasilik ayirir. Bu
veriyken, satirin R'den beklenen getirisi S’den beklediginden tam olarak fazladir. Bu
nedenle satirin en iyi tepkisi S’ye sifir olasilik ayiriyor olmalidir. Ama bu veriyken,
kolonun p’den beklenen getirisi rden beklediginden tam olarak daha fazladir. Bu
nedenle kolonun en iyi tepkisi r'ye 0 olasilik ayiriyor olmalidir. Ama eger (varsayima
gore) kolon p’ye sifir olasilik ayiriyorsa ve r'ye sifir olasilik ayiriyorsa, o zaman saf
strateji s’yi oynuyor olmasi gerekir. Ama c¢oktan biliyoruz ki higbirisi tag, makas,
kagittaki herhangi bir dengede saf strateji oynuyor olamaz. m

Burada ne 6grendik? Karma strateji Nash dengelerini bulmak igin genel bir metot
bulduk.

Karma strateji ND bulmak i¢in metot. Farz edelim ki satir oyuncusunun birden
fazla stratejisiyle karma yaptigi bir denge var. Egder bdyle bir denge varsa, kolonun
dengedeki stratejisi sabitken bu stratejilerin her birisi ayni beklenen getiriyi veriyor
olmalidir. EGer bu getirileri yazarsak [ayni yukaridaki érneklerde yaptigimiz gibi]
kolonun denge karmasini ¢ozumleyebiliriz. Bir baska deyisle, satirin kendi stratejileri
arsinda kayitsiz kalmasi kolonun denge karmasina isaret eder. Simdi tam tersi.
Kolonun karma yaptigi stratejilere bakin, kolonun kayitsizlik kosullarini yazin ve
satirin denge karmasini ¢gézumleyin.

Neredeyse bitirdik ama hala birka¢ (kolay) seyi kontrol etmemiz gerekiyor. Birincisi,
simdi satir icin buldugumuz denge karmasi varsayimimiza basladigimiz stratejileri
gergekten igermelidir! Ikincisi, olusturdugumuz her bir karma olasili§i gercekten
olasilik olmalidir: 0 ile 1 arasinda olmalidirlar! Uglinciisii, her zamanki gibi, hicbir
oyuncunun tam olarak daha karli bir sapmasi olmadigini kontrol etmeliyiz. Ama
[yukaridaki 6rneklerde gordugumuz gibi] eger karmada tum stratejiler yer aliyorsa bu
kontrol zaten bedavadan yapilmis olur!



