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Bu derste, (tam bilgili) dinamik oyunlar1 inceleyecegiz. Oncelikle, her bilgi
kiimesinin tek elemanl oldugu kusursuz bilgili oyunlar1 analiz edecegiz ve geriye
dogru tiimevarim kavramini geligtirecegiz. Daha sonra ise, daha genel dinamik oyun-
lar1 ele alip, alt-oyunlu miikemmel denge kavramini irdeleyecegiz. Bu kavramlari,

Gibbons’da ¢ogunu bulabileceginiz ekonomik problemler tizerinde aciklayacagiz.

1 Geriye dogru timevarim

Geriye dogru tiimevarm kavrami her oyuncunun sirasi geldiginde karar noktasinda
akilcr davranacaginin ortak bilgi oldugu varsayimina denk gelir - oyuncunun akilci
olmas1 o karar noktasina ulasilmasina engel olsa bile.! Mekanik olarak, soyle hesa-
planir. Bir sonlu kusursuz bilgi oyunu diisiinelim. Son noktalardan hemen o6nce
gelen bir karar noktasi diisiinelim, yani, bu karar noktasindan ¢ikan her bir eylem-
den sonra oyun biter. Eger boyle bir karar noktasinda oynayacak olan bir oyuncu
akiler davranirsa, kendisi i¢in en iyi eylemi se¢melidir. Dolayisiyla, bu noktada bu
oyuncuya en yiiksek kazanci getirecek eylemi seciyoruz. Elimizdeki bu karar nok-
tasina, sectigimiz eylemin getirdigi kazang vektoriinii atiyoruz ve bu noktadan ¢ikan
tiim eylemleri siliyoruz ve daha kiiciik bir oyun kaliyor elimizde, oyle ki, bu elim-
izdeki karar noktasi artik bir son nokta oluyor. Bu prosediirii, oyunun baglangicina

ulagsana kadar tekrarlayalim.

'Daha acik olarak: her bir 7 karar noktasinda, oyuncu, ’yi takip eden biitiin diger j karar nok-
talarinda biitiin diger oyuncularin akilci davranacagindan emindir; ve her bir ¢ noktasinda, oyuncu,
1’yi takip eden biitiin diger j karar noktalarinda oynayacak oyuncunun diger tiim oyuncularin j’yi
takip eden tiim k karar noktalarinda akilci davranacagindan emin oldugundan emindir,... siirgit.



Ornek Iyi bilinen, kurkayak oyununu (the centipede game), diigiinelim. Bu oyun,
tiim oyuncularin iligki i¢inde kalmasinin, her iki oyuncunun da yararina oldugu, an-
cak bir oyunucunun diger oyuncunun ertesi giin iligkiden ¢ikacagim bildigi durumda

iligkiden ¢ikmak isteyecegi bir durumu anlatmaktadir.

(2,5)

(1,1) (0,4) (3,3)

Uciineii giin, 1. oyuncu oynar ve devam etmek («) ile agagiya inmek (§) arasinda
se¢im yapar. Eger devam ederse, 2 kazanir, eger agagiya inerse, 3 kazanir. Dolayisiyla,

asagiya inmelidir. indirgenmi§ oyun alttaki gibidir:

(1,1) (0,4)

Ikinci giin, 2. oyuncu oynar ve devam etmek (a) ile agagiya inmek (d) arasinda
secim yapar. Devam ederse, 3 kazanir; agsagiya inerse, 4 kazanir. Dolayisiyla, asagiya

inmelidir. Daha da indirgenmis oyun alttaki gibidir:



(1,1) (0,4)

Simdi, 1. oyuncu eger devam ederse (A), 0 kazamr; asagiya inerse, 1 kazanir.

Dolayisiyla, agagiya iner. Olusturdugumuz denge alttaki gibidir:

(1,1) (0,4) (3,3)

Basgka bir deyigle, her karar noktasinda, o noktada kim oynuyorsa, asagiya inerek
iligkiden c¢ikmig olur. 1. oyuncunun son giin akiler davranacagini varsaydik, bu
da asagiya inecegi ¢ikariminda bulunmamizi sagladi. 2. oyuncunun ikinci giin
agagiya inecegi c¢ikarimini yaparken de, 2. oyuncunu 1. oyuncunun i¢linci gin
akiler davranacagini varsaydigini ve kendisinin de akilei oldugunu varsaydik. Birinci
giin, 1. oyuncu tiim bunlarin ayirdina varir. Yani, 1. oyuncunun 2. oyuncunun akilci
oldugunu bildigini ve 2. oyuncunun 1. oyuncunun ti¢iincii giin akiler davranacagina
inandigin bildigini varsayiyoruz.

Bu ornek geriye dogru tiimevarimla iligkili bagka bir kavrami da betimlemek-

tedir - taahhiit (ya da taahhiit eksikligi). Belirtelim ki, {iglincii glinkii sonuglarin
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(yani, (3,3) ve (2,5)) ikisi de dengede ¢ikan (1,0) sonucundan kesin daha iyidir. An-
cak, daha iyi olan bu sonuclara ulasamamaktadirlar, ¢iinkii 2. oyuncu devam etme
taahhiitii verememektedir ve 2. oyuncunun asagiya inecegini ongoren 1. oyuncu da
ilk giinden iligkiden ¢ikar. Bu ornekte bir bagka taahhiit problemi daha vardir. Eger
1. oyuncu iiclincii giin devam etmeyi taahiit edebilseydi, o zaman 2. oyuncu ikinci
glin kesinlikle devam ederdi. Bu durumda, 1. oyuncu ilk giin devam etmeyi secerdi.
Tabiki, 1. oyuncu ticlinci giin devam etmeyi taahhiit edemez ve oyun ilk giin sona
erer ve (1,0)’lik diigiik kazanglar saglanir.
Bir bagka 6rnek olarak, geriye dogru tiimevarimi kusursuz bilgili yazi-tura eslestirme

oyununa uygulayalim:

Eger 1. oyuncu Yaziy1 secerse, 2. oyuncu da Yaziy1 secer; eger 1 Turay: segerse,

2 de Turay1 secer. Dolayisiyla, indirgenmis oyun
('151)

Yazi

Tura



seklindedir.

Bu durumda, 1. oyuncu Yazi ve Tura arasinda kayitsiz olacaktir, bu iki segenek
veya bu iki eylem arasinda herhangi bir rastgele se¢cim arasindan se¢gmek bize geriye
dogru tiimevarim dengesini verir.

Bu noktada, durup Gibbons’daki Stackelberg duopolisini ¢caligmalisiniz.
Ayrica, bu oyunda, takip edenin, liderin ne iirettiginden bagimsiz olarak, Cournot
miktari trettigi ve liderin de Cournot miktarini tirettigi bir Nash dengesinin var
oldugunu kontrol ediniz. Tabiki, bu geriye dogru tiimevarim ile tutarli bir denge
degil: takip eden oyuncu liderin Stackelberg miktarini iirettigini 6grendigi zaman,
fikrini degigtirip, geriye dogru tiimevarim yoluyla hesaplanan daha diigiik bir mik-
tar iiretecektir. Bu nedenle, bu Nash dengesi (takip edenin) giivenilir olmayan bir
tehdidi tizerine inga edilmigtir.

Geriye dogru timevarim sezgisel altyapisi giiclii bir ¢oziim yoludur. Maale-
sef, sonlu ve kusursuz bilgili oyunlar diginda uygulama alan yoktur. Ote yan-
dan, bu sezgisel altyapi, bu tip oyunlar diginda alt-oyun miikemmel dengesiyle

genellegtirilebilir.

2 Alt-oyun miitkemmel Nash dengesi

Geriye dogru tiimevarim yonteminin temel bir Ozelligi, oyunun bir alt-oyununa
baktigimizda, geriye dogru tiimevarimla hesapladigimiz dengenin bu alt-oyunda
da (yine geriye dogru tiimevarmla hesaplanan) denge olarak kalmasidir. Alt-oyun

mitkemmel denge kavrami bu nosyonu genel dinamik oyunlara geneller:

Tanim 1 Bir Nash dengesi alt-oyun miikemmeldir, ancak ve ancak, oyunun her

alt-oyununda bir Nash dengesidir.

Alt-oyun nedir? Herhangi bir oyunun i¢ine gomiilmiig, daha kii¢iik oyunlar mev-
cut olabilir ve bu tip gomilmiis oyunlara alt-oyun diyoruz. Mesela, kirkayak oyu-

nunu diigiinelim (denge kalin ¢izgilerle ¢izilmistir):



(2,5)

(1,1) (0,4) (3,3)

Bu oyunun ii¢ tane alt-oyunu vardir. Bunlardan bir tanesi soyledir:

1 o
(2,5)
4]
(3,3)
Bir bagka alt-oyun ise:
2 a 1 @
1 1 (2,5)
d| 5|
(0,4) (33)



dir.

Uciineii alt-oyun ise oyunun kendisidir. Ilk iki alt-oyuna (oyunun kendisi digindaki
alt-oyunlara) 6z alt-oyun diyoruz. Geriye dogru tiimevarimla hesaplanan denge, her
bir alt-oyunda, o alt-oyunun dengesi olmaya devam eder.

Simdi, kusursuz bilgili yazi-tura eglestirme oyununu diiginelim. Bu oyunda, iig
alt-oyun vardir: 1. oyuncunun Yazi se¢gmesinden sonra gelen oyun, 1. oyuncunun
Tura se¢gmesinden sonra gelen oyun ve oyunun kendisi. Tekrarlarsak, geriye dogru
timevarimla hesaplanan denge her bir alt-oyunda da Nash dengesidir.

Simdi siradaki oyunu diistinelim.

(0,1) (3,2) (-1,3) (1,5)

Bu oyunda geriye dogru tiimevarim uygulayamayiz, ¢iinkii bu oyun kusursuz
bilgi oyunu degildir. Ama, alt-oyun miikemmel dengesini hesaplayabiliriz. Oyunda
iki tane alt-oyun vardir: 1. oyuncunun E oynamasindan sonra gelen oyun ve oyunun
kendisi. Alt-oyun miikemmel dengesini soyle hesapliyoruz: Once alt-oyunun bir
Nash dengesini buluyoruz, sonra (bu alt-oyundaki) denge eylemlerini sabitleyerek
ve bu alt-oyundaki denge kazanclarini alt-oyuna girmekten gelecek kazanclar olarak
alarak, geriye kalan oyunda Nash dengesini hesapliyoruz.

Alt-oyunda sadece bir tane Nash dengesi var, ¢iinkii T, B’yi domine ediyor: 1.

oyuncu T oynar ve 2. oyuncu da R oynar, kazang vektorii de (3,2)’dir.
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(0,1) (3,2) (-1,3) (1,5)

Bu sayede, geriye kalan oyun

1
N
(3,2) (2,6)

seklindedir, oyle ki, 1. oyuncu E’yi secer. Dolayisiyla, alt-oyun miikemmel dengesi
alttaki gibidir.

(071) (372) ('153) ( 55)



Belirtelim ki, bagka Nash dengeleri de vardir; bir tanesi altta ¢izilmistir.

0,1) (3,2) (-1,3) (1,5)

Bunun Nash dengesi oldugunu kontrol edebiliyor olmalisiniz. Ancak bu denge
alt-oyun miikemmel degildir, ¢iinkii, 6z alt-oyunda, 2. oyuncu kesin domine edilen
bir strateji oynamaktadir.

Simdi, yukaridaki oyuna aslen ¢ok benzeyen ama 1. oyuncunun seg¢imini bir

kerede yapmasi gibi ufak bir farka sahip, siradaki oyuna bakalim:

X
(2,6)
R

0,1) (32 -13) (L5



Bu oyunun tek alt-oyunu kendisidir, dolayisiyla tiim Nash dengeleri birer alt-
oyun mitkemmeldir. Ozellikle, yukaridaki oyunda alt-oyun miitkemmel Nash dengesi
olmayan denge burada alt-oyun miikemmeldir. Bu yeni oyunda, bu denge alttaki
sekildedir.

X
(2,6)
R

1) (32 -L3) (L5

Bu noktada okumay1 birakip ”giimriik vergileri (tariffs) ve tam ol-

mayan uluslararasi rekabet” konusunu caligmalisiniz.

3 Ardasik pazarhk

Farz edelim ki, iki oyuncunun, ancak nasil paylagacaklarina karar verdikten sonra
kullanabilecekleri, bir TL’si olsun. Her oyuncu da risk-kayitsiz olsun ve gelecegi
eksponensiyel bir gekilde iskonto etsin. Basgka bir deyisle, eger ¢ giintinde, x TL
edinirse, bundan alacag: fayda §'z’dir, bir 6 € (0,1) i¢in. Ttm olasi paylagimlar,
D = {(z,y) €0, 1P|z 4y < 1} kiimesidir. S6yle bir senaryo diigiinelim. Ik giin,
1. oyuncu bir teklifte bulunur, (z1,3,) € D. Sonra, teklifi géren 2. oyuncu, teklifi
kabul eder ya da reddeder. Eger teklifi kabul ederse, teklif hayat gecirilir ve kazanclar
(21, y1) seklinde olur. Eger teklifi reddederse, bir sonraki giinti beklerler ve 2. oyuncu
bir telif yapar, (zs,y2) € D. 2. oyuncunun teklifini géren 1. oyuncu, teklifi kabul
eder ya da reddeder. Eger 1. oyuncu teklifi kabul ederse, teklif hayata gecirilir
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ve kazanglar (0xq,0ys2) seklinde olur. Eger oyuncu teklifi reddederse, oyun biter ve
TL’yi kaybederler ve herikisi de 0 alir.

Bu oyunu analiz edelim. Ikinci giin, eger 1. oyuncu teklifi reddederse, 0 alr.
Dolayisiyla, 0’dan yiiksek herhangi bir teklifi kabul edecektir ve 0 veren bir teklifi
kabul etmek ve reddetmek arasinda ise kayitsizdir. Varsayalim ki, (0,1) teklifini
kabul etsin.? O zaman, 2. oyuncu (0,1) teklif ederdi, ki bu 2. oyuncunun ala-
bileceginin en iyisidir. Dolayisiyla, eger ilk giin bir anlagsmaya varamazlarsa, ikinci
glin 2. oyuncu bir TL'nin hepsini alir ve 1. oyuncuya hichir sey birakmaz. TL’yi bir
sonraki giin almanin degeri 2. oyuncu i¢in ¢’dir. Dolayisiyla, ilk giin, 2. oyuncu ken-
disine ¢’dan daha fazla veren tiim teklifleri kabul edecektir, 0’dan daha az veren tiim
teklifleri reddedecektir ve ¢ veren teklifleri de kabul etmek ve reddetmek arasinda
kayitsizdir. Yukaridaki gibi, varsayalim ki, 2. oyuncu (1 — 4, d) teklifini kabul etsin.
Bu durumda, 1. oyuncu (1 — 4,9) teklifinde bulunur ve bu teklif kabul edilir. 1.
oyuncuya 1 — ¢’dan daha fazla veren her paylasim, 2. oyuncuya ¢’dan daha az
verecektir ve reddedilecektir.

Simdi, yukaridaki oyunu n defa tekrarladigimizi diigiinelim. Yani, eger ikinci
glintin sonunda bir anlagmaya varmadilarsa, ticlincii gin 1. oyuncu bir teklifte bu-
lunur, (x3,y3) € D. Bunu goren 2. oyuncu, kabul eder ya da etmez. Eger kabul
ederse, teklif hayata gegirilir, kazanclar (6%x3, 0%y3) seklinde olur. Eger reddederse,
bir sonraki giinii beklerler ve 2. oyuncu bir teklifte bulunur, (z4,y4) € D. Simdi,
2. oyuncunun ne teklif ettigini goren 1. oyuncu kabul eder ya da etmez. Eger 1.
oyuncu kabul ederse, teklif hayata gecirilir ve kazanclar (63xz4, 6%y4) seklinde olur.
Eger 1. oyuncu reddederse, 5. giinii beklerler... Bu boyle 2n’inci giiniin sonuna
kadar devam eder. Hala anlagmaya varamazlarsa, oyun biter, TL’yi kaybederler ve
kazanglar (0,0) olur.

Alt-oyun mitkemmel denge soyledir. Herhangi bir ¢t = 2n — 2k giintinde (k bir

negatif olmayan tam sayidir), 1. oyuncu

§(1— 5%k
I Ui
1+46
2Aslinda, dengede 1. oyuncu (0,1) teklifini kabul etmelidir. Eger, (0,1)’i kabul etmezse, 2.
oyuncunun en iyi tepkisi bog kiime olacaktir, bu da bir denge ile tutarh degildir. (2. oyuncunun

herhangi bir (e, 1 —e¢) teklifi kabul edilecektir. Ancak herhangi bir (e, 1—e¢) teklifi i¢in kabul edilecek
daha iyi bir teklif her zaman vardir, (¢/2,1 — €/2).)
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esitsizligini saglayan herhangi bir (z,y) teklifini kabul eder ve

5 (1 —0%)

<
. 1+0

esitsizligini saglayan herhangi bir (z,y) teklifini ise reddeder; ve 2. oyuncu

(T4, Y1) = (5 (1_5%)’1_ 5(1_5%)) _ ((5(1—5%)’ 1+52k+1>

1+0 1+0 1+0 1+

teklifinde bulunur.
Herhangi bir t — 1 = 2n — 2k — 1 gilintinde ise, 2. oyuncu bir (z,y) teklifini kabul

eder, ancak ve ancak,
) (1 + 52k+1)

>
V="

ve 1. oyuncu

( ) (1 S (1 + (52k+1) 5 (1 + 52k+1)) (1 _ 522§ (1 + 52k+1)>
Li—1;Yt—1) = — =

1+6 ’ 1+6 144§ 7 1+6

teklifinde bulunur.

Bunun denge oldugunu £ tizerine matematiksel tiimevarim yoluyla gosterebiliriz.
(Yani, 6nce bunun k£ = 0 i¢in dogru oldugunu gosterecegiz; sonra da k — 1 i¢in dogru
oldugunu varsayip, k i¢in dogru oldugunu gosterecegiz.)

Ispat. & = 0 durumunda son iki periyot var sadece ve bu da yukarida anal-
izini yaptigimiz 2-periyotluk oyuna denktir. k£ = 0 aldigimizda, burada betimle-
nen davranigin, 2-periyotluk oyundaki denge davranigiyla ayni oldugunu kolaylikla
gosterebliriz. Simdi, bir £ — 1 i¢in yukarda betimlenenin denge oldugunu varsayalim.

Yani, t +1:=2n—2(k—1) — 1 = 2n — 2k + 1 giiniiniin baginda, 1. oyuncu

1 — §2k-D+2 § (1 4 52(k—1)+1) 1— 62k § (1 + 52k—1)
($t+17 yt+1) = ) = )
1496 1406 1496 1496

teklifini verir ve bu teklif kabul edilir. ¢ = 2n — 2k giiniinde, 1. oyuncu bir teklifi

kabul eder ancak ve ancak bu teklif bir sonraki giin en az 11:? edinmek kadar iyi
2k
olmalidir, bu da % degerindedir. Dolayisiyla, 1. oyuncu bir (z,y) teklifini
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kabul edecektir, ancak ve ancak,

2k
Lo S(L=d%)
21335

Bu durumda, 2. oyuncunun yapabilecegi en iyi sey

(xmyt)_(é(l—é ) 500 ))_(5(1—5 )71+52k+l>

146 1+96 1446 1+96

teklifidir. 2. oyuncuya y;’den daha fazla veren herhangi bir teklif reddedilecektir ve

2. oyuncu
52 (1 + 5%1)
1496

kazanacaktir. Yani, ¢ glintinde 2. oyuncu (z,y;) teklifinde bulunur; bu teklif kabul

OYy1 = < Yt

edilir. Bu durumda, ¢ — 1 giiniinde, 2. oyuncu bir (z,y) teklifini kabul eder ancak

ve ancak
0 (1+ 9%+

> Sy, =
Y= 0u 146

Bu durumda, ¢ — 1 giintinde, 1. oyuncu

1+4 1+96

1 — §2k+2 § (1 + §2k+1
(-1, Y1) = (1 — Sy, Oyy) = ( ( )

teklifinde bulunur, bu da ispati sonlandirir. H

Simdi, n — oo olsun. Herhangi bir tek ¢ giiniinde, 1. oyuncu

o oo 1= 6242 5 (148 /1 5
(% y7) = Jim 1106 140 “\1+46'1+0

teklifinde bulunur ve herhangi bir ¢ift ¢ giiniinde 2. oyuncu

N Lt 0 0 i W GRS
Tl )T BN T 158 116 ) \Uxo1+0

teklifinde bulunur ve bu teklifler ancak kabul edilirler.
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