14.12 Oyun Teorisi Ders Notlari

Muhamet Yildiz

Ders 3-6

Bu derste, oyunlar1 ve Nash dengesi gibi baz1 ¢6ziim yollarini tanimlayacagiz ve
bu ¢oziim yollarinin arkasindaki varsayimlar: tartigacagiz.

Bir oyunu analiz etmek icin,

oyuncularin kimler oldugunu,

oyuncular i¢in hangi eylemlerin mevcut oldugunu,

e her oyunucunun herbir sonuca ne kadar deger bigtigini,

herbir oyuncunun ne bildigini,

bilmemiz gerekir.

Oyuncularin sadece dig parametreler, getiriler gibi mesela, hakkinda ne bildik-
lerini belirtmemiz yetmez, ayni zamanda da diger oyuncularin ne bildikleri ve bu
parametreler hakkinda neye inandiklar1 vs hakkinda ne bildiklerini belirtmemiz
gerekir. Bu dersin ilk kisminda, bir oyuncu tarafindan bilinen hergeyin diger tim
oyuncular tarafindan da bilindigi, yani ortak bilgi oldugu, eksiksiz bilgi oyunlarina

odaklanacagiz.! (X’e ortak bilgi diyoruz, eger herkes X’i biliyorsa ve herkes herkesin

' Bilgi, alttaki 6zellikleri saglayan, énermeler iizerine bir islem olarak tanimhdir:
Eger X'i biliyorsam, X dogru olmals;
Eger X'i biliyorsam, X’i bildigimi biliyorum;

Eger X’i bilmiyorsam, X’i bilmedigimi biliyorum;
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Eger birsey biliyorsam, bunun tiim ¢ikarimlarini biliyorum.



X1 bildigini biliyorsa ve herkes X’i herkesin bildigini bidigini bilyorsa, ..stirgit.) Der-
sin ikinci yarisinda ise, bilgi ile ilgili konulara odaklanip, bu varsayimi kaldiracagiz

ve oyuncularin asimetrik bilgiye sahip olmalarina izin verecegiz.

1 Oyunlarin Gosterimi
Oyunlar iki sekilde gosteriliebilirler:
1. Normal (stratejik) bigim,

2. Kapsaml (extansif) bigim.u

1.1 Normal bicim

Tanim 1 (Normal bi¢im) Bir n-oyunculu oyun G = (S, ..., Sy u1, ..., uy,) seklinde
bir listedir, oyle ki, her i € N = {1,...,n} i¢in, S; oyuncu i i¢in mevcut tim
stratejilerin kuimesidir ve u; @ Sy X ... x S, — R oyuncu inin von Neumann-

Morgenstern fayda fonksiyounudur.

Bir oyuncunun edinecegi fayda sadece kendi stratejisine degil, ayni1 zamanda diger
oyuncularin oynadiklar: stratejilere de baghdir. Ayrica, her oyuncu 7 kendi faydasim
yani u;'1 maksimize etmek ister (dyle ki, beklenen degerler kendi inanmiglarina gore
hesaplanirlar); bir diger deyisle, u; bir von Neumann-Morgenstern fayda fonksiy-
onudur. Bir oyuncu rasyoneldir diyecegiz, ancak ve ancak, (inaniglar1 verili iken)
oyuncu u; nin beklenen degerini maksimize etmeye calisiyorsa.?

Ayrica, oyuncularm N = {1,...,n} oldugunun, her oyuncu 7 i¢in mevcut strate-
jilerin S; oldugunun, ve her oyuncu ¢'nin u; nin beklenen degerini maksimize etmeye
caligtigimin herkesge bilindigini varsayiyoruz.

Sadece iki oyuncu varken, (normal bigim) oyunu bir ikili matrisle gosterebiliriz:

1/2 sol sag
ust | 0,2 | 1,1
alt | 4,132

2Bilgiyi tammlarken de, birgey biliyorsam, bunun tiim ¢ikarimlarmi biliyorum varsaymmin ya-
parak, ¢ok giiclii bir 'rasyonellik’ varsayimi yaptik.



Burada, 1. oyuncu st ve alt stratejilerine sahiptir. 2. oyuncu ise sol ve sag
stratejilerine sahiptir. Her bir kutucuktaki ilk say1 1. oyuncunun, ikinci say1 ise 2.

oyuncunun kazancidir (mesela, u; (iist,sol) = 0, us (iist,sol) = 2.)

1.2 Kapsamli bicim

Kapsamli bi¢im, kimin ne zaman oynayacagini, her bir oyuncunun ne bildigini, her
bir oyuncuya hangi hamlelerin mevcut bulundugunu ve her hamlenin oyunu nereye
yonlendirdigini tammlayarak, vs., bir oyun hakkinda tiim verileri icerir (ancak nor-

mal bi¢im daha ¢ok bir ézet gosterim geklidir). Oncelikle, baz1 tammlar getiriyoruz.

Tanim 2 Bir oyun agaci karar noktalar:, ve bu noktalar: birlestiren yonli kenarlar

ktimesidir, oyle ki,
1. bir ilk nokta vardir, bu noktaya gelen bir kenar yoktur,
2. diger tim noktalar icin, tek bir gelen kenar vardur,

3. herhangi ikt nokta icin, bu iki noktayr birlestiren tek bir yol vardr.

Bir agacin govdesinden uzanan dallar1 diiginiin. Mesela,

-
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bir oyun agacidir. Ama,



\

bir oyun agac1 degildir, ¢iinkii A’ya ulagmak i¢in iki farkl yol vardir (B’den ve
C’den).

C/)\

bir oyun agaci degildir, ¢linkii A ve B, C ve D’ye bagh degildir.

Tanim 3 (Kapsamly bi¢im) Bir oyun bir oyuncular kiimesini, bir oyun agacina,
agacin her noktasimn (son noktalar harig) bir oyuncuya dagitiliminy bilgi yapisina

ve tum son noktalarda her oyuncunun kazanciny igerir.

Oyuncular kiimesi, oyunda rol alan ajanlari igerir. Ancak, bir ¢ok oyunda, sansin
da pay1 vardir, tavlada zarlarin atilmasi veya pokerde kartlarin dagitilmasi gibi.
Daha genel anlamda, sans faktoriinii bir belirsizlik oldugu durumlarda diigiinmemiz
gerekir. Bu olasiliklar temsil etmek icin, kurgusal bir oyuncu dahil ediyoruz oyuna:
Doga. Doga’nin son noktalarda herhangi bir kazanci yoktur ve ne zaman Doga’ya
bir nokta verilse, o noktay1 takip eden dallar tizerine bir olasilik dagilimi verilmesi
gerekir, 1/2 olasilikla yaz1 ve 1/2 olasilikla tura gibi.

Bir bilgi kimesi, {nq,...,n;} seklinde bir noktalar kiimesidir, 6yle ki,



1. tiim bu noktalarda ayni oyuncu, ¢, oynar;

2. tim bu noktalarda ayni hamleler mevcuttur.

Burada, bir bilgi kiimesinde oynamalk iizere sirasi gelen oyuncu ¢'nin, bilgi kiimesindeki
noktalar1 birbirinden ayirt edemedigi, ancak bu bilgi kiimesi digindaki noktalari
icindekiler- den ayirt edebildigi varsayilir. Mesela, Jekil 1’deki oyunu diigtinelim.

Bu oyunda, 2. oyuncu 1. oyuncunun T ya da B oynadigini ama X oynamadigini
bilmektedir. Ancak, 2. oyuncu 1. oyuncunun T mi yoksa B mi oynadigini kesin

olarak bilememektedir. Ayni oyun Sekil 2’de biraz farkli bir bicimde gosterilmigtir.

Sekil 2



Bir bilgi yapusi (information partition) oyun agacindaki her bir noktanin (ilk ve
son noktalar harig) bir bilgi kiimesine dagilimidir.

Ozetlemek gerekirse: Herhangi bir noktada sunlar1 biliyoruz: hangi oyun-
cunun oynayacagini, hangi eylemlerin mevcut bulundugunu, oyuncunun o noktada
ne bildigini ozetleyen hangi bilgi kiimesinin noktay1 kapsadigini. Tabi ki, iki nokta
ayni bilgi kiimesindeyse, mevcut eylemler her iki noktada da ayni olmalidir, yoksa
oyuncu bu iki noktay1 birbirinden ayirabilirdi. Birkez daha, tiim bunlar herkesce
bilinmektedir. Mesela, Sekil 1’deki oyunda, 1. oyuncu biliyor ki, eger 1. oyuncu
X oynarsa, 2. oyuncu bunu ogrenecek, ama eger T ya da B’yi secerse, 2. oyuncu

hangisinin secildigini bilemeyecek (ya T ya da B’nin segildigini bilecek).

Tanim 4 Bir oyuncu i¢in bir strateji, oynayacage her bir bilgi kimesinde (bu strate-
Jiye gore ulasimayacak bilgi kiimelerinde dahi) hangi eylemi segecegini belirten bir

eksiksiz (meydana gelebilecek kogullara baglh) plandar.

Baz1 amaclar i¢in indirgenmis stratejilere bakmak yeterli olacaktir. Bir in-
dirgenmis strateji, oyuncunun plani dogrultusunda ulagimi engellenmeyen tiim bilgi
kiimelerinde hangi eylemde bulunacagini séyleyen, bir eksik kogullara-bagl plandir.
Ancak bircok diger sebepten otiirii tiim stratejilere bakmamiz gerekmektedir. Simdi

baz1 orneklere bakalim.

Oyun 1: Kusursuz bilgili yazi-tura eslestirme oyunu

('171)

(17'1)

(17_1)

('lal)

Oyun agaci 7 noktadan olugmaktadir. Iki 1. oyuncuya, sonraki iki tanesi de

2. oyuncuya verilmisgtir. 4 son noktada ise kazanclar belirtilmistir. Sadece iki



oyuncu oldugu icin, kazanc vektorleri iki elemanhdir. Ilki 1. oyuncunun, ikincisi de
2. oyuncunun kazanclaridir. Bu kazanglar von Neumann-Morgenstern faydalaridir,
oyle ki, bunlar tizerine beklentileri bulup, beklenen faydalar1 hesaplayabiliriz.

Bilgi yapist oldukc¢a basittir; tiim noktalar kendi bilgi kiimelerine dahildirler.
Basgka bir deyisle, tiim bilgi kiimeleri tek elemanlidirlar. Bu, oyunda bir onceki ham-
lede (ge¢mis) bir belirsizlik olmamasi anlamina gelir. Bu noktada, hatirlayalim ki,
oyun agacindaki her bir noktaya tek bir yol ile ulasilabilmektedir. Dolayisiyla, eger
tim bilgi kiimeleri tek elemanliysa, oyuncular oyunun tiim geg¢misini tam bir sekilde
olusturabilirler. Mesela, bu oyunda, 2. oyuncu 1. oyuncunun Yaz mi yoksa tura
mi1 sectigini bilecektir. 1. oyuncu da yazi veya tura oynarken, 2. oyuncunun ken-
disinin (1. oyuncunun) ne oynadigini dgrenecegini bilecek. (Tiim bilgi kiimelerinin
tek elemanl oldugu oyunlara kusursuz bilgili oyunlar denir.)

Bu oyunda, 1. oyuncu i¢in strateji kiimesi {Head, Tail}’dir. 2. oyuncu igin bir
strateji 1. oyuncunun ne yaptigina baglh olarak ne yapmasi gerektigini soylemelidir.

Yani, 2. oyuncunun stratejileri sunlardir:
YY= eger 1 Yaz1 oynarsa, Yazi, eger 1 Tura oynarsa Yazi;
YT= eger 1 Yazi oynarsa, Yazi, eger 1 Tura oynarsa Tura,
TY= eger 1 Yazi oynarsa, Tura, eger 1 Tura oynarsa Yaz;
TT= eger 1 Yaz1 oynarsa, Tura, eger 1 Tura oynarsa Tura.

Herbir strateji ikilisinden dogacak kazanclar nelerdir? Eger 1. oyuncu Yazi, 2.
oyuncu da YY oynarsa, o zaman sonug [1 Yaziy1 secer, 2 Yaziy1 seger| ve kazanglar
da (-1,1) olur. Eger 1 Yaz1 oynar ve 2 de YT oynarsa, sonug ayni olur, dolayisiyla
da kazanglar (-1,1) olur. Eger 1 Tura oynar, 2 de YT oynarsa, o zaman sonug [1
Turay1 seger ve 2 de Turay1 seger| ve tekrar kazanclar (-1,1) olur. Ancak, eger 1 Tura
oynar, 2 de YY oynarsa, o zaman sonug [1 Turay: seger ve 2 de Yaziy1 seger] olur,
dolayisiyla da kazanclar (1,-1) olur. Diger strateji ikilileri i¢in de kazanglar1 benzer
sekilde hesaplayabiliriz.

Dolayisiyla, bu oyuna denk gelen normal veya stratjik bicim alttaki gibidir.

YY YT TY TT
Yazi | -1,1 | -1,1 | 11 ] 11
Tura | 1-1[-1,1] 1,1 -1,1

Bilgi kiimeleri ¢ok 6nemlidirler! Bunu anlamak icin, siradaki oyunu diigiinelim.
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Oyun 2: Kusurlu bilgili yazi-tura esglestirme oyunu

Yag, — (-1:1)
Tﬁ_‘l:_].__ — o -__- -
Tura ™. {1_1)
1=
)
Yoz~ 111
Tara -

Tura ™ (-1,1}

1. ve 2. oyun birbirine ¢ok benzemekteler ancak aslen ¢ok farkli iki oyunu temsil
etmektedirler. 2. oyunda, 2. oyuncu sirasi geldiginde 1. oyuncunun ne sectigini

bilmiyordur. Bu bir kusurlu bilgili bir oyundur (Yani, baz1 bilgi kiimeleri birden

fazla nokta igermektedir.)
1. oyuncunun stratejileri aymdir, Yazi ve Tura. Ancak 2. oyuncunun bu sefer
sadece iki stratejisi vardir: Yaz ve Tura (1'in ne oynadigimi bilmediginden). Bu

oyunun normal bi¢imi

1/2  Yazm Tura
Yaz1 | -1,1 | 1,-1
Tura | 1,-1 | -1,1

seklindedir.



Oyun 3: Doga’lh bir oyun:

5,0

Yazi 1/2

2,2

Doga
3,3

Tura 1/2

0,-5

Bu oyunda, hilesiz bir yazi-tura atiyoruz, 6yle ki, yazi gelme olasihigi 1/2°dir.
Eger yazi gelirse, 1. oyuncu Sol ya da Sag’dan birini seger; eger tura gelirse, 2.

oyuncu Sol ya da Sag’dan birini seger.

Alistirma 1 Alttaki oyunun normal bi¢im gosterimi nedir? Baska bir kapsaml

bicimli oyun bulabilir misiniz ki ayni normal bicim gosterimine sahip olsun?

> (1,-5)

D o d

(4,4) (5,2) (3,3)



[ipucu: Herbir kapsamli bicimli oyun igin, sadece tek bir tane normal bi¢im
gosterimi vardir, ancak bir normal bi¢gim oyununun tipik olarak birden fazla kapsaml
bigim gosterimi vardir.|

Bir¢ok durumda, bir oyuncu diger oyuncularin tam olarak hangi stratejileri oy-
nadigini tahmin edemeyebilir. Bu tip durumlar aciklayabilmek icin karma strate-

jilerden bahsedecegiz:

Tanim 5 Bir oyunucu i¢in karma strateji kend: stratejilert tizerine olan bir olasilik

dagilimadar.

Eger oyuncu ¢'nin stratejileri S; = {s;1, Si2, ..., Si} ise, 0 zaman oyuncu ¢ igin
bir karma strateji, o;, S; iizerine bir fonksiyondur, oyle ki, 0 < o;(s;;) < 1 ve
0i($i1) + 0i(Si2) + - -+ 0i(si) = 1. Burada, o; diger oyuncularin oyuncu 7’nin hangi

stratejiyi oynacagina dair inaniglarini temsil eder.

2 Nasil oynamali1?

Simdi normal bi¢imli oyunlarda kullanilan en yaygin ”¢éziim yol”larini aciklayacagiz.
Ilk olarak oyuncularin rasyonel olmasima dayanan, ”dominant strateji dengesi”ni be-
timleyecegiz. Daha sonra da, rasyonelligin ortak bilgi olmasina denk gelen "rasy-
onellegtirilebilirlik” konusunu tartigacagiz ve son olarak ise oyuncularin diger oyun-
cularin eylemleri hakkindaki onermelerinin karsilikli bilgi olmasiyla iligkili olan Nash

dengesini tartisacagiz.

2.1 Dominant-strateji (baskin-strateji) dengesi

¢t digindaki tiim j oyuncular: tarafindan oynanan s; stratejilerini ifade etmek igin s_;

notasyonunu kullanalim, yani;

S_; = (Sl, ceSi—1y Si+1, Sn)

Tanim 6 Bir s} stratejisi s; stratejisini kesin domine eder (baskindir) ancak ve an-

cak
(s, s-4) > ui(si,5-4),Vs_; € S_;.
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Yani, diger oyuncular ne oynarlarsa oynasinlar, s; oynamak 7 oyuncusu icin s;
oynamaktan kesin daha iyidir. Bu durumda, eger i akilici ise, asla kesin domine
edilen s; stratejisini oynamaz.?

Bir karma strateji o;, s; stratejisini benzer bir gekilde domine eder: o;, s;’yi kesin

domine eder, ancak ve ancak,
oi(si1)ui(si1, S—i) + 0i(si2)wi(Sio, 5—i) + - - - 03 (Sir )i (Sik, S—i) > (s, 5-4),Vs_; € S_.

Rasyonel bir ¢ oyuncusu hi¢bir zaman s; oynamaz, ancak ve ancak s; bir (saf
veya karma) strateji tarafindan domine ediliyorsa.

Benzer bir sekilde, zayif dominanthigi da tanimlayabiliriz.

Tanim 7 Bir s} stratejisi s; stratejisini zayif domine eder ancak ve ancak
u; (87, 5-3) > wi(si,5-),Vs_; € S_;

ve

Uz’(Sfa 5—1') > uz‘(Sz‘, 5—2‘)
bazi s_; € S_; i¢in.

Yani, diger oyuncular ne oynarlarsa oynasinlar, s} oynamak en az s; oynamak
kadar iyi bir kazang getirir ve bazi durumlar vardir ki, s? oynamak s; oynamaktan
kesin daha iyi bir kazang getirir. Eger ¢ rasyonel ise, ancak bu durumlarin ortaya asla
¢ikmayacagina inaniyorsa s; oynar. Kger ihtiyathi davranirsa, yani, bu durumlara

pozitif olasilik atiyorsa, o zaman s; oynamaz.

Tamim 8 Bir s¢ stratejisi i oyuncusu igin bir (zayif) dominant stratejidir ancak

ve ancak s¢ i oyuncusunun diger tiim stratejilerini (zayf) domine ediyorsa. Bir

s stratejisi i oyuncusu i¢in bir kesin dominant stratejidir ancak ve ancak s¢, i

oyuncusunun diger tim stratejilerini kesin domine ediyorsa.

Eger i rasyonel ise ve kesin dominant bir stratejisi, s¢, varsa, o zaman bagka bir
strateji oynamayacaktir. Eger bir zayif dominant stratejisi varsa ve ihtiyath ise, o

zaman bagka stratejileri oynamayacaktir.

3Yani, hicbir inanis yoktur ki, bu oyuncu o inanisa gore s; oynasin. Bunu ispatlayabilir misiniz?
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Ornek:

1/2 ¢ok calig caligma
ise al 2,2 1,3
ise alma 0,0 0,0

Bu oyunda, 1. oyuncu (firma) kesin dominant bir stratejiye sahip, "ige al”. 2.
oyuncunun ise sadece bir zayif domine edilen stratejisi var. Eger oyuncular rasyonel

iseler ve ek olarak 2. oyuncu da ihtiyath ise, o zaman 1. oyuncunun ”ige al” acagini

2. oyuncunun da ”calisma’yacagim bekleriz. 4
1/2 ¢ok calis caligma
ise al 22 = | 1,3
ise alma | 0,0 0,0

d od

Tanmim 9 Bir strateji vektori, s = (s¢,s4,....s4), bir dominant strateji dengesidir,

ancak ve ancak, s¢ her i oyuncusu i¢in bir dominant stratejidir.

Ornek olarak Tutuklular ikilemini diigiinelim.

1/2 itiraf et itiraf etme
itiraf et -5,-5 0,-6
itiraf etme -6,0 -1,-1

"Ttiraf et” her iki oyuncu i¢in de bir kesin dominant stratejidir, dolayisiyla, (itiraf

et, itiraf et) bir dominant strateji dengesidir.

1/2
itiraf et

itiraf etme

4Bu olabilecek tek sonuc, eger ki her iki oyuncu da rasyonel ve 2. oyuncu 1. oyuncunun rasyonel

oldugunu biliyorsa.

itiraf et itiraf etme
-5,-b <~ 0,-6
-6,0 1 <—-1-1 1
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Ornek: (ikinci-fiyat miizayedesi (ihalesi)) Bir miizayedede satilmak {izere bir
objemiz var. Iki alici var. Objenin alic i icin degeri v;'dir ve bu alic1 tarafindan
bilinmektedir. Herbir alic1 ¢, kapali bir zarfta ayni1 anda bir b; fiyat teklifinde bulunur.

Daha sonra, bu zarflar agilir; ve en yiiksek teklifi
bi* = Inax {bl, bg}

veren oyuncu, objeyi alir ve ikinci en yiiksek fiyat1 (bu b; dir, 6yle ki, j # i*) 6der.
(Eger iki veya daha fazla oyuncu ayni en yiiksek teklifi yaparlarsa, aralarindan birini
yazi-tura ile belirleriz.)

Formel olarak, oyun, oyuncular kiimesi N = {1,2}, stratejiler b; ve kazanglar

v; —b;  eger b, >b;
u; (b1,02) = (v; — bj) /2 eger b; = b,
0 eger b; < bj

oyle ki, 7 # j, ile tanimlanir.

Bu oyunda, her ¢ oyuncusu i¢in objeye bictigi kendi dogru degerini teklif olarak
vermek bir dominant stratejidir. Bunu gormek igin, kendi bictigi degerden bagka bir
degeri teklif verme stratejisini, yani herhangi bir  i¢in b, # v;, diigiinelim. Gostermek
istiyoruz ki, b, v; tarafindan zayif domine edilen bir stratejidir. 0, < v; oldugu
durumu diiglinelim. Eger diger oyuncunun verdigi teklif b; < b, ise, oyuncu ¢ her
iki 0] ve v; stratejileri altinda v; — b; kazanmir. Eger diger oyuncunun verdigi teklif
b; > v; ise, oyuncu ¢ her iki b} ve v; stratejileri altinda 0 kazanir. Ancak eger, b; = b,
o zaman v; teklifi v; — b; > 0 getirir, 6te yandan, b, sadece (v; — b;) /2 kazandirr.
Benzer sekilde, eger b < b; < v; ise, v; teklifi v; — b; > 0 kazandirirken, b sadece
0 getirir. Dolayisiyla, v; teklifi, b, teklifini domine eder. b > v; oldugu durum da
benzerdir, tek fark b; > b; > v; oldugu durumdur ki, v; teklifi 0 getirirken, b; negatif
kazang getirir, v; — b; < 0. Dolayisiyla, v; teklifi her iki oyuncu ¢ icin de dominant

stratejidir.
Alistirma 2 Bunu n-alicily duruma genelleyiniz.

Var oldugu durumlarda, dominant strateji dengesinin ¢ok acik bir ¢ekiciligi vardir.

Bu tip durumlarda, oyuncularin rasyonellikleri dominant strateji dengesinin oy-
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nanacagini soyler. Ancak, dominant strateji dengesi her zaman yoktur. Siradaki
oyun, cinsiyetler savasi, ¢ekingen bir ilk randevuyu temsil eder (tabi, bu ismi daha
¢ok hakeden, hayvan davranigindan esinlenen bagka oyunlar da vardir). Hem erkek
hem kadin tek baglarina olmaktansa beraber olmay1 tercih ediyorlar. Ancak, ¢ekingen
olduklarindan randevunun yerini kesinlegtiremiyorlar. Herikisi de digerini ya oper-

ada ya da balede bulmay1 umuyor. Kadin baleyi, erkek ise operayi tercih ediyor.

Man/Woman opera bale
3,1 0,0
0,0 1,3

opera
bale

Agiktir ki, hi¢gbir oyuncunun dominant stratejisi yoktur.

Man/Woman opera bale
opera 3,1 I <=0,0
bale 0,0 = 1.3

2.2 Rasyonellestirebilirlik veya Kesin domine edilen strate-

jileri yinelemeli eleme yolu

Simdi alttaki geligtirilmis Tutuklular ikilemini diigtinelim.

1/2 itiraf et itiraf etme kag
itiraf et -5,-5 0,-6 -5,-10
itiraf etme -6,0 -1,-1 0,-10
kag -10,-6 -10,0 -10,-10

Bu oyunda, hi¢bir oyuncunun dominant stratejisi yok, ama domine edilen bir
hem 2.

oyuncunun problemini diigiinelim. 2.

strateji var: “ka¢” (hem 1. oyuncu i¢in) "itiraf et” tarafindan kesin
Simdi 2.

ki, 1. oyuncu rasyonel, dolayisiyla 1. oyuncunun "ka¢” stratejisini se¢meyecegini

domine ediliyor. oyuncu biliyor

ongorebilmektedir. Dolayisiyla, "kag” stratejisini 1. oyuncunun segeneklerinden

eleyebilir ve daha kiiciik olan alttaki oyuna bakar

1/2 itiraf et itiraf etme run away
itiraf et -5.-5 0,-6 -5,-10
itiraf etme -6,0 -1-1 0,-10
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oyleki "kag¢” elenmigtir, ¢iinkii kesin domine edilmekteydi; kolon oyuncusu satir
oyuncusunun bunu higbhir zaman se¢gmeyecegi sonucuna varmistir.

Daha kiiciik olan bu oyunda, 2. oyuncunun bir dominant stratejisi vardir, ”itirat
et”. Yani, eger 2 rasyonelse ve 1’in rasyonel oldugunu biliyorsa, "itiraf et” stratejisini
oynayacaktir.

Orijinal oyunda "itiraf etme”, "ka¢” stratejisine gore daha iyiydi, o ylizden de
"itiraf et” dominant strateji degildi. Ancak, 1. oyuncunun "ka¢” oynamasi rasy-
onellestirilemez, ¢cinkii domine edilmis bir stratejidir. Bu bizi Kesin Domine Edilen
Stratejileri Yinelemeli Eleme Yolu'na gotiiriir. ”Kesin domine edilen stratejileri
yinelemeli elersek” ne olur? Bagka bir deyisle, bir kesin domine edilen stratejiyi
eleyip, indirgenen oyunda bagka bir kesin domine edilen strateji ariyoruz. Daha
bagka bir kesin domine edilen strateji bulamadigimizda da duruyoruz. Aciktir ki,
oyuncularin rasyonel olduklar: ortak bilgi ise, oyuncular sadece kesin domine edilen
stratejilerin yinelemeli eleme yolundan kurtulan stratejileri oynarlar. Bu ytizden,
bu tir stratejilere rasyonellestirilebilir stratejiler diyoruz. Dikkat: karma strate-
jiler tarafindan domine edilen stratejileri de eliyoruz!

Yukaridaki érnekte, rasyonellestirilebilir stratejiler yine (”itiraf et”,”itiraf et” ) dir.

Bu noktada durup bu yontemi Cournot duopolisine uygulamalisiniz!!
(Bknz. Gibbons) Ayrica, her elemede rasyonellik varsayimini iiretebildiginizden
emin olun. Mesela, yukaridaki oyunda, 2. oyuncu 1. oyuncunun rasyonel oldugunu
ve "ka¢” oynamayacagini biliyor, ve kendisi de rasyonel oldugundan kendisi de sadece
“itiraf et” oynar, ¢linki ”itiraf et” 2. oyuncu igin, 1. oyuncunun “ka¢” oynama
olasiligina 0 atayan herhangi bir inanigina gore, olabilecek en iyi tepkidir.

Sorun sudur ki, ¢ok fazla rasyonellegtirilebilir strateji olabilir. Yazi-tura eslegtirme

oyununu (Matching Pennies) diigiinelim:

1/2  Yazm Tura
Yaz1 | -1,1 | 1,-1
Tura | 1-1 | -1,1

Burada, tiim stratejiler rasyonellestirilebilir. Mesela, eger 1. oyuncu 2'nin Yazi
oynayacagina inaniyorsa, o zaman Tura oynar, eger 2. oyuncu 1. oyuncunun Tura
oynayacagina inaniyorsa, o zaman Tura oynar. Dolayisiyla, strateji ikilisi (Yaz,

Tura) rasyonellegtirilebilir. Ancak belirtelim ki, 1 ve 2'nin inaniglar1 birbirleriyle
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uyumlu degildirler.

Rasyonellegtirilebilir stratejiler kiimesi genelde cok biiyiiktiir. Ote yandan, dom-
inant strateji dengesi ise ¢ok kisitlayici bir konsepttir: genellikle de oyunlarda bu
denge yoktur.

Cok fazla rasyonellestirilebilir stratejinin bulunmasinin nedeni, oyuncularin sanilarinin
diger oyuncularin aslinda ne oynadiklariyla ”tutarl’” olmasini sart kogmamig ol-
mamizdir. Mesela, rasyonellestirilebilir strateji ikilisi olan (Yazi, Tura)’'da, 2. oyuncu
1. oyuncunun Tura oynayacagini diigiinerek Tura oynarken, 1. oyuncu ise aslinda
Yaz1 oynamaktadir. Oyuncularin sanilarinin karsilikli bilgi oldugunu varsayan, tu-

tarhilik getiren, bagka bir konsept ele aliyoruz — Nash Dengesi (bundan sonra, ND).

2.3 Nash Dengesi

Cinsiyetler savagi oyununu diigiinelim

Erkek/Kadin opera bale
opera 4.1 0,0
bale 0,0 1,4

Bu oyunda, dominant strateji yok. Ama farzedelim ki, Kadin operay: se¢sin. O
zaman, FErkek’in oynayacagi en iyi strateji de operadir. Dolayisiyla, Erkek icin opera,
operaya en iyi tepkidir. Benzer gekilde, opera Kadin i¢in de operaya en iyi tepkidir.
Dolayisiyla, (opera,opera)’da hi¢bir oyuncu bagka bir strateji se¢gmek istemez. Bu
bir Nash dengesidir.

Formel olarak,

Tanmim 10 Herhangi bir i oyuncusu icin, bir sP® stratejisi, s_; ye bir en iyi tepkidir,
ancak ve ancak
ui(sz, S—z’) Z Ui(Si, s_,-),VSZ' € Sz

Bu tanim dominant strateji tanimina bir fark diginda denktir: bu tanim tim
s_; € S_; icin degil, sadece spesifik bir s_; i¢indir. Tiim s_;’ler i¢in dogru olsaydi, o
zaman sPf da dominant strateji olurdu, ki bu bir s_; stratejisine en iyi tepki olma

kogulundan daha giiglii bir koguldur.
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Tanim 11 Bir strateji vektori, (sY¥,...sNF), bir Nash dengesidir, ancak ve ancak,

NE GNE = (o)F, s N sNE) ye bir en iyi tepkidir. Bagka bir

tum i ’ler i¢in s;' 7, s2/
deyisle,
wi(sNE sNEY > (s, sNF), Vs € S,

(2 ? T —1

Basgka bir deyisle, hicbir oyuncu, diger oyuncularin hangi stratejileri oynayacak-
larini bildigi durumdaki, bagka bir stratejiye ge¢mek istemez.

Eger bir strateji vektoru bir dominant strateji dengesi ise, o zaman ayni zamanda
Nash dengesidir de, ancak tersi dogru degildir. Mesela, cinsiyetler savasi oyununda,
hem (O,0) hem (B,B) Nash dengeleridirler, ancak ikisi de dominant strateji dengesi
degildirler. Ayrica, bir dominant strateji dengesi tektir, ancak cinsiyetler savasi
oyunun da gosterdigi gibi, Nash dengesi genelde tek degildir.

Bu noktada durup, Cournot duopoli oyunundaki Nash dengesini hesapla-
malisiniz!! Nash dengesi neden rasyonellestirilebilir stratejilerle ortiigiiyor? Genel
olarak: Tim rasyonellestirilebilir stratejiler Nash dengesi midir? Tiim Nash den-
geleri rasyonellestirilebilirler mi? Cournot oligopoliindeki, Bertrand duopolindeki ve
kamu problemindeki Nash dengelerini de hesaplamalisiniz.

Yukardaki tanim sadece saf stratejileri kapsiyor. Karma stratejiler i¢in Nash den-
gesini benzer bir gekilde, saf stratejileri karma stratejilerle degigtirerek tanimlayabiliriz.
Tekrardan, diger oyuncularin karma stratejileri verili iken, her oyuncu kendi bekle-

nen kazancim kendi (karma) stratejileri iizerinden maksimize eder.’®

Ornek — Cinsiyetler Savag1 Tekrardan, iki saf strateji dengesini buldugumuz
cinsiyetler savagi oyununu diigiinelim. Saf strateji dengelerine ek olarak, bir karma

strateji dengesi var.

Erkek/Kadmn opera bale
opera 4.1 0,0
bale 0,0 1.4

Erkegin operaya gitme olasiligi ¢ olsun, 1 — ¢ olasilikla da baleye gitsin. Eger
Kadinin operaya gitme olasiligina p dersek, Kadinin bundan edinecegi beklenen fay-

day1 g0yle hesaplayabiliriz

*Inamslar agisindan, bu su kosula denk gelir: eger 4, jnin bir s; stratejisi oynamasi olayna
porzitif olasilik atarsa, o zaman s;, j'nin inaniglar: verili iken bir en iyi tepki stratejisi olmalidir.
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Uz (p;q) = pqus (opera,opera) + p (1 — q) uz (bale,opera)
+ (1 — p) qus (opera,bale) + (1 — p) (1 — q) uy (bale,bale)
= p|qus (opera,opera) + (1 — q) us (bale,opera)]
+ (1 — p) [qus (opera,bale) + (1 — ¢) uz (bale,bale)]
= pled+(1=q) 0]+ (1 —p)[0g+1(1—q)
= pldg+ (1 —p)[l —q].

Farkediniz ki, p ile garpilmig olan [4¢] terimi Kadinin operaya gitmekten, 1 — p
ile carpilmig olan terim de baleye gitmekten edinecegi beklenen faydasidir. Us (p; q)
p argiimanina gore, 4q > 1 — ¢ (yani, ¢ > 1/5) ise kesin artan; 4¢ < 1 — ¢ ise kesin
azalan ve 4¢ = 1 — q ise de sabit bir fonksiyondur. Bu durumda, Kadinin en iyi
tepkisi ¢ > 1/5isep =1, ¢ < 1/5ise p = 0 ve ¢ = 1/5 ise de p [0, 1] araliginda
herhangi bir sayidir. Bagka bir deyisle, Kadin, operadan alacagi beklenen fayda
daha ytiiksekse operayi, baleden alacagi beklenen fayda daha yiiksekse baleyi secer
ve ikisi arasinda kayitsiz ise de herhangi birini secer.

Benzer sekilde, p > 4/5 ise en iyi tepki ¢ = 1, p < 4/51ise ¢ = 0 ve p = 4/5 ise
de herhangi bir ¢ bir en iyi tepkidir. Alttaki grafikte en iyi tepkilerin ¢izilmig halini

gorebilirsiniz.

1
[}
[}
1
I
1
1
[}
[}
1
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[}
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[}
1
I
1
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Nash dengeleri, en iyi tepki fonksiyonlarinin kesistigi noktalardir. Bir tane her ik-
isinin de baleye gittikleri (0,0)’da; bir tane her ikisinin de operaya gittikleri (1,1)’de;
bir tane de Kadimin 4/5 olasilikla operaya gittigi, Erkegin de 1/5 olasilikla operaya
gittigi noktada dengeler var.

Karma strateji dengelerini (2X2 oyunlar i¢in) nasil hesapladigumiza dikkat edin.
17in olasiliklarine oyle sectik ki 2. oyuncu stratejileri arasinda kayitsiz kaldy ve 2°nin

olasiliklarin oyle sectik ki 1. oyuncu stratejileri arasinda kayitsiz kalds.
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