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1 Temel Se¢im Teorisi

X kiimesi alternatifler kiimesi olsun. Alternatifler birbirini diglayan olsunlar, yani bir
kisi aynm1 anda iki farkl alternatif secemiyor olsun. Miimkiin alternatiflerin kiimesi
de eksiksiz verilmis olsun, ki oyuncunun secimleri her zaman tanimli olsun. Bunun
modellemeye iligkin oldugunu belirtelim. Mesela, Kahve ve Cay iki opsiyonumuz
ise, alternatifleri K=Kahve ama Cay degil, C=Cay ama Kahve degil, KC=Kahve ve
Cay, ve NN=Ne Kahve Ne Cay olarak tanmliyoruz.

X kiimesi iizerinde tamml bir > iligskisini (matematiksel baginti) alalm. X
kiimesi tlizerinde tanimh bir iligki X x X kiimesinin bir alt kiimesidir. > iligkisine
tam (complete) denir, ancak ve ancak, herhangi xz,y € X i¢in, ya x > y ya da
y = x gecerlidir. > iligkisine gegisken (transitif) denir, ancak ve ancak, herhangi
x,y,2 € X ig¢in,

[t-yveyrz|=x =z

Bir iligki tercih iligkisidir, ancak ve ancak, tam ve gecigken ise. Verili herhangi

bir tercih iligkisi > igin, kesin (strict) iligki > alttaki gibi tanimlayabiliriz

Ty <= [zr=yvey x|



ve kayitsizlik iligkisini de
T~y <= [zr=yvey = xl.

seklinde tanimlayabiliriz.
Asagidaki ifade saglaniyorsa, bir tercih ili?kisi v : X — R geklindeki bir fayda

fonksiyonu ile temsil edilebilir denir.
x =y <= u(xr) > u(y) Vo, y € X.

Takip eden teorem bir iligkinin bir fayda fonksiyonu tarafindan temsil edilebilmesi

icin bir tercih iligkisi olmas1 gerektigini soyler.

Teorem 1 X sonlu olsun. Bir iliski bir fayda fonksiyonu tarafindan temsil edilebilir,
ancak ve ancak, iliski tam ve gecisken ise. Ayrica, egeru : X — R, > iliskisini temsil
ediyorsa ve f : R — R bir kesin artan fonksiyon ise, o zaman f ou da > iliskisini

temsil eder.

Bu son 6nerme ile bu tip fayda fonksiyonlarima ordinal (yani faydanin kargilagtirmal
olarak olgiilebilirligi) diyoruz.

Bu ordinal se¢im teorisini kullanabilmemiz i¢in, ajanin alternatifler iizerine olan
tercihlerini bilmemiz gerekiyor. Bir 6nceki derste gordiigiimiiz tizere, oyun teorisinde,
bir oyuncu stratejileri arasinda se¢im yapar, ve kendi srtarejileri tizerinde olan ter-
cihleri diger oyuncularin hangi stratejileri oynadiklarina baghdir. Tipik olarak,
bir oyuncu diger oyuncularin hangi stratejileri oynadiklarini bilmez. Dolayisiyla,

ihtiyacimiz olan bir belirsizlik altinda karar-verme teorisidir.

2 Belirsizlik altinda karar-verme

Sonlu bir édiiller kiimesi Z diiglinelim. P, Z iizerindeki p : Z — |0, 1] seklindeki tiim
olasilik dagilimlar: kiimesi olsun, 6yleki ) ., p(2) = 1. Bu olasiilik dagilimlarma
pivango diyelim. Bir piyango bir agag grafigi ile gosterilebilir. Mesela, Sekil 1’de,
Piyango 1 oyuncunun 1/2 olasilikla 10TL alacag: (yani, bir yazi-turanin Yaz gelmesi
durumu) ve 1/2 olasilikla da 0TL alacag) (yani, yazi-turanin Tura gelmesi durumu)

bir durumu gostermektedir.
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Bu anlattigimiz durumdan farkli olarak, oyun teorisinde ve daha genel olarak
ajanlar belirsizlik altinda kararlarini verirken, kumarhanelerdeki gibi olasiliklarin
makinelerce belirlendigi piyangolar yok. Ancak, Savage(1954) tarafindan gosterilmistir
ki, baz1 kogullar altinda, bir oyuncunun inaniglar1 bir (tek) olasilik dagilimi ile temsil
edilebilir. Bu olasiliklar1 kullanarak, eylemlerimizi de piyangolar ile temsil edebiliriz.

Oyle bir teoriye ihtiyacimz var ki, bir oyuncunun piyangolar iizerine olan tercih-
lerini 6diiller iizerine olan tercihlerinden olugturulsun. Bunu saglayan bircok teori
vardir. En tinlisii - ayn1 zamanda en kanonik ve en faydali olani- Von Neumann-
Morgenstern tarafindan bulunmusg olan fayda beklenti maksimizasyonu teorisidir. P
tizerine taniml bir tercih iligkisi > bir von Neumann-Morgenstern fayda fonksiyonu

u : Z — R ile temsil edilir, ancak ve ancak,

prq = Up) =) u(z)pz) = > u(z)q(z) = Ulg) (1)

z€Z z€Z
her bir p,q € P icin. Belirtelim ki, U : P — R, >’i ordinal anlamda temsil etmek-
tedir. Yani, ajan, u'nun beklenen degerini maksimize etmek istermis gibi davranir.
Mesela, Piyango 1'in beklenen faydasi E(u(Lottery 1)) = tu(10) + 2u(0) idir. !

(1) deki temsilin gerekli ve yeterli kogullar1 altta verilmigtir:

Aksiyom 1 > tam ve gegiskendir.

1Z, R gibi siirekli olsaydi p'nin beklenen faydasmi [ u(z)p(z)dz ile hesaplardik.



Bu, U'nun ='i ordinal anlamda temsil etmesi i¢cin Teorem 1’den dolay1 gereklidir.
Tkinci kosul bagimsizlik (independence) adim alir ve su anlama gelir: bir oyuncunun
iki piyango, p ve ¢, arasindaki tercihi, bir yazi-tura atip "yaz1” gelirse kendisine sabit

bir r piyangosu versek de degismez.

Aksiyom 2 Herhangi p,q,r € P i¢in ve herhangi a € (0,1] i¢in, ap + (1 — a)r >
ag+ (1 —a)r < p>q.

p ve ¢ piyangolar1 Sekil 2'deki gibi olsun. O zaman ap+ (1 —a)r ve ag+ (1 —a)r
pivangolari, sabit bir r piyangosu ile p ve g piyangolar1 arasinda bir yazi-tura
attigimiz Jekil 3'teki gibi gosterilebilir. Aksiyom 2 ajan’in yazi-turadan sonra fikrini
degistirmeyecegini séyler. Dolayisiyla, bu aksiyom bir ”dinamik turarlilk” (dynamic
consistency) aksiyomu olarak diigtiniilebilir.

Uciincii kosul tamamen tekniktir ve siireklilik aksiyomu admi alir. Bu aksiyom

der ki, 'sonsuz iyi’ veya ’sonsuz koti’ hicbir odil yoktur.

Sekil 2 : Iki piyango



ap~+ (1 —a)r aq+ (1 —a)r

Sekil 3 : Iki bilesik piyango
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Sekil 4 : piyangolar uzayinda kayitsizlik egrileri

Aksiyom 3 Herhangip,q,r € P igin, ejer p = r ise, oyle iki a,b € (0,1) vardur ki,
ap+ (1 —a)r > q>bp+ (1 —r)r saglanr.

Aksiyom 2 ve Aksiyom 3 gerektirir ki, herhangi verili p,q,r € P ve herhangi
a € (0,1) igin,

eger p ~ q ise, ap+ (1 —a)r ~ aq+ (1 — a)r 'dir. (2)

Burdan iki ¢ikarim yapabiliriz:
1. Piyangolar tizerine olan kayitsizlik egrileri diiz cizgilerdir.

2. Diiz ¢izgi olan kayitsizlik egrileri birbirlerine paraleldirler.



Bu sonuglar agiklamak icin, ti¢ odiil digiinelim, zg, 21 ve 2o, Oyle ki 29 > 21 > 29
olsun. Bir p piyangosu, bir diizlemde p(z;)’yi birinci kordinat (yatay aksta) ve
p (z2)’yi de ikinci kordinat (diisey aksta) alarak gosterilebilir. p (2q), 1—p (21) —p (22)
idir. [Sekil 4’e bakimiz.| Verili iki p ve ¢ piyangolari i¢in, a € [0,1] oldugu ap +
(1 — a) q¢ konveks kombinasyonlar: p ve ¢’yu birbirine baglayan dogru parcalaridir.
Simdi, r = ¢ alarak, (2)’den gikarabiliriz ki, eger p ~ ¢ ise, o zaman ap+ (1 — a) g ~
aq + (1 — a)qg = ¢ herbir a € [0,1] i¢gin. Yani, p ve ¢’yu birbirine baglayan dogru
parcasi bir kayitsizlik egrisidir. Ayrica, eger [ ve I’ dogrular1 paralelseler, o zaman
a/B = |4/ |q|, oyle ki, |q| ve |¢'|, sirasiyla, g ve ¢"1n orijine olan uzakliklaridir.
Dolayisiyla, a = o/ alarak, p’ = ap + (1 — a) d,, ve ¢ = aq + (1 — a) 0., oldugunu
hesaplariz, 6yle ki, d,, orijindeki piyangodur ve 1 olasilikla 2z, verir. Dolayisiyla,
(2)’ye dayanarak diyebiliriz ki, eger [ bir kayitsizlik egrisiyse, I’ da bir kayitsizlik
egrisidir, bu da kayitsizlik egrilerinin paralel olduklarini gosterir.

[ dogrusu up (z1) + uap (22) = ¢ denklemiyle tanimlanabilir, baz1 uy, us, ¢ € R
i¢in. [ ve I’ paralel oldugu igin, I de uyp (z1)+usp (22) = ¢ denklemiyle tanimlanabilir,
bazi ¢ i¢in. Kayitsizlik egrileri uyp (z1) +uap (22) = c esitligi ile ¢’'nin gesitli degerleri

icin tamimlandigindan, tercihler de

U(p) = 0+wp(z1)+ up(22)
= u(z0)p(20) +u(z1)p (21) + u(z2)p(22),

ile temsil edilirler, 6yle ki,

u(z) = 0,
u(z) = wu,
u(z2) = us.

Bu genel olarak dogrudur ve alttaki teoremde belirtilmistir:

Teorem 2 P uzerine bir iliski, =, v : Z — R seklinde bir von Neumann-Morgenstern
fayda fonksiyonu ile (1)’deki gibi temsil edilebilir, ancak ve ancak, = Aksiyom 1,
Aksiyom 2 ve Aksiyom 37l saghyorsa. Ayrica, u ve @ ayme tercih iliskisini temsil

ederler, ancak ve ancak, bazi a > 0 ve b € R i¢in u = au + b dir.



Teoremimizdeki son 6nermeden dolayi, bu gosterim dogrusal transformasyonlar
hari¢ tektir. Yani, bir ajanin von Neumann-Morgenstern (VNM) fayda fonksiy-
onunu pozitif bir sayiyla carparak ya da bir sabit say1 ekleyerek degistirdigimizde,
tercihleri degismez, ama fayda fonksiyonunu lineer olmayan bir transformasyondan
gecirdigimizde degisir. Bu anlamda, bu gosterim ’kardinal’dir. Hatirlaymiz ki, or-
dinal gosterimlerde, tercihler, transformasyon lineer olmasa da, artan olmasi du-
rumunda, degigmiyordu. Mesela, belirsizlik yokken, v = y/u ve u aym tercihleri
temsil ederler, ama (belirsizlik varken) VNM fayda fonksiyonu v = y/u piyangolar
tizerine tamiml ¢ok farkl bir tercihler kiimesini temsil eder. Bunun sebebi, kardinal

gosterimde, ajanin risk’e kargi tutumunun olcen, fonksiyonun egriligi énemlidir.

3 Riske karsi tutumlar

Diyelim ki, A bireyi u4 fayda fonksiyonuna sahip olsun. Bu bireyin riski sevip
sevmedigini nasil anlariz?

Yanit u, fonksiyonunun kardinalitesinde yatar.

Oncelikle beklenen degeri 0 olan bir piyangoyu adil kumar olarak tanimlayalim.

Mesela, alttaki piyango 2 bir adil kumardir, ancak ve ancak, px + (1 —p)y = 0.

Bir ajan1 risk-kaytsiz ya da risk-notr olarak tanimlayalim, ancak ve ancak, ajan
tiim adil kumarlar1 kabul edip etmemek arasinda kayitsizsa. Dolayisiyla, u fayda

fonksiyonuna sahip bir ajan risk-notrdir, ancak ve ancak,

Elu(piyango 2)) = pu(x) + (1 — p)uly) = u(0)



tim p, x ve y’ler icin.
Bu tiim p, x ve y’ler icin dogrudur, ancak ve ancak, ajan beklenen degeri, yani
u(r) = ax 4+ 0’1, maksimize eder. Dolayisiyla, fayda fonksiyonu lineer olmahdir.
Dolayisiyla, bir ajan risk-notrdiir, ancak ve ancak, VNM fayda fonksiyonu vardir.
Bir ajan kesin risk-sevmeyen ya da kesin riskten-kacinandir, ancak ve ancak,

ajan tim adil kumarlar1 reddeder:

E(u(piyango 2)) < u(0)
pu(x) + (1 = pluy) < u(pr + (1 - p)y) = u(0)

Simdi hatirlayalim ki, bir g(-) fonksiyonu kesin digbiikeydir, ancak ve ancak,

gz + (1= Ny) > Ag(x) + (1 = N)g(y)

tim A € (0,1) igin. Dolayisiyla, kesin riskten-kagimmak kesin digbiikey bir fayda
fonksiyonuna sahip olmaya denktir. Bir ajana riskten-ka¢inan diyelim ancak ve
ancak ajanin dugbikey bir fayda fonksiyonu varsa, yani, u(Ax + (1 — A)y) > Au(x) +
(1 — MNu(y) herbir x, y ve A igin.

Benzer bi¢imde, bir ajan (kesin) risk-sevendir, ancak ve ancak, ajanin (kesin)
ichtlikey bir fayda fonksiyonu vardir.

Sekil 5’e bakalim. AB, risk-sevmeyen bir ajanin, p olasilikla W; ve 1—p olasilikla
da Wj veren bir kumar1 kabul ettiginde kaybedecegi miktar1 gosterir. BC ise bu
kumar1 oynamamak icin odemeye razi oldugu miktardir. Farz edelim ki, W5 ajanin
varigl, Wy — Wi'da evinin degeri ve p de evin yanma olasiligi olsun. Dolayisiyla,
yangin sigortasi yokken, bu bireyin fayda fonksiyonu EU (kumar) olacaktir, ve bu

beklenen degerin faydasindan daha kiigiiktiir.

3.1 Risk paylasimi

Bir ajan diigtinelim, fayda fonksiyonu u : 2 — /2 olsun. Bu ajanin, 1/2 olasilikla
100TL getiren ve 1/2 olasilikla da 0TL getiren bir (riskli) varligi olsun. Bu varligin
beklenen faydasi EU, = %\/6 + %\/ 100 = b5’tir. Qimdi farz edelim ki, bir bagka

ajan da aymi fayda fonksiyonuna ve aym (riskli) varliga sahip olsun. Varsayalim



ki, bir varligin getirisi diger varligin ne getirdiginden istatiksel olarak bagimsiz ol-
sun. Farz edelim ki, bu iki ajan varliklarini bir havuzda toplayarak ortak bir fon
olugtursunlar. Bu ortak fon 1/4 olasilikla 200TL (her iki varhigin da yiiksek getiride
bulundugu durum), 1/2 olasilikla 100TL (sadece bir varhigin yiiksek getiride bu-
lundugu durum) ve 1/4 olasilikla 0TL (her iki varhgin da diisiik getiride bulundugu
durum) getirir. Dolayisiyla, her bir ajanin ortak fondaki pay1 1/4 olasilikla 100TL,
1/2 olasilikla 50TL ve 1/4 olasilikla 0TL’dir. Dolayisiyla, ortak fondan kendi payimin
beklenen faydasi EUg = %L\/m + %\/@ + }1\/6 = 6.0355’tir. Bu deger, aciktir ki,
kendi varhigindan edindigi beklenen faydadan daha fazladir. Dolayisiyla, ajanlar

varliklarindaki riski paylagsmaktan kazanch ¢ikarlar.
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Sekil 5

3.2 Sigorta

Farz edelim ki, yukarida bahsettigimiz ajana (u : x — +/z fayda fonksiyonuna ve
1/2 olasihikla 100TL getiren ve 1/2 olasilikla da OTL getiren riskli varhiga sahip
olan ajan) ek olarak risk-ndtr bir ajan olsun ve bu ajanin gok fazla parasi olsun.
Bu yeni ajana sigorta sirketi diyelim. Sigorta sirketi ajanin varhigini, varhk O0TL
verdigi durumda ajana 100TL vererek, sigortalasin. Ajan, bu sigortayr almak igin
ne kadarlik bir prim, P, vermeye razi olur? [Prim, sigorta sirketine 6denen sonugtan
bagimsiz bir miktardir.]

Eger risk-sevmeyen ajan P primini odeyip sigortay1 alirsa, varligi kesin 100 — P
olacakir. Eger sigortay1 satin almazsa, o zaman varhigr 1/2 olasilikla 100TL, 1/2

olasilikla da OTL olacaktir. Dolayisiyla, sigortayr almak icin P kadar bir miktar:
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odemeyi tercih edecektir, ancak ve ancak,

w (0) + ~u (100)

u (100 — P) > :

1
— 2
yani, ancak ve ancak,

1 1
V100 — P > 5\/6+ 5\/100

ancak ve ancak,
P <100 — 25 =T75.

Ote yandan, eger sigorta sirketi sigortay1 P primine satarsa, kesin P kazanacak
ve 1/2 olasilikla da 100TL 6deyecek. Dolayisiyla, sigorta sirketi sigortayr satmaya

raz1 gelir, ancak ve ancak,

1
P> 5100 = 50.

Dolayisiyla, eger sigorta sirketi ajanin varligim P € (50,75) kadarlik bir prime
sigortalarsa, bunu her iki taraf da kabul etmek isteyecektir ve her ikisi de kazanch

gikacaktir.

Alistirma 1 Simdi, yukaridaki ajanin aynisindan iki risk-sevmeyen ajan ve bir sig-
orta sirketi oldugu durumu distunelim. Sigorta sirketi her iki ajana da ayni P prim-
i sigorta fiyaty olarak versin ve risk-sevmeyen ajanlar da ortak bir fon olusturma

secenegine sahip olsunlar. Herkes tarafindan kabul edilecek prim araligr nedir?
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