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Soru 1
Bu oyunun iki alt-oyunu var. Bir tanesi oyunun kendisi, digeri ise her iki oyuncu
da Eve dedikten sonra gelen oyun. Bu ikinci alt-oyunda, 3 tane Nash dengesi (ND)
var: (Y,Y), (T,T) ve bir karma strateji dengesi. Karma dengeyi goyle hesapliyoruz:
D?yelim ki, 1. oyuncu g olasilikla Y oynasin ve 2. oyuncu da A olasilikla Y oynasin.
Bu durumda karma denge su kosullar1 saglamali:
2. oyuncu Y ve T arasinda kayitsizdir
S k1004 (1 — p) 0= px60+ (1 — pu) * 60
& pu=0.6
1. oyuncu Y ve T arasinda kayitsizdir
S Ax1004+ (1 =X *0=A%60+ (1 — ) *60
S A=0.6
Dolayisiyla ¢oztim p = A = 0.6’dir.
Bu da demektir ki, karma strateji Nash dengesi (0.6Y + 0.47,0.6Y + 0.47") dir.
Alt-oyun tam dengeyi (ATD) hesaplamak i¢in, strateji vektoriiniin her alt-oyunda
bir Nash dengesi olup olmadigini kontrol etmemiz gerekir. Dolayisiyla, bir ATD elde
etmek icin, varsaymaliyiz ki, kiiciik alt-oyundaki sonug¢ bu ND’lerden biri olmali. Her

iki oyuncu da kiiciik alt-oyunda Y secerse, indirgenmis oyun

B H
E 100,100 80,80
H 80,80 80,80



seklindedir.
Bu durumda iki tip ND vardir, (E,E) ve (H,H). Dolayisiyla, ATD’ler (EY,EY)
ve (HY,HY) dir.

Her iki oyuncu da kiigiik alt-oyunda T secerlerse, indirgenmis oyun

E H
E 60,60 80,80
H 80,80 80,80

seklindedir.

Bu durumda, 3 tane saf ND var: (E,H), (H,E) ve (H,H). 2 tane de karma ND
var: (H,pE+(1 — p)H) ve (pE+(1 — p)H,H), 0 < p < 1. Dolaywsiyla, ATD’ler
(ET,HT), (HT,ET), (HT,HT), (HT,(pE+(1 — p)H)T) ve ((pE-+(1 — p)H)T,HT) dir.
Kiiciik alt-oyunda her iki oyuncu da karma ND’yi oynarlarsa, o zaman indirgenmis
oyun bir 6nceki durumla aymdir. Dolayisiyla, oyunun ATD’leri (ET,HT), (HT,ET),
(HT,HT), (HT,(pE+(1 — p)H)T) ve ((pE+(1 — p)H)T,HT) dir.

Soru 2

a) 4 oyuncusunun oyun ¢ periyoduna vardigindaki devam degeri V; olsun. Aciktir
ki, son periyotta, ¢ = 3n, 2. oyuncu (0,1) teklifini verecektir, dolayisiyla V3!, = 0 ve
V2 =1 olacaktir.

t = 3n — 3k + 3’iinci periyotta, (kK = 1,2,...,n — 1), 2. oyuncu teklif yapan
oyuncudur ve (0Va, a4, 1 — V3, _5..,) teklifini yapar ve 1. oyuncu bunu kabul
eder.

t = 3n — 3k + 2’inci periyotta, 1. oyuncu teklif yapan oyuncudur ve (1 —
OV, _apsg OV, _arys) teklifini yapar.

t = 3n — 3k + V'inci periyotta, 1. oyuncu (1 — 6Vi s .5, 0V2, 4. .,) teklifini
yapar.

t = 3n — 3K’inci periyotta, 2. oyuncu (6V3, 4.1, 1 — V4, 4. ) teklifini yapar.

Dolayisiyla:

V32n—3k =1- 5V31n—3k+1 =1- 5(1 - 5‘/;3271—%-%2) A V32n—3k =1-0+ 52‘/3271—3“2

S Vi g =1—0+06(6% ‘/32n—3k+3 SV g =1-0+6x V32n—3k+3



Vi s =1—0+08 1 =0+ 0"VE _g69 Vi g =1—0+06 =" +0°Vy, g6

V2 =1 =648 — 6t 88— 6T 4 .83 g2 | gy

Syle ki, V2 =1

Vi =1-6+(1-08)8+(1-68)8°+...4+(1 = 5)5%*3 + 5%
Vi = (1=8)(1 + 8%+ 8% +...5%3) + 83

2 o (1=6)1 -6 (1-9)1 -6
3n=3k 1-63 (1-8)(1+6+682)

(1-56%) 3k ) 1+ 53k + §3k+2
- - 7 5 _
(1+6+6?%) TOT & Vo (1+6+6?%)

3k 2 _ 3k
+ 5 S V3n—3k = + 5

2) _
< V3 =

Bu bize, 2. oyuncunun t = 3n—3k, k = 0,1, ...,n—1 periyotlarindaki devam degerini

verir. t = 3n — 3k — 1 periyodunda, 1. oyuncunun teklifi

1 — 2 2 _ 2
(VSn—3k—l =1- V3n—3k—1: V3n—3k—1 - 5V3n—3k)

1-85+ 52 _ 53k+2 _ 53k+3) (5 + 53k+2 + 53k+3)
(1+6+6%) T (1+6+6%

=(
seklindedir.
t = 3n — 3k — 2 periyodunda, 1. oyuncu su teklifi yapar:



(V%n73k72 =1- V%nf.’)ku? V%n73k72 = 5V%n*3k*1)

_ ( (1 +5— 63k+3 _ 53k+4) (52 + 53k+3 + 53k+4)
(1+6+6%) T (1+6+8%

Dolayisiyla, 1. periyotta, k =n — 1, 1. oyuncu su teklifi yapar:

(1 +5—93n-D+3 _ 53(n—1)+4) _ (1 _ 5)(1 +85 -3 — 53n+l) _

UE

(1+6+6?) 1-8)0+66+6%)
1-8)A+8)A -8  (1-86)(1-8%) o, (1=8H( =8
(1-68%) a (1-68%) Vi=1-vi=1d (1-6% )

Bu teklif 2. oyuncu tarafindan kabul edilir ve pazarlik ilk periyot sonunda biter.
b) Sonsuz oldugu durumda, her alt-oyun kendisinden 3 periyot 6nce ve 3 periyot

sonra baglayan her alt-oyuna denktir, dolayisiyla ii¢ tip alt-oyun vardir. Dolayisiyla,

Vi = V2, 5 ve 1. denklem su hali alir:

V%n = 1_5+63* V%,H:;

P =1-5+8 %13, & 13, = 1=2
3n * V3 < Vi, 1_53

Bu 2. oyuncunun verdigi teklifte kendisi i¢in istedigi miktardir. 1. oyuncuya

53
Vi =1-V2 = ‘15_23 onerir.

. . . _52 ..
3n-1’inci periyotta, 1. oyuncu 2. oyuncuya V2 _, = 0V3, = ‘15_23 ve kendisine
1 9 _ 1-63—(5—42)
‘/?mfl =1- V;Sn - 1—63 aylurir.

5253
1-63

3n-2’inci periyotta, 1. oyuncu 2. oyuncuya V2 _, = §°V2 = ve kendisine

Vi a=1-V2 = }fgi aywrir. Dolayisiyla, denge stratejileri:



1. oyuncu
1492 9283
1537 1-6°
1452 562
1037 1-6°

3n. periyot %’ten biiytik esit herhangi bir teklifi kabul eder.

3n-2. periyot ( ) teklifini verir

3n-1. periyot ( ) teklifini verir

2. oyuncu

3n-2. periyot ‘32__6633 "ten biiytik esit herhangi bir teklifi kabul eder.

3n-1. periyot f:gg "ten biiylik esit herhangi bir teklifi kabul eder.
§-8 16
1-6% 163

tim n = 1,2, ... i¢in.

3n. periyot ( ) teklifini verir.

Ik periyot, 1. oyuncu 2. oyucnuya % teklifini verir ve bu teklif kabul edilir.

¢) Sonsuz periyotlu oyunda, oyuncularin periyot basinda kimin teklifi yapacag
belirlenmeden 6nceki beklenen degerlerine V1 veV2 diyelim. Aciktir ki, oyun sabit-
tir, dolayisiyla devam kazanclari her periyodun baginda aynidir.

Simdi, 1/2 olasilikla 1. oyuncu secilecek ve (1 — §V'2,§V2) teklifini verecek ve
bu teklif kabul edilecek. Eger 2. oyuncu teklifi yapacak olursa, ki bu da 1/2 olasilikl
olacaktir, 1. oyuncuya 0V'1 teklf edecektir ve bu da kabul edilecektir.

Nihayetinde, 1. oyuncunun kazanci V1 = 1/2(1 — §V2) + 1/26V 1’dir.

Benzer sekilde, 2. oyuncu i¢in kazang V2 =1/20V2 + 1/2(1 — 0V'1) olur.

Bu iki bilinmeyenli iki denklem sistemi verir bize ve bu sistem kolayca ¢oziilebilir.
Yamit V1 =1/2,V2 = 1/2°dir ve teklifler de bunun 1g1¢imda hesaplanir (mesela, eger
1. oyuncu teklif verecekse, (1 —0/2,d/2) teklifini verir). Hesaplanan bu stratejilerin
aslen ATD oldugu neredeyse hemen stratejilerin yapisindan gelir.

Sonlu periyotlu oyunu ise geriye dogru tiimevarim yontemiyle ¢ozebiliriz. ¢ oyun-
cusunun, kimin teklif yapacagi belirlenmeden 6nce, t periyodunun basindaki kazanci
V! olsun.

Son periyotta, yani 3n. periyot, eger 1. oyuncu seildiyse, (1,0) teklifini yapar
ve teklif kabul edilir. Eger 2. oyuncu segildiyse, (0,1) teklifini yapar. Dolayisiyla,
kimin teklif verecegi belirsizligi ¢oziilmeden once, 1. oyuncunun beklenen kazanci
Vi =1/2%x0+1/2%1 = 1/2'dir (aym sekilde ikinci oyuncu i¢in V2, = 1/2 elde
ederiz).

Bir onceki periyotta, yani 3n — 1. periyotta, eger teklif yapmak i¢in 1. oyuncu

5



secildiyse, Onerebilecegi 2. oyuncu tarafindan kabul edilecek en en diigiik miktar
(1 -0%1/2,6*1/2)dir. Eger 2. oyuncu bir teklif yapacaksa, (§ ¥ 1/2,1 — 0 % 1/2)
teklifini yapar. Dolayisiyla, 1. oyuncunun, belirsizlik ¢oziilmeden once, 3n — 1
periyodundaki beklenen degeri Vi!,_; = (1/2) % (§/2) + (1/2) = (1 — §/2) = 1/2dir.
(aymsini 2. oyuncu i¢in de buluyoruz). 3n — 1 periyodunun bagindaki beklenen
deger, bir 6nceki periyottaki degerle ayni oldugundan, 3n —2 periyodundaki teklifler
de 3n—1’deki ve tiim onceki periyotlardaki tekliflerle ayni olacaktir. Dolayisiyla, her
t periyodunda, teklif verecek olan oyuncu diger oyuncuya ¢ /2 teklif eder ve 1—4§/2’yi
kendine saklar. Ilk periyot, segilen oyuncu §/2 teklifinde bulunur ve diger oyuncu

bunu kabul eder.

Soru 3

C > 0 oldugunu varsayiyoruz. Diyelim ki, £ tane firma markete girmis olsun.
Alt-oyun tam dengesindeki firmalarin iiretecekleri miktarlari ¢ozelim énce. (Be-
lirtelim ki, bir firma hi¢bir zaman 1’den biiyiik bir miktar tiretmeyecektir, ¢linkii
0 iiretmek her zaman daha iyidir.) Eger k = 0 ise, ¢dzecek birgey yoktur. Eger
k = 1 ise firmanin problemi mazo<4<19(1 — q) — C’dir. Birinci dereceden tiirevi
1 —2¢q = 0’dir ve optimal miktar 1/2’dir. Eger k > 2 ise, o zaman Cournot oyununa
benzer bir oyun elde ederiz. Firma i igin en iyi tepki fonksiyonunu maxo<,<1;(1—q;—
i 9j) —C problemini ¢ézerek bulabiliriz. En iyi tepki fonksiyonu eger 3, ¢; <1
ise q;(Zj# g;) = (1 - Zj;éz‘ q;)/2'dir, eger Zj# g = 1 ise QE‘(ZM ;) = O’dur.
Eger tiim en iyi tepki fonksiyonlarini ortak ¢ézersek (bunu yapmak birinci derece-
den tiirevleri ortak g¢ozerek kolayca yapilir), her firmanin k+r1 iretecegi sonucuna
ulasiriz. Market tiretim miktar1 bu durumda %, market fiyati k—}rl
giren her bir fimanin kar1 da m — C olur. Ilerlemeden 6nce, belirtelim ki, bu kar
miktar1 £ = 1 i¢in de gegerlidir.

ve markete

Artik bir alt-oyun tam dengedeki ikinci boliimde ne olacagin 1 biliyoruz ve simdi
firmalarim markete girip girmeme karar1 verdikleri ilk kisma bakabiliriz. Yukaridaki
analizden gordiigimiiz iizere, firma sayisi artikca firma bagina diigen kar azalir. Mar-
kete girmek higbir firma igin karli olmadigi ve her firma girse bile negatif olmayan kar
elde edilebildigi birkac tane 'kogse’ durumu sézkonusu. Ancak eger bu koge durum-
lardan birinde degilsek, o zaman marketteki firma sayis1 6yle olmali ki, marketteki
firmalarin kar seviyesi pozitif olmali ve bir firma daha markete girdigi durumda ise

negatif olmal (ya da kar sifir olabilir ve bir firma daha girdiinde ise negatif olabilir).
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Karlar m —C =0yadak=1/v/C — 1 oldugunda sifir olacaktir. Karlar, eger

k < 1/v/C — 1 ise pozitif, k > 1/v/C — 1 ise de negatif olacaktir. Eger C' > 1/4 ise,
markete girmek her zaman negatif kar getirir (ctinkii bu durumda 1 > 1/ VO -1

olacaktir) ve higbir firma markete girmemeli. Eger C' = 1/4 ise, o zaman markette

ya sifir firma yer alir ya da tek bir firma. Eger C < (#1)2 ise, 0 zaman biitiin

firmalar markete girse bile pozitif kar olacaktir (¢linkii bu durumda n < 1/ VC —1

1
n+1

o zaman n — 1 firma varken pozitif kar olacaktir, ancak sonuncu firma girerse kar

olacaktir ), dolayisiyla tiim firmalar markete girmelidirler. Eger C = (—=)? ise,

sifir olacaktir. Dolayisiyla, bu durumda markette ya n ya da n — 1 firma olmalidir.

(+15)? < C < 1/4 ise, 0 zaman marketteki firma sayis1 1/v/C' —1’den kiigiik veya esit

en biiyiik tam say1 olacaktir (ve eger 1/ v/C' — 1 bir tam say1 ise, o zaman markete
giren firma sayis1 1/v/C' — 2 de olabilir).
Nihayetinde, yanit C’ye baghdir. Eger C' > 1/4 ise, tek alt-oyun tam denge

her firmanin markete girmemesi ve girenlerin de, k giren firma sayisiyken, 1/(k + 1)

1
n+1

tiim firmalar markete girer ve, k giren firma sayisiyken, giren her firmanin 1/(k+ 1)

1
n+1

sayisi 1/ v/C' — I’den kii¢iik veya esit en biiyiik tam say1 ise olusacaktir ve her giren

tiretmeleri geklindedir. Eger C' < (—)? ise o zaman, tek alt-oyun tam dengede

iiretir. Eger (—)% < C' < 1/4 ise, o zaman alt-oyun tam dengeler markete girenlerin
firma 1/(k+ 1) tiretecektir (belirtelim ki, bir alt-oyun tam dengede hangi firmalarin
girecegi ve hangi firmalarin girmeyecegi acik bir sekilde belirtilir). (n+r1)2 <C<1/4
oldugu ve aymzamanda da 1/ v/C' — 1’in bir tam say1 oldugu durumda da, alt-oyun
tam dengeler vardir, oyle ki, 1/ v/C — 2 firma markete girer ve her biri, k giren firma
sayisiyken, 1/(k + 1) tretir.

Soru 4

Burada sonlu bir tam bilgi oyunu var ve dolayisiyla alt-oyun tam dengeler geriye
dogru tiimevarim ¢oziimlerine tekabul ederler. Geriye dogru tiimevarim sonucunu
hesaplayalim.

Oyundaki son tura bir bakalim. (Belirtelim ki, ilk 999 yil i¢in her muhtemel
gecmige denk gelen birgok degisik son tur sozkonusu, ancak geriye dogru tiimevarim
¢oztimiinde firmalarin son turdaki eylemleri o ana kadar ne oldugundan bagimsizdir).
Goliath en son oynar ve yeni firmanin o turda ne yaptigin1 gozlemler. Eger yeni
firma tarayici iirettiyse, Goliath i¢n kendi tarayicisimi giincellemek yillik toplam

kazancina 2 eklemek demektir, giincellememek ise 1 eklemek demektir. Dolayisiyla,
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Goliath tarayicisini giinceller. Benzer sekilde, eger yeni firma arama motoru tiretirse,
o zaman Goliath giincellememeli ¢iinkii giincellememek toplam yillik kazancina 4
eklerken, giincellemek sadece 3 ekler. Goliath’in giincellemeyecegini bilen yeni firma,
tarayici iretmelidir, ¢iinkii bu kendisine 2’lik bir kar getirecektir ve bu arama motoru
uretseydi alacagi 1’lik kazanc¢tan daha biytktiir.

999 yilina gidersek, goriiyoruz ki, bu yil ne olursa olsun, Goliath gelecek yil
4 kazanacak. Dolayisiyla bu yil da 1000 yilhindan farkli olmayacak. KEger 999’'da
yeni firma tarayici tliretirse, o zaman Goliath’in toplam yillik karlar1 toplami eger
glincellerse 1-998 yillarinda kazandigi art1 4 art1 1 olacaktir, eger glincellemezse 1-998
yillarinda kazandigi art1 4 art1 2 olacaktir. Dolayisiyla, Goliath giincellemeyecektir.
Benzer bir akil yiirtitme bize gosterir ki, Goliath, 999 yilinda, eger yeni firma aram
motoru iiretirse giincellemelidir. Goliath’in gilincellemeyecegini bilen yeni firma
tarayici tiretmelidir, ¢iinkii bu kendisine 2 getirirken, arama motoru tiretmek sadece
1 getirecektir.

Benzer akil yturitme tim yillar igin gegerli olacaktir, dolayisiyla, tek alt-oyun
tam dengede Goliath giincelleme secenegi ¢iktigi durumlarda giincellemez ve her

yeni firma da miimkiin olan her durumda tarayici tiretir.



