V.C. 14.381 Ders notlar1’

1. REGRESYONUN (BAGLASIMIN) TEMELLERI

1.1. Regresyon ve Kosullu Beklenti Fonksiyonu. Varsayalim y; gercek bir
tepki (response) degiskeni ve w; birlikte degigkenlerin (covariates) bir d-vektorii

olsun. Burada ilgilendigimiz, y; nin w; verildigindeki kogullu ortalamasidir (beklentisidir):

g(we) == Ely|w].

Aligilageldigi iizere, bir regresyon denklemini de su sekilde tanimlayabiliriz:
ye = g(wy) + &, Eleiw] =0,

burada y; bir bagiml degisken olarak, w; bagimsiz degiskenler olarak ve ¢, bozukluklar
olarak diigiiniilmektedir.

Regresyon fonksiyonu, kayiplarin karesi degerlendirilerek en iyi kogullu éndeyi
(conditional prediction) probleminin ¢oziimii olarak da tanmimlanabilir: her bir w

icin sunu elde edebiliriz
g(w) = argmin E(y, — )*|w].
geR

Boyle olunca, kogullu ortalama fonksiyonu kogulsuz 6ndeyi (unconditional prediction)
problemini de ¢ozmektedir:

9() = arg min El(y: — g(wy)’],
burada argmin, w’nin 6l¢iilebilir tiim fonksiyonlarinin sinifi olan G iizerinden hesaplanmaktadir.
Bu diizenleme ne tahmine ne de hesaplamaya kolaylikla cevrilebilmektedir.

Neticede, bu derste dgreneceklerimiz sunlardir
e 6nce, g(w;)'nin 3 € RX ve orijinal baglagtiranin (regressor) doniistimleri

olan x; icin x}0 ile yaklagtirmasi,

Ty = f(wt)7

burada doniigiimiin secimleri olan f yaklagtirim (approximation) teorisine
baglh olarak ifade edilmektedir,

Dersin orijinal notlarindaki dipnot: Bu notlar taslak halindedir. Hata buldugunuzda liitfen
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e sonra, veriyi miimkiin olugu kadar iyi kullanarak z}5’y1 tahmin etmek ve
xf ve ilgili miktarlar hakkinda kiigiik-6rneklem ve biiyiik-orneklemlere

yonelik ¢ikarsamalarda bulunmak.

Ornek 1: Engel (1857) cahsmasinda, 3 hanehalkimn gida harcamas: ve w;
hanehalki geliri olarak verilmistir. Iyi bir yaklastirma olarak soyle bir kuvvet serisi
kullanilabilir: g(w;) = B, + Bw; + Bw?. Engel ashnda Haar serilerini kullanmugtir
(yaklagtirma birgok kukla terim kullamlarak yapilmistir). Ozellikle ilgimizi ¢eken,

gelirin gida tiiketimi tizerindeki etkisidir

dg(w)

ow
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SEKIL 1

Ornek 2: Varsayalim, y; dogumdaki agirhk ve w; sigara icme ya da tibbi
bakimin kalitesi olsun. Agiktir ki, Ely;|w,] ilgi gekici bir hedeftir. Varsayalim,
w;'nin ¢ok diigitk dogum agirliklar tizerindeki etkisiyle ilgilenelim; bunu yapmanin

bir yolu olarak sunu tanimlayabiliriz
Yt ‘= 1{y2< < C}7
burada ¢ dogum agirliginin kritik bir seviyesidir. Sonrasinda sunu inceleyebiliriz

g(we) = Elyclwe] = Ply; < cwy].
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Bu regresyon fonksiyonu ug¢deger (extreme) dogum agirligi gergeklegmesi ihtimalinin
birlikte degiskenlere baghligimi slcmektedir.?

Varsayalim E[y;|w;]’i elde edebildik. Bundan nasil faydalanabiliriz?

Diisiince akimlari:

1. Betimsel. Ilgin¢ bicimlendiren olgular (stylized facts) ortaya cikarmak.
Sigara igmek ortalama dogum agirligin1 "azaltir" (ancak ugdeger dogum agirhiginin
gergeklegmesini azaltmaz).

2. Islem Etkileri. Nedensel etkiler hakkinda cikarsamada bulunmak icin ideal
bir durum tam kontrol edilen rastsal deneme olarak diigiiniiliir. Tam kontrol edilen
rastsal deneme mevcut degilse, dogal deneyler de aranabilir.

3. Yapisal Etkiler. Ekonomik (nedensel, yapisal) bir modelin parametrelerini
tahmin edelim. Ekonomi bilgisini kullanarak Ely,|x;]'nin neden ekonomik parametreleri

ozdeslestirebilecegini ispat edelim. Varian’in ilgili boliimiine bakiniz.

1.2. Kitlede ve Sonlu Orneklemde OLS (siradan en kiigiik kareler, Ordinary

Least Squares).

1.2.1. EDO (en 1yi dogrusal ondeyici) Ozelligi. Kitlede en kiiciik karelerin /’s1
agagidaki terimin enkiigiiltiiciisiidiir (argmin)
Q(b) = Ely: — @5]2,

dolayisiyla z; 3, v, 'nin kitlede kare kayip altinda en iyi dogrusal éndeyicisidir. Sonlu

orneklemlerde en kiiciik karelerin Bll asagidaki terimin en kiigiiltiiciistidiir

Qn(B) = Enly: — :(:25]2,

burada E, gorgiil beklentidir (+ 3~} ;’in kisaltmas1). Yani, 43, y,/nin 6rneklemde
kare kayip altinda en iyi dogrusal ondeyicisidir.
S i¢in sarih bir ¢oziim de belirtebiliriz. Dikkat ederseniz 3, F[z,x}] tam kerteli

(full rank) oldugunda, su birinci derece kogulu ¢ozmektedir

Elzy(yr — ;3)] = 0, yani 8 = Elx,x;] ™ Elzy,

2Diger bir yontem ise y; i béliitlerine (quantile) w; nin bir fonksiyonu olarak bakmaktir, bu da
boliit regresyonunun gerceklestirdigidir.
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Orneklemde en kiiciik kareler, F,[r,x}] tam kerteli oldugunda, kitle beklemlerini

(moments) gorgiil beklemler ile degistirmektedir:
Eulay(y — 23B)] = 0, yani 3 = E,[z,21] ' E, [0
1.2.2. En Iyi Dogrusal Yaklastirma olarak OLS. Sunu gozlemleyebiliriz
Q(b) = Ely; — 2,b)* = E[Eys|wi] — xjb + &.]* = E[Elys|w,] — 24b]” + Ele,]?,
burada ¢, = y; — E[y;|w)’dir. Yani § sunu ¢dzmektedir
min B(Elyfu] — )"

ve x4, kogullu ortalama fonksiyonu FEly;|w;] i¢in en iyi dogrusal yaklagtirmadir.
Bu da yaklagiklik teorisine bir baglant1 olugturmaktadir.

1.2.3. Islevsel Bicimleri (Functional Form) Olusturmak. Yaklagiklik teorisine verilecek
baglanti, yaklagiklik teorisinin regresyonlarimiz igin iyi iglevsel (fonksiyonel) bigimler
olusturmada kullanilabilmesi agisindan faydalhidir. Burada, yaklagiklik tasarilarindan
ekonometrik uygulamalarda en cok yararli olacaklar iizerine odaklanacagiz.?

1. Kama (Spline) Yaklagikligi: Varsayalim w tek baglagtiran olsun. Sonrasinda
dogrusal kama (1’inci dereceden kama), sonlu sayida egit mesafeli baglantilar (knots)
olan ki, ks, ..., k, ile su sekilde ifade edilebilir:

ze = flwe) = (Lowg, (wp — k), s (we — ki) 4)'

burada (u;)4 terimi u x 1(u > 0)’1ifade eder. Kiibik kama su sekilde ifade edilebilir:
zy = fwe) = (1, (wy, w?, w?)v (wy — kl)ia N kr)i)/'

Kamalar1 tanimlarken z;'nin boyutu olan K’yi kontrol edebiliriz. Kamalar kullamlarak
olugturulan fonksiyon w — f(w)'b’nin, herhangi b igin, w’da iki kez tiirevi alinabilir.
2. Giig (Power) Yaklagikhigi: Varsayalim w tek baglagtiran (regressor) olsun ve
[0, 1]’de doniistiiriilmiis olsun; sonrasinda, 7-inci dereceden gokterimli serileri su
sekilde ifade edilebilir:
= f(w) = (1w, ..., wy).
Chebyshev ¢okterimlileri cogu kez basit ¢cokterimliler yerine kullanilmaktadir. Varsayalim

wy [—1, 1] arasinda degerler alacak sekilde doniigtiiriilmiig olsun. Chebyshev ¢okterimlileri

3W. Newey’in caligmasi tahmin agisindan faydali bir uygulama sunmaktadir. Yaklagiklik
yontemlerine faydali bir baglangig i¢in K. Judd’in kitabina bakiniz.



su sekilde olusturulabilir

ze = f(w;) = (cos(j - cos (wy)),7 =0,....7)

(Bunlara gokterimli denme sebebi sudur: f(w;) = (1, wy, 2w? — 1, 4w? — 3wy, ..., ),
ve boylece aslinda w; de ¢okterimlilerdir.)*

3. Dalgacik (Wavelet) Yaklagikligi: Varsayalim w tek baglagtiran olsun ve
[0, 1]’de doniistiiriilmiis olsun; sonrasinda, r-inci dereceden dalgacik serisi su sekilde
ifade edilebilir:

2= f(w) = (™), j=0,..,7),

veya siniis ve kosiniis tabanlar1 ayr1 ayr1 kullanilabilir.

(oklu baglagtiranlarin oldugu durum da benzer sekilde incelenebilir: Varsayalim
temel (basic) baglagtiranlar sunlar olsun wyy, ...wg;, sonrasinda her bir temel baglagtiran
igin d serileri olusturulabilir. Sonrasinda d serilerinin tiim etkilegimleri, bunlara
geren (tensor) ¢arpimlari denir, olugturulabilir ve bunlarin hepsi baglagtiran vektorii
x¢ icinde toplanabilir. Eger temel bir baglastiran icin herbir seri J terime sahipse,
sonug (final) regresyonu K = J¢ boyutundadir, bu da d boyutunda iistel olarak
patlamaktadir (boyutsallik belasinin (curse of dimensionality) tezahiirii). Geren

carpimlarinin diizgiin bir tanimi i¢in bkz. Newey.

Teorem 1.1. Varsayalim w; 'nin RY ’de tanamia bir kiipte sinarh bir destegi (bounded
support) ve pozitif, simarle bir yogunlugu olsun. Eger g(w)’nin siarl tirevlerle
(sabit bir M ile) s-kere siirekli tirevselligi varsa, yukarida belirtilen sekilde K -terimli

x = f(w) serileri kullamlarak, yaklagiklik hatase su sekilde kontrol edilebilir:
mbin[E[g(wt) — 2b)2)V? < consty - K4,

burada kuvvet serileri ve dalgaciklar i¢in v = s ve kamalar igin v = min(s, )

kullamlmastir, r ise kamanin derecesidir.

Sonucta, K — oo iken, yaklagiklik hatasi sifira yakinsamaktadir. Teorem ayni
zamanda diizgiin (smooth) bir fonksiyonun yaklagimimin daha kolay oldugunu
ve bircok temel baglastiranli bir fonksiyonun yaklagiminin daha zor oldugunu
soylemektedir (boyutsallik belasinin bagka bir tezahiirii). Dikkat ¢eken bagka

bir husus da, K — oo iken, yaklagiklik hatasi sifira yakinsamaktadir ifadesinin

‘Daha fazla detay igin K. Judd’in kitabina bakiniz; ayrica suraya da bakabilirsiniz
http://mathworld.wolfram.com/
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diizgtinliik (smoothness) varsayimlari olmadan dahi gegerli oldugudur; ashinda g(w) nin
olciilebilir olmasi ve kare (square) tiimlevlenebilirligi (integrable) yeterlidir.

En kiigiik kareler kullanilarak fonksiyonlarin yaklagikliginda kamalarin ve Chebyshev
serilerinin kullaniminin olumlu 6zellikleri vardir, bu sadece ortalama kare yaklagiklik
hatasini enkiigiik yapmak igin degil, ayn1 zamanda yaklagilan terime (approximand)
engok mesafeyi elde etmede de gegerlidir (son 6zellige ortak-enkiiciikliik denmektedir
(co-minimality)).
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1.3. Yaklagiklik Ornekleri. Ornek 1. (Yapay, synthetic) Varsayalim gu fonksiyon
verilmis olsun g(w) = w + 2sin(w), ve w; tekdiize (uniform) sekilde su tamsayilar
tizerinde dagilmig olsun {1, ..., 20}. Bu durumda OLS kitlede su yaklagiklik problemini
cozer:

B = argmin Elg(w,) — 2}b)”

burada x; = f(w;)’dir. Simdi f igin farkl iglevsel bigimleri deneyelim. Bu 6rnekte,
f(w)’yi su sekilde olusturuyoruz (a) dogrusal kama (Sekil 2,s0l) ve (b) Chebyshev
serileri (Sekil 2,sag), bu durumda f(w)nin boyutlar: ya 3 ya da 8dir.

Dogrusal kama ile yaklagtirma, K=3 ve 8 Chebyshev serileri ile yaklagtirma, K=3 ve 8

ax

EKIL 2

Sonrasinda ise g(w) fonksiyonunu grafik yirdlmlyla dogrusal yaklagiklik f(w)'(
ile kargilagtiralim. Sekil 2’de K = 3 olan tutumlu (parsimonious) modelin kiiresel
sekli (global shape) kosullu beklenti fonksiyonunda dogru olarak yaklagtirdigin
("biiyiik degisiklikler"), ancak yerel sekli dogru olarak yaklagtiramadigimi ("kiigiik
degigiklikler") goriiyoruz. Daha esnek iglevsel bigimler K = 8 parametreleri ile
kullanildiginda, yerel sekil i¢in daha iyi bir yaklagiklik elde ediliyor. Bu ¢rnekte
kamalarin Chebyshev c¢okterimlilerinden ¢ok daha iyi performans gosterdiklerini
goriiyoruz.

Yaklagiklik hatasinin diizgiin ¢lgiimlerine de bakabiliriz, mesela kok ortalama
kare yaklagiklik hatasi gibi (KOKYH, root mean square approximation error,
RMSAE):

[Elg(we) — £ (we) B,
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ve engok yaklagiklik hatasi (EYH, maximum approximation error, MAE):
max|g(w) — f(w) 5.

Bu olgiiler agagidaki tabloda hesaplanmigtir:

kama K =3 kama K =8 Chebyshev K =3 Chebyshev K =8
KOKYH 1.37 0.65 1.39 1.09
EYH 2.27 0.95 2.19 1.81

Ornek 2.(Reel) Burada g(w) iicretin (y) logaritmasimin ortalamasidir ve egitim
tizerine kosulludur

w € {8,9,10,11,12,13, 14, 16,17, 18,19, 20}.

g(w) fonksiyonu kitle verisi kullamlarak hesaplanmigtir — kullanilan veriseti ABD

1990 Niifus Saymmi’'ndaki yetiskin erkeklerdir °. Burada bu fonksiyonun baglastiranlarini
olugturmak i¢in yaygin yaklagtirma yontemleri kullanildiginda, OLS tarafindan ne

kadar iyi yaklastirildigini bulmak istiyoruz. Problemi basitlestirmek icin, w; nin

tekdiize olarak dagildigim varsayabiliriz (diger durumda siklik (frequency) ile agirliklandirabiliriz)
Kitlede, OLS su yaklagtirma problemini ¢tzmektedir: min E[g(w;) — x;b]* burada

xr; = f(w,)dir ve f(w) su sekilde olugturulur (a) dogrusal kama (Sekil 3,s0l) ve

(b) Chebyshev serileri (Sekil 3,sag), bu durumda f(w)’nin boyutlar ya K = 3 ya

da K = 8dir.

"Daha fazla detay icin bkz. Angrist, Chernozhukov, Fernandez-Val, 2006, Econometrica,
caligmasi.
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Dogrusal kama ile yaklagtirma, K=3 ve 8 Chebyshev serileri ile yaklagtirma, K=3 ve 8

70
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SEKIL 3

Sonrasinda, grafiksel olarak g(w) fonksiyonunu f(w)’5 dogrusal yaklagtirmasi ile
kargilagtiriyoruz. Aynmi zamanda KOKYH ve EYH’yi kaydediyoruz. Yaklagtirma

hatalar1 agagidaki tabloda verilmigtir:
kama K =3 kama K =8 Chebyshev K =3 Chebyshev K =8

KOKYH 0.12 0.08 0.12 0.05
EYH 0.29 0.17 0.30 0.12
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2. REGRESYON CEBIRI (REGRESSION CALCULUS)

2.1. Matris (Dizey, Matrix) Hesaplamalari. Asgagidaki hesaplamalar sonlu
orneklem cikarsamalar: igin faydalidir. Y = (yi,...,y,)" olsun ve X de n x K
boyutlu bir matris olsun: bu matrisin satirlar1 sunlardir z}, ¢ = 1,....,n. Bu
gosterim ile su ifadeyi yazabiliriz
3 = argmin(Y — Xb)' (Y — Xb),
beR*
Eger kerte(X) = K ise, yukaridaki ifadenin Hessian’1 olan 2X’X pozitif tanimhdir;
bu da kat1 digbiikeyligi saglar ve ¢oziimiin tekil (unique) oldugunu ifade eder.
A'nm ¢oziimii normal denklemler (normal equations) denen birinci derece kogullar:

(first-order conditions, foc) tarafindan belirlenir:
(1) X' (Y - Xp)=0.
Bu denklemler ¢oziiliince su ifade elde edilir

B=(X'X)"'X'Y.
Uyumlu (fitted) veya oéndeyilen (predicted) degerler su vektorler (yoney, vector)
ile ifade edilir

Y= XB=X(X'X)'X'Y = PyY,

Kalintilar (residual) da su sekilde tanimlanir:

é:=Y — X'B=(I - Px)Y = MyY.

Geometrik yorumlama: L :=yayillma (span)(X) := {Xb : b € R¥} X’in
siitunlar tarafindan yayilan dogrusal uzay (linear space) olsun. Px matrisi izdiigiim
matrisi (projection matrix) olarak adlandirihr, ¢iinkii Y nin L iizerine izdiigtimiinii
verir. My matrisi ise Y'nin L’ye dikeysel (orthogonal) olan alt uzay (subspace)
iizerine olan izdiigiimiinii veren izdiigiim matrisidir.

Aslinda, LS (en kiigiik kareler tahmincisi) su problemi ¢ozer:

min (Y — Y*) (Y —Y™)

Y*eL
Coziim olan Y* =Y ise Y'nin L iizerine olan dikeysel izdiistimiidiir, yani

)Y elL (i)Se=0,VSelL, e:=(Y-Y)=MyY.
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Bunu goziimiizde canlandirmak i¢in soyle bir basit 6rnek kullanalim: n = 2, tek
boyutlu baglagtiran olsun ve kesme (intercept) olmasin, yani sunlar gegerli olsun
Y = (y1,92) € R?, X = (21,22) € R? ve B € R.

Dikkat etmemiz gereken bazi 6zellikler sunlardir:

1. Eger regresyonda kesme varsa, yani X'in bir siitunu su ise 1 = (1,..,1)’,
bu takdirde ¥ = X ’B ‘dir. Regresyon dogrusu verinin ortalamalarinin icinden
gecmektedir. Buna esdeger olarak, 1 € L oldugu i¢in, 1'¢ = 0 veya é = 0’dur.

2. Izdiistim ("sapka" (hat)) matrisi Py = X (X'X)~'X’ simetriktir (Py = Px)
ve denkgiicliidiir (idempotent) (Px Py = Px). Px bir dikey izdiigiim iglemcisidir
ve R™deki vektorleri L ile eglestirir (mapping). Ozellikle, Py X = X, Pxé = 0,
PxY = X3dur.

3. Izdiistim matrisi My = I — Px de simetrik ve denkgiicliidiir. My ise R™deki
vektorleri L'ye dikey olan dogrusal uzayla eslestirir. Ozellikle, MyxY =€, MxX =
0, ve Mxé = e’dir. Ayrica dikkat ediniz, Mx Px = 0’dir.

2.2. Boliintiilii (Partitioned) veya Kismi (Partial) Regresyon. X; ve Xo,
X1 su sekilde boluintiilesinler
X = [Xl, XQ]

ve sonra bir regresyon modeli diigiinelim
Y = Xlﬁl + XQ/BQ + E.

Daha sonra ise, Px, = Xo(X},X5)"'X, ve Mx, = I — Py, olsun. Ek olarak,
Vl = Mx,X; ve U=M x,Y olsun, yani X;’in siitunlarimin X, {izerine olan
regresyonundan Vi kalinti matrisi olarak elde edilsin ve Y’nin X, iizerine olan

regresyonundan U kalint1 matrisi olarak elde edilsin.

Teorem 2.1. §u tahminciler esdegerlidir: 1. 'Y 'nin X ve X5 tizerine regresyonundan

elde edilen (Bll, B;)’ vektorler tahmininin B 1 bileseni, 2. Y ‘nin Vi tizerine regresyonundan

elde edilen Bl, 3. U’in V; tizerine regresyonundan elde edilen B, .

Ispat. Yukarida denklem (1) de gosterilen olguyu hatirlayimniz:
(2) 4, ancak ve ancak Z'(Y — Z4) = 0 ise, Y'nin Z iizerindeki OLS’idir.
Sunu yazalim

Y = X1By + XoBy + & = ViB + (X1 = Vi) B, + Xaf3 + é.

7




13

Yukaridaki olgu (2) kullamlarak 3, = j3, esitligi ancak ve ancak V(i) = 0 ise
gerceklesir. Son gikarsama suradan gelir: Vi=M ¥, X1 Eyayllma(X)’den dolay1
Vie =0, X4Vi = X5Mx, X1 = 0 ve (X1 — Vi)'Vi = (Px,X1) Mx,X; = 0.
Bl = 3, esitligini gostermek icin, soyle yazalim
Mx,Y = MXg(X181 + X232 + é);
bu da egdeger olarak su sekilde belirtilebilir (M, Xs = 0 olduguna dikkat ediniz)
U=ViB3, + My,eé.

XZ’MXQé = (Mx,X1) (Mx,é) = X! Myx,é = V/é = 0 oldugu icin, su sonug elde edilir
51 = Br
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Kismi Regresyonun Uygulamalari:

1. Yorum: Bl bir kismi regresyon katsayisidir.

2. Ortalamadan Fark Alma (De-meaning): Eger X, = 1 ise, bu taktirde
My,=1-1(11)"11"=1—-11"/nve Mx,Y =Y — 1Y, My, X; = X; — 1X/ dur.
Bu sebeple, Y'nin bir sabit Xy = 1 ve diger baglagtiranlarin bir kiimesi olan X;
iizerine regresyonu su sekilde elde edilenlerle ayni egim katsayilarini verir: (1) Y ’nin
kendi ortalamasindan sapmasinin X;’in kendi ortalamasindan sapmasi {izerine

regresyonu, veya (2) Y’nin X;’in kendi ortalamasindan olan sapmast iizerine regresyonu.

3. Ayr Regresyonlar: Eger X; ve X, dikeysel ise, yani X{ X, = 0, sonrasinda
Y nin X; ve Xs iizerine regresyonundan elde edilen Z‘? 1, Y'nin X, {izerine regresyonundan
elde edilen 3 , e esdegerdir. Bunu gostermek icin goyle yazalm ¥ = X B 1+ (X2 BQ+
¢) ve, dikkat ediniz, X] X, = 0 ve X/é = 0 kullamilarak X/ (X,3,+¢) = 0’dir. Olgu
(2) kullanilarak, Bz = (3, elde edilir.

4. Diglanmig Degisken Yanlihg (Omitted Variable Bias): Eger X; ve X, dikeysel
degil ise, yani X]X, # 0, sonrasinda Y’nin X; ve X, iizerine regresyonundan
elde edilen B 1, Y'nin X; iizerine regresyonundan elde edilen B e esdeger degildir.

Ancak, sunu gosterebiliriz
By = (X1 X1) ' X[(X0 By + Xofy +8) = 81 + (X1X1) T X[ (Xaf,).

Yani, "kisa" regresyondaki katsayi, "uzun" regresyondaki katsayi art1 "diglanmig"
terim olan X, Bg’nin regresyona dahil olan X; baglagtirani {izerine yapilan regresyonundan
elde edilen katsayiya esittir. Buradaki iligskinin kitle icin de kolaylikla kullanilabilecegini

gorebiliriz.

Ornek: Varsayalim Y kazang, X; egitim ve X, gozlemlenemeyen yetenek olsun.

"Uzun" katsay1 Bl ile "kisa" katsay1 Bl’i kargilagtiralim.

2.3. Izdiigiimler (Projections), R? ve Varyans (Degisirlik) Céziimlemesi
(ANOVA). Faydal bir uygulama R?'nin tiiretimidir; bu kriter, Y’deki degisimin
ne kadarinin X’deki degisim ile aciklandigini gosterir. Orijinden gecen regresyonda,

agagidaki varyans ¢oziimlemesi ayrigtirmasimi gosterebiliriz (analysis of variance,



15

ANOVA)
Y'Y =YY + @
Buradan R2 := Y'Y /Y'Y =1—¢¢/Y'Y ve olugum geregi 0 < R* < 1.
Eger regresyon kesme igeriyorsa, yukaridaki degerlerin ortalamadan farkini almak

mantiklidir. Bu durumda formiil suna déniisiir

R := (Y =Y)(Y -V)/(Y =Y)(Y =Y)) =1 -T&/(Y = V) (Y = V),

burada 0 < R? < 1I’dir ve kalmtilar tamim geregi, asagida gosterildigi gibi, sifir

ortalamasina sahiptir.



16
3. SONLU ORNEKLEMLERDE TAHMIN VE BASIT CIKARSAMA

3.1. Gauss-Markov (GM) Modelinde Tahmin ve Cikarsama. GM modeli
(Y, X) verisi i¢in ihtimal yasalarmn {P, 0 € O} bir toplanudir ve su ozelliklere

sahiptir:
GM1l Y =X +e, B € RF  dogrusallik
GM2 kerte(X) =k ozdeglestirme (identification)
GM3 Byle | X] =0 Voco dikeysellik, dogru belirginlestirme

(specification), digsallik (exogeneity)
GM4 Eylee’ | X] = 0%I,xn, V0 € O kiiresellik (sphericality)

Burada, ihtimal modeli P’y1 tanimlayan 6 parametresi sunlardan olusur

(ﬁ70_27FE|X7FX)a

burada (3 regresyon parametre vektorii, 02 bozukluk varyansi (variance of disturbances),

Fx, € hatalarim X verildiginde kogullu dagilim fonksiyonu (conditional distribution

function) ve Fy ise X’in dagilim fonksiyonudur. Hem F, x hem de Fx belirginlestirilmemislerdir
(unspecified), yani parametrik degillerdir (non-parametric).

Bu model hakiki (actual) verinin bir¢ok gercekgi 6zelligini yok sayar, ancak
analiz i¢in faydali bir baglangic noktasidir. Ayrica, bu boéliimiin ilerki kisimlarinda
hatalarimin dagilimini normal dagilim takip edecek sekilde kisitlayacagiz.

GM1 & GMS3: Bu varsayimlar birlikte degerlendirilmelidir, ancak GM3’ten
agsagida daha detaylh bahsedilecektir. Model, parametrelerin ve hata teriminin
dogrusal bir fonksiyonu olarak yazilabilir, yani y; = 8'z;+¢;, burada GM3 E|e;|z;] =
0 oldugunu, ve, asagida da bahsedildigi gibi, aslinda daha fazlasini da belirtir.

Burada ifade edilen, Y ’nin kosullu ortalama fonksiyonunu parametrelerde dogrusal
olan bir iglevsel bi¢im ile dogru sekilde belirginlestirdigimizdir. Bu noktada, iglevsel
bigimleri yaklagtirma teorisi ile nasil olugturdugumuzu hatirlayabiliriz. Bahsedilen
noktada, z;’yi baz1 basit baglagtiranlar olan f(w;) nin déniigiimleri (transformations)
olarak olugturmustuk. Neticede, GM1 ve GM3 varsayimlar1 sunu belirtecek sekilde
yorumlanabilir: E[y|w;] = E|y|x] = x}5, bu da bir tam (perfect) islevsel bigimle

ve yaklagtirma hatasi niimerik olarak énemsemeye degmez oldugunda caligtigimiz
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bir varsayimdir. Bir ¢ok ekonomik isglevsel bigim belirtilen varsayimlar ile gayet iyi
eslesmektedir.’

GM2: Ozdeslestirme.” Bu varsayim aciklayici degigkenlerin dogrusal olarak
bagimsiz olduklarini ifade etmektedir. Takip eden ¢rnek bu kosulun arkasindaki
diigtincenin altim1 ¢izmektedir. Varsayalim su iicret denklemini tahmin etmek

istiyorsunuz:
log(ticret;) = B, + Byegitim; + Bysiire; + [ytecribe; + €;

burada egitim; kag yil okul egitimi alindigini, siire; mevcut iste galisilan siireyi
ve tecriibe; iggiiciindeki tecriibeyi (yani su anki ig dahil olmak iizere tiim iglerde
caligilan toplam siireyi) gostermektedir.

Ancak orneklemde hi¢ kimsenin isini degistirmedigini diigtinelim, yani tiim ¢’ler
icin stire; = tecriibe; olsun. Bu egitligi regresyon denkleminde yerine koydugumuzda

sunu goriiriiz:
log(iicret;) = B, + Pyegitim; + (B4 + B4)tecribe; + €.

Sonugta (B4 + (3, dogrusal kombinasyonunu tahmin edebilirken 34 ve [, ayri
ayr1 tahmin edemeyiz. Bu olay kismi 6zdeslestirme (partial identification) olarak
bilinir. Ekonometride bu durumla diisiiniildiigiiniin tersine sikca karsilagilir.
GMa3: Dikeysellik veya Kat1 Digsallik (Strict Exogeneity). Burada,
bozukluk teriminin beklenen degeri agiklayici degiskenlere bagh degildir:

E[e|X] = 0.

Dikkat ederseniz, bu sadece F [¢;|z;] = 0 oldugunu degil, aym zamanda tiim j’ler
icin E [g;]z;] = 0 oldugunu ifade eder. Yani, ¢ gozlemi icin bozukluk teriminin
beklenen degeri sadece o gozlemin agiklayici degiskenlerine degil, ayn1 zamanda
diger tiim gozlemlerin aciklayici degiskenlerine de bagl degildir. Son ifade zaman

serileri i¢cin mantiksiz bir kosul olabilse de, bu kogulu bir sonraki boliimde kaldiracagiz.

6Ornegin, Cobb-Douglas iiretim fonksiyonu gibi dogrusal olmayan bir model y; = AKE‘L%_aeEi
logaritmalar alinarak kolaylikla dogrusal bir modele doniigtiiriilebilir:

Iny; =lnA+alnK;+(1—a)lnl; +¢

Bu ayn1 zamanda daha 6nce tiirettigimiz ¢okterimli yaklagtirmalara giizel bir baglanti olusturur.
Aslinda, yukaridaki denkleme (In L)? ve (In K)? gibi ek terimler katildiginda bir translog iglevsel
bigimi elde edilir ve bu da ikinci dereceden bir ¢okterimli yaklagtirmasidir. Aciktir ki, yaklagtirma
teorisi ve ekonomik modelleme arasindaki baglantilar1 kegfetmek icin ilging bir firsat mevcuttur.
"Bu 6rnek ve asagidaki érneklerden bazilar1 Raymond Guiterras tarafindan hazirlanmistir.
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Ek olarak, daha ¢nce de vurgulandigi iizere, bu varsayim kosullu ortalama fonksiyonunda
tam yaklagtirma (perfect approximation) oldugunu varsaydig: igin de mantiksiz
olabilir.

Bu varsayimin neden dikkatle degerlendirilmesi gerektigine yonelik baska bir
sebep de vardir. Ekonometrik analizin esas amaclarindan birinin nedensel ya da
yapisal etkileri ortaya cikartmak oldugunu hatirlayiniz. Eger regresyonun nedensel

bir yorumlamasi olacaksa, dogru nedensel denklemin bozukluklar
o=l +

Elu;|x;] = 0 gibi dikeysellik kisitlamalarimi saglamak zorundadir. Bu gergeklesirse,
sonrasinda nedensel etki fonksiyonu z}v regresyon denklemi 2/ ile ¢akigacaktir.
Agagidaki standart 6rnek bu fikri netlegtirmemizde yardimci olacaktir. Gelir ve

egitim seviyesi iligkisi ve gercek model hakkindaki diisiincemiz soyledir:
Yi = 11T tui, wi =74+ g

burada z; egitim seviyesi iken, u; ise yetenek etkisi olan v, A;’den ve x;, A; ve e’dan
bagimsiz olan ikinci bir kalint1 £;’den olugsmaktadir. Varsayalim hem egitimin hem
de yetenegin ortalamadan farki alinsin, yani, z; ortalama egitimden sapmay1 6l¢siin
ve A; ortalama yetenekten sapma olsun. Genel olarak, egitim ile yetenek alakalidir,
yani
Elui|z;] = v, E[A|x] # 0.

Bu nedenle, dikeysellik bozulmaktadir ve 7,’i y;/nin z; iizerine regresyonu ile
tahmin etmek miimkiin degildir. Ancak dikkat ederseniz, eger yetenek olan A;’yi
gozlemleyebilsek ve y;’nin egitim z; ve yetenek A; iizerine uzun regresyonunu
yapabilseydik, bu taktirde regresyon katsayilar: olan 3, ve (3, vasitasiyla nedensel
fonksiyonun katsayilari olan ~; ve v, hesaplanabilecekti.

GM4: Kiiresellik. Bu varsayim iki 6nemli gerekliligi icerir. Bunlardan birincisi
esit yayulvm’dir (homoscedasticity): E [¢?|X] = ¢%, Vi. Bunun manasi, her bir
bozukluk teriminin kogullu varyansimin (conditional variance) tiim gozlemler igin
ayni olmasidir. Bu genellikle gercekcilikten oldukga uzak bir varsayimdir.

Ikinci kogul ise kendiyle ilgilesim olmamasi’dur (nonautocorrelation): E [g,6;]X] =
0 Vi # j. Bunun manasi da herhangi iki farkli gozleme ait bozukluklarin
ilgilesimsiz (uncorrelated) olmasidir. Zaman serisi verisinde bozukluklar ¢ogu kez

kendiyle ilgilesimlidir.
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Ek olarak, bu varsayim dolayli olarak bircok ikili tepki modelini (binary response
models) (ve diger kesikli tepki (discrete response) modellerini) ortadan kaldirir.

Ornegin, varsayalim y; € {0, 1} olsun, bu durumda
yi = Elyi|lv] +ei = Priy; = 1x] + &,

burada ¢;’nin varyans: Ply; = 1|z;](1 — P[y; = 1]z;])’dir ve bu da z;’ye bagimhidir;
bunun istisnasi ilgimizi ¢ekmeyen Ply; = 1|z;] durumudur, bu da z;’ye bagimh
degildir.

3.2. Gauss-Markov Modelinde OLS’nin Ozellikleri. Ilgimizi c¢eken, f’nin
gesitli islevselleridir, 6rnegin,

e (3;, f'nin ilgilenebilecegimiz bir j-inci bilegeni,
e (x1—x0) B3, baglagtiran degerlerindeki bir degisiklikten kaynaklanan kogullu

ortalamann bir kismi farki (partial difference),

° dz(w)’
Owy,

tiirevi.

3, kogullu ortalamanin temel (elementary) baglagtiran wy, ile bir kismi

Bu iglevseller su bicim ile olugur
B gecerli oldugu ¢ € RY icin.

Bu durumda, B’mn etkinligini (efficiency) bu tiir iglevselleri miimkiin olabildigi
kadar kesin (precise) tahmin etme yetenegi olarak tanimlamak mantiklhidir.

Belirtilen varsayimlar ile, su durumlar elde edilir
BB X] = Bp[(X'X)'X'(XB+e) | X]=I3+0=p Vo cO.

Bu ozellik ortalama-yansizlik (mean-unbiasedness) olarak adlandiriir. Bunun manasi
da, ozellikle, dogrusal iglevsellerin tahminlerinin de yansiz oldugudur Ey[c¢ B\X | =
cdp.

Simdi, regresyon katsayisi 3 i¢in OLS’nin etkinligini diger tahminciler ile kargilagtiralim.
Rekabet edecek aday tahminci B dogrusal ve yansiz olsun. Dogrusalligin manasi
B = a+ AY olmasidir, burada a ve A, X’in dlciilebilir fonksiyonudur (measurable
function) ve tiim © icindeki 6 icin Fy[3|X] = B’dir. Dikkat ederseniz, yansizlik
kosulu tiim 3 € R¥ icin a + AX3 = /3 olmasim gerektirir. Yani,

AX =1 ve a = 0dir.
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Teorem 3.1. Gauss-Markov Teoremi. GM modelinde, X tizerine kosullu olarak,
B’'man en kii¢ik varyans dogrusal yansiz tahmincisi (EVDYT, minimum variance
linear unbiased estimator, MVLUE) B’dzr; bunun manast da herhangi bir diger

dogrusal yansiz tahminci 8 'mn su iliskiyi saglayacagdor:
Varg[dB | x] > Vary[dB | X], VeeRE, VvoeoO.

Yukanidaki 6zellik suna denktir: ¢Varg[3 | X]e — ¢Varg[B | X]e > 0 Ve €
RE, VA € O, bu da sunu soylemekle aynidir

Varg[8 | X] — Varg|3 | X] , V0 € © icin pozitif tanimhdur.

Ornek. Varsayalim y, kazanclari, 2, alinan egitim siiresini temsil etsin. Egitim
siiresindeki degisikligin ortalama etkisi sudur Ely; | ¢y = 2*] — Ely; | ¢ = z] =
(z* — x)'8. GM Teoremi kullamlarak, (z* — z)'3 i¢in (z* — )3 EVDYT"dir.

Ornek. OLS’in bir rakibi WLS’dir (weighted least squares, agirlikli en kiiciik
kareler) ve agirhiklar1 W = diag(w(x), ..., w(x,))’dir. WLS sunu ¢6zer: ming E,, [(y:—
2, 68)2w(x,)], veya, denk olarak ming(Y — XB)YW (Y — XfB). Coziim Byrg =
(X'W X)L X'WY dir ve By, ¢ dogrusal ve yansizdir (bunu gosteriniz). GM1-GM4
varsayimlar: altinda WLS, OLS ile cakismadigi miiddetge, OLS’ten daha az etkindir.

3.3. GM Teorem’inin Ispati. Notasyonda, 6 ile endekslemeden vazgecelim. Yansizligin
saglamasi yukarida yapilmisti. Herhangi bir bagka yansiz tahminciyi ele alalim:
3 = AY. Yansizlik ozelligi ile, AX = Ddir. Su hususlar1 gozlemleyebiliriz: var[c’ 3 ]
X] = dAA co? ve var[df | X] = d(X'X) 'c- 0% Agagidaki esitligi gostermemiz
yeterlidir

var[d3 | X] — var[d (| X] = var[¢B — ¢ | X],

¢iinkii sag taraf negatif degildir. Sunu yazalim

varld — B | X] = var[d(A— (X'X)'X')(XB +¢€) | X]

.

M
= var[Me | X] = E[Mes’M' | X] = MM's® (A4’ten dolay)

= J[AA — (X'X) Ve -0? (= AX =1)
= dAAco® - (X' X) e 0?0



21

Aciklama: Bu ispat, portfoy teorisi ve Hausman-tiirii testler gibi bircok yerde
kullanilan genel bir prensibi gostermektedir. Dikkat ederseniz, farkin varyansi,

kovaryansi (esdegisirlik, covariance) gerektirmeyen ¢ok basit bir yapiya sahiptir:
var[d3 — B | X] = var[¢3 | X] — var[¢ | X]

Bunun sebebi sudur

cov[dB, ¢ B | X] = var[d | X].
Bunun manasi da etkinsiz tahmin (inefficient estimate) ¢ 3 suna esittir: etkin bir
tahmin olan ¢/ art1 etkin tahmin ile ilgilesimsiz (uncorrelated) ek bir tahmin

rastsali (noise).

3.4. OLS’in Rakipleri ve Alternatifleri. Boliim I. Su 6rnekleri degerlendirelim.

Ornek [Uzman (expert) Tahminlerine kars: OLS] Bir uygulama olarak, varsayalim
B = (B4, ..-f;) olsun; burada /3, bir iiriiniin talep elastikiyetini 6lger. Bahsettigimiz
tanimlar ve GM teoremi gercevesinde, iki tahminciyi analiz edelim ve kargilagtiralim:
sabit tahmin ] = 1 bir endiistriyel organizasyon uzmani tarafindan saglanmig

olsun ve [‘5’1 siradan enkiiciik kareler tahmini olarak elde edilsin.

e Hangi durumda bunlardan birini digerine tercih edersiniz?

e GM teoremi bu karar ile alakali midir?

Uzman tahmini, OLS’ten ortalama kare hata agisindan daha iyi olabilir:

Eol(8* — B)*] < Eo[(B - B)?]

bu bazi veya bircok 6 € © degerleri icin gegerlidir, bu da dogrusal iglevsellerin
daha kiiciik tahmin hatasi yaptigi manasina gelir. Kararin kritik yonii ©'nin degeri

hakkinda ne diigtindiigiimiizdiir. Daha detayh bilgi i¢in Boliim 3.9’a da bakiniz.

Ornek [Fire (shrinkage) Tahminlerine karsi OLS] Fire tahmincileri 6grenme
teorisinde yeniden giindeme gelmektedir, bu da regresyon ¢oziimlemesi demenin
modern bir yoludur.

Fire tahmincilerinin bir 6rnegi, su 6rnegi ¢ozendir:

min[(Y — X0)'(Y = Xb)/2+ A(b— 8 X'X (b~ 5°)]
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[k terime sadakat/dogruluk (fidelity) denir, ¢iinkii uyum iyiligini (goodness of
fit) sozkonusu veri icin odiillendirir. Ikinci terime ise fire denir, ciinkii Xb'nin
onsel (a priori) olarak (teori ya da bagka verisetleri ile yapilan tahmin sonuglar vs
degerlendirildiginde) makul oldugunu diisiindiigiimiiz X 3* degerlerinden sapmalarini

cezalandirir. Yukaridaki tahminci i¢in normal denklemler su sekilde ifade edilir:
X'(Y = XB)+ M\X'X (3 - p3") =0,
ve /3 icin ¢oziildiigiinde su elde edilir

3 G A
B=X'X(1+N))"(XY+AX'XB*) = 14%\ + H—/\B*

Dikkat ederseniz, A = 0’a esitlendiginde OLS’in 3’81 elde edilir ve A\ &~ oo oldugunda
uzman tahmini 8* elde edilir.

A'nin segimi sikga uygulamacilara (practitioners) birakilir. Tahmin amacina
yonelik olarak, A\ ortalama kare hatayr minimize edecek sekilde segilebilir. Bu da

capraz gecerleme (cross-validation) denen bir yolla elde edilebilir.



23

3.5. GM’da Normallik Varsayim Altinda Sonlu Orneklem Cikarsamasi.
Cikarsama amaciyla, OLS’nin varyansimi tahmin etmemiz gerekir. o(X’X)~! i¢in

yansiz bir tahmini s?(X’X)~! olarak olugturabiliriz; burada
s =¢e/(n — K)'du.
FEy[s?|X] = 0?’in yansizhigh suradan gelir
Ey[e'e| X] = Eyle' Mxe|X] = Epltr(Mxee")| X]
= tr(MxE[e'|X]) = tr(Mxo?I)
= o*tr(I — Px) = o*(tr(I,) — tr(Px)) = o*(tr(I,) — tr(Ig)) = o*(n — K),
burada sunlari kullandik: tr(AB) = tr(BA), iz'in (trace) ve beklenti iglemcisinin

dogrusalligr ve tr(Px) = tr((X'X) ' X'X) = tr(Ix) oldugu.
Ayni zamanda 6nemli bir ek varsayimi da eklememiz gerekti:

GM5.  €|X ~ N(0,0°I)  Normallik

Bu sekilde, Y nin X verildigindeki kogullu dagilim modelimiz parametrik hale geldi
ve kosullu dagilmin parametre vektoriinii 6 = (3, 0%)’a eksiltti (reduced).
Normallik varsayimi nasil hakli gikartilabilir? Bazi deneme yanilma yoéntemleri

tartigilabilir.

Teorem 3.2. GM.1-GM.5 varsayimlar: altinda sunlar dogrudur:

L BIX ~ N(B,0*(X'X)7"), Z; == (B; — B,)//o*(X'X);;' ~ N(0,1).

2. (n— K)s*/o? ~ x%(n — K).

3. 52 veﬁ bagimsizdurlar.

4. t; = (Bj—ﬁj)/se(ﬁj) ~t(n—K) ~ N(0,1), sunun i¢in se(Bj) = ,/sz(X’X)j_jl;

yaklasiklik ~ ise (n — K) > 30 oldugunda dogrudur (accurate).

3.6. 3.2 Teoreminin ispati. Su olgular kullanacagiz:

(a) bir normal dagilimin dogrusal fonksiyonu bir normaldir, yani eger Z ~
N(0,9) ise, 0 zaman AZ ~ N(0, AQA’),

(b) eger iki normal vektor ilgilesimsiz ise, o zaman ikisi bagimsizdirlar,

(c) eger Z ~ N(0,1) ve @ simetrik ve denkgiiclii (idempotent) ise, o zaman
Z'Q7Z ~ x*kerte(Q)) dur,
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(d) eger bir standart normal degisken N(0,1) ve ki-kare (chi-square) degisken
X*(J) bagimsiz iseler, o zaman t(J) = N(0,1)/+/x2(J)/J bir J serbestlik
dereceli (degrees of freedom) Student t degiskeni (Student’s t) olarak adlandirilr.

Ozelllik (a)-(c)’nin ispatin1 6dev olarak gosteriniz.

Simdi su iddialarin herbirini ispatlayalim:

(1) é = Mxe ve 3—f3 = (X'X) "1 X’e sifir ortalama ile birlesik olarak normaldirler,
¢iinkii bir normal vektoriin dogrusal fonksiyonu normaldir.

(2) éve 3 ilgilegimsizdirler, ¢iinkii kovaryanslari X (X' X)) ' X' My = 0’a esittir

2

ve bu sebeple birlesik normallikten dolay1r bagimsizdirlar. s* ise é€’in bir

fonksiyonudur, yani B’ten bagimsizdir.
(3)
(n — K)s*/o® = (¢/o) Mx(e/o) ~ x*(kerte(Mx)) = x*(n — K).
(4) Ogzellikler 1-3 ile sunlar1 gosterebiliriz

ti =23 [ /(207 ~ N(0,1) [v/x2(n = K)[(n = K) ~ t(n - K).

OJ
Ozellik 4 onsav smamasi (hypothesis testing) yapmamizi ve giiven araliklar:

(confidence intervals) kurmamizi saglar. Su olaya (event) sahibiz
t; € [taj2,ti—as2] nin ihtimali 1 — o’dur,

burada t,, bir t(n — K) degiskeninin a-boliitiinii ifade eder. Bu nedenle, 3,’yi 1—a

ihtimali ile kapsayan bir giiven bolgesi (confidence region) su sekilde ifade edilir

I o= [B] + tl—oe/Qse(Bj)]‘

Bu da olay 3; € I _o'mimn olay t; € [ta/2,t1-a/2)'a esdeger olmasindan ortaya cikar.

Ayrica, sunu sinamak igin
H,:B;=0karst H,: 3, >0

tj = (B ;—0)/ se(f3 ;) > t1-¢in bir kritik deger olarak saglandigini kontrol ediyoruz.
Geleneksel uygulama, kritik deger ¢;_,"1n dyle secilmesidir ki, sifir énsavini (null
hypothesis) dogru iken hatali gekilde reddetmenin ihtimali ¢ok kiiciik bir deger

olan a’ya esit olsun; burada a’nin kanonik (canonical) se¢imi 0.01, 0.05 veya 0.1e
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esittir. Sifir 6nsav1 altinda, t; bir ¢(n — K) dagilim takip eder, t;_, degerini de
standart tablolardan bulabiliriz.

Sunu test etmek icin
H,:B;=0karst H,: 3; #0

|t;| > ti_a/2 olup olmadigina bakiyoruz. Kritik deger ¢,_,/o ise hatal ret ihtimali
a olacak gekilde segilir.

Sadece "reddet" veya "reddetme" sonuglarini bildirmek yerine p-degerini (p-value)
— sifir 6nsav1 altinda ¢;’ye esit ya da bundan biiyiik bir istatistigi gorme ihtimalini,

bildirmek de yaygin bir uygulamadir:
P;=1—Prit(n — K) <t

t=t;

tek yanlh almagiklar (one sided alternatives) icin, ve |t;]

P;=1—-Pr[-t<t(n—K) <t

t=|t|
ise iki yanh almagiklar i¢indir. Prft(n — K) < t] ihtimali, ¢(n — K)’nin dagihm
fonksiyonudur, bu da Student dagilimu ile siralanir (tabulated).

P-degerleri, 6nsav sinamasi i¢in t-istatistiklerini kullanmaya esdeger sekilde kullanilabilir.
Gergekten de, bir 6nsavi eger P; < « ise reddedebiliriz.

Ornek. Temin’in Roma Bugday Fiyatlari. Temin, bir mesafe indirim

modeli (distance discount model) tahmin etmistir:

fiyat; = B, + By - mesafe; +¢, i=1,...,6
burada fiyat; Roma eyaletlerinde bugdayin fiyati ve mesafe; ise i eyaletinin
Roma’ya olan uzakligidir. Tahmin edilen model sudur

fiyat; = —1.09 — 0.0012 - mesafe; + ¢, R*=0.79,
(0.49)  (0.0003)

standart hatalar parantez iginde gosterilmistir. Smama 3, = 0’a karst 5, < 0
icin kullamilan t istatistigi o = —3.9’dur. Tek yanh sinama i¢in P-degeri P, =
Plt(4) < —3.9] = 0.008'dir. f, i¢in bir %90 giiven bolgesi [—0.0018, —0.0005] tir;
bu da [, % t.05(4) - se(By)] = [0.0012 £ 2.13 - 0.0003] olarak hesaplanir.
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Teorem 3.3. GM1-GM5 varsayimlar: altinda, B en ¢ok olabilirlik tahmincisi
(mazimum likelihood estimator) ve ayni zamanda B 'nan en kiigik varyans yansiz

tahmincisidir.

Ispat. Buispat, ’in varyansinin yansiz tahminciler i¢in Cramer-Rao alt sinirini
(Cramer-Rao lower bound) sagladigim1 dogrulayarak gosterilir. Bu durumda, y;'nin

y; = y’deki x; iizerine kogsullu yogunlugu su sekildedir

f(y|$i75702) = ! ! ,

- — 7 2
\/W eXp{ 20_2 (y mzﬁ) }

Boylece, olabilirlik fonksiyonu sudur

n

L(b,0?) = Hf(yi|a:i, b,0?) = (QTZ)WeXp{—%‘Z(Y — X0)(Y — Xb)}.

i=1
Burada OLS B 'nin f3 tizerinde olabilirlik fonksiyonunu encokladig1 kolayca goriilebilir
(bunu kontrol ediniz).

Burada, § = (3, 0?%) n yansiz tahmincilerinin varyansinin (kogullu) Cramer-Rao

alt smir1 suna esittir (saglamasini yapiniz)

[_E [62 In L XH‘l B [02(X(’)X)_1 QUS/n] |

9006’
Buradan da enkiigiik karelerin alt sinir1 sagladig: cikartilir.

3.7. OLS’in Rakipleri ve Alternatifleri. Boliim II. Hatalar normal dagilmadig
taktirde, OLS’in diger tahmincilere gore performansi ciddi olgiide kotiilegebilir.
Ornek. Koenker and Bassett (1978) galigmasi.

3.8. Diglanmig Bulugsal Yéntemler (Omitted Heuristics): ’un normalligi
nereden gelmektedir? Poincare: “Herkes Gauss’un hata yasasina (law of error)
inanmaktadir; deneyciler bunun bir matematik teoremi oldugunu diistindiikleri
icin, matematikgiler ise deneysel bir olgu oldugunu diisiindiikleri icin."

Gauss (1809) enkiigiik karelerin engok olabilirlik tahmini oldugu bir hata dagilimi
olugturmak igin geriye doniik calismigtir. Bu nedenle, normal dagilima bazen
Gauscu da (Gaussian) denmektedir.

Merkezi Limit Teoremi (MLT, Central Limit Theorem, CLT')"ispat1":

Ekonometride, Haavelmo, 1944’teki Econometrica’da yayinlanan "Probability

Approach to Econometrics (Ekonometriye Olasilik Yaklagimi)" makalesinde, bu
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ispatin seckin bir destekgisi olmustur. MLT ispatinda, her bir hata ;' nin biiyiik
sayidaki kiiciik ve bagimsiz basit (elementary) hatalar olan v;;'nin toplami oldugu
diisiiniiliir, bu sebeple de bu hatalar merkezi limit teoremi 15181nda yaklagik olarak
Gausgu’dur.

Eger basit hatalar olan v;;, j = 1,2, ... sifir ortalamali, 6zdes ve bagimsiz dagilimh
(i.i.d., identically and independently distributed) ise ve E[v};] < oo ise, o zaman
biyiik N icin N

> j=1 Vij
e;=VN [JTJ ~a N(0, Bv})),

bu MLT’den elde edilmektedir.
Ancak, eger basit hatalar v;; iid ve simetrik iseler ve £ [vfj] = 00 ise, 0 zaman

biyiik N i¢in (v;;/nin kuyruk (tail) hareketlerine getirilecek ek teknik kisitlar ile)

N
-1 Vij

.= N'=a
: [ =

] ~q Kararly (Stable) dir

burada « en biiyiik sonlu beklemdir (finite moment): a = sup{p : E|v;;|? < oo}.
Bu da Khinchine ve Levy tarafindan ispat edilen MLT’den gelmektedir. Kararh
dagilimlar aymi zamanda toplam-kararli (sum-stable) ve Pareto-Levy dagilimlari
olarak da adlandirilirlar.

Simetrik kararh dagilimlarin yogunluklari yaklagik olarak giig fonksiyonlar: (power
functions) gibi hareket eden kalin kuyruklara (thick tails) sahiptirler; kuyruklarda
a < 2 ile x + sabit - |z|~*'dur.

Bagka bir ilging ek gozlem: Eger a > 1 ise, érneklem ortalamasi olan Zjvzl ;i /N
bir yakimsayan istatistiktir (converging statistic), eger o < 1 ise 6rneklem ortalamasi
olan Zjvzl v;; /N bir iraksayan istatistiktir (diverging statistic), bunun da farklilagma
ve farkhilagsmama (diversification and non-diversification) i¢in ilging uygulamalar
vardir. (Son husus i¢in bkz. R. Ibragimov’un ¢aligmalart).

Referanslar: Embrechts et al. Modelling Extremal Events (Ug¢ Olaylar Modelleme)
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3.9. Genel Dogrusal Kisitlamalar ile Stnama ve Tahmin Etme. Simdi de

su gekilde verilen bir dogrusal egitlik kisitlamasin1 sitnamay1 diisiinelim
Hy: RG =1, kerteR = p.

burada R bir p x K matrisi ve r ise p-vektoriidiir. Varsayim olarak R’nin tam satir
kertesinin olmasi (full row rank) basitge artik kisitlamalarin (redundant restrictions)
olmadigini ifade eder — yani diger kisitlamalarin dogrusal kombinasyonu olarak

yazilabilecek kisitlamalar mevcut degildir. Almagik ise sudur
Hy: RS #r.

Bu diizenleme bircok énsavi stnamamiza imkan saglar. Ornegin,

R=10,1,0,..,0] »=0 su kisitlamay1 olugtur g, =0

R=11,1,0,...,0] »=1 su kisitlamay1 olustur g, + 5, =1

R = [0px(x—p)Ipxp] ™=1(0,0,...)" su kisitlamay1 olugtur B pi1=0,..., 8 = 0.
Hy’1 simnamak icin, Wald istatistiginin bir kritik degeri gecip gegmedigine bakiyoruz:

W= (RS —r)[Var(RB) ™ (RB — 1) > ca.

burada kritik deger olan c, sifir 6nsavi dogru iken hatali ret ihtimali o’ya egit
olacak gekilde secilmektedir. GM1-5 ile, sunu kabul edebiliriz

(3) Var(RB) = sR(X'X) 'R,
Sunu gikartabiliriz Wy = (RS —r)' [02R(X'X) 'R Y(RB —1) = N(0,1,)* ~ x%(p)
ve bu da s*/0? ~ x*(n — K)/(n — K)"1 saglayan s*’den bagimsizdir. Bu sebeple,

sunu cikartabiliriz

Wip = (Wafp)/(2/%) ~ 20— F(pn = ),

burada c,, F(p,n — K) garpt p'nin a-boliitii olarak alinabilir. Buradaki W/p

istatistigine F istatistigi (F-statistic) denir.
Hipotezi test etmenin diger bir yolu mesafe fonksiyonu (distance function, DF)
testidir (yari-olabilirlik orani sinamasi, quasi likelihood ratio test) ve bu da 6lgiit

(criterion) fonksiyonunun kisitsiz (unrestricted) tahmini ve kisith (restricted) tahmininden
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elde edilen degerlerinin farkina baghdir:

Qn(BR) - Qn(B)y
bizim durumumuz i¢in sunlar gecerlidir Q,(0) = (Y — X0 (Y — X'b)/n, 3 =
arg minycpx Qn,(b) ve

BR:arg min @, (b)

beRE:Rb=r
Asagidaki egdegerlik, (3)’te belirtilen kurgu i¢in de gegerli olmaktadir:

DF = n[Qﬂ(BR) - Qn(B)]/SQ =W,

yani, mesafe fonksiyonu testinin kullanilmasi Wald testi kullanilmasina denktir.
Bu denklik daha genel olarak GM modeli diginda gegerli degildir.

Bagka bir 6nemli test prensibi de LM test prensibidir; bu da Lagrange Carpaninin
(Multiplier) yukarida belirtilen kisitlamali optimizasyon problemi degeri tizerinden

hesaplanir. Problem icin Lagrange degeri sudur
L=n0Q,0)/2+ N(Rb—r).
Optimumu tanimlayan kogullar sunlardir
X' (Y —Xb)+ RA=0,Rb—r =0
Bu denklemler ¢oziildiigiinde sunu elde ederiz
Br=(X'X)UX'Y + R\) =3+ (X'X)'R'A
b = [ degerini Rb — r = 0 kisitina koydugumuzda, R(3 + (X'X)'R'A\) —r =0
degeri elde edilir, ya da
A= —[R(X'X) 'R (RS — 7).

Iktisatta carpan, bir kisitn golge fiyati (shadow price) olarak adlandirilir. Sinama
problemimizde, eger kisitin fiyati cok yiiksek ise, hipotezi reddederiz. Test istatistigi
su formu alir:

LM = N [Var(V)] 14,
Bizim durumumuzda, @"(RB ) = s*R(X'X)"' R’ igin, su degeri kullanabiliriz

Var(\) = [R(X'X) 'R War(RB)[R (X'X) 'R
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Bu kurgu bizim 6zel 6rnegimiz icin su esdegerligi de vermektedir
LM =W.

Bu esitligin dogrusal olmayan tahminciler igin gecerli olmasinin gerekmedigine
dikkat ediniz (aslinda genel olarak bu istatistikler igin yanagik (asymptotic) esdegerlik
gegerlidir).

Yukarida kisitlamali tahmini de tiiretmistik:

B = B — (X'X) RIROXX) R (R - ).
Sifir 6nsavi dogru oldugunda, sunu gosterebiliriz
E[3p|X] =5
ve
Var[Bp|X] = FVar(B|X)F', F=(—(X'X)'R[R(X'X)"'R|"'R).
Matris anlaminda, sunu gostermek zor degildir
Var[Bp|X] < Var[p|X]

ve dolayisiyla ROLS (restricted, kisith) 3 yansizdir ve OLS’den daha etkindir.
Bu esitsizligin saglamasi dogrudan yapilabilir; bu sonucu gostermenin bagka bir
yolu agagida verilmistir. Bu GM teoremi ile gelismekte midir? Hayir. Neden?

Ortaya ¢ikmaktadir ki, GM modelinde kisitlamals parametre {3 € RE : R = r}
ile, ROLS en kiigiik varyans yansiz dogrusal tahmincidir. Benzer gekilde, GM
normal modelinde kisitlamal parametre {3 € RX : R3 = r} ile, ROLS aym
zamanda en kiiciik varyans yansiz tahmincidir. Dikkat ederseniz, daha 6nceden
kisitlamasiz parametre uzayi olan {5 € RX} ile calismigtik.

Kisitlanmig regresyon problemi kisitlamasiz bir regresyona doniistiiriilebilir. Bu
husus ilk olarak 3, + 5, = 1 kisitlamasi kullanilan bir 6rnekle gosterilebilir. Sunu

yaziniz
Y = Xi6,+XoBy+€ = Xi(B1+8,—1)+Xofy— X1 (By—1)+€ = (Xo—X1)By— X1 +€

veya,
Y - Xi = (Xo— X1)By + ¢,
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Yeni modelin Gauss-Markov varsayimlarini sagladigini kolaylikla kontrol etmek su

parametre uzayi ile miimkiindiir

0= (/827027F€|X7FX)7

burada [, € R kisitlamasizdir. Yani, son ifadeye LS uygulanarak elde edilen
B o etkin dogrusal tahmincidir (normallik varsayimida etkin tahminci). Benzer
durum f3 m=1- 3 ro i¢in de gecerlidir, ciinkii bu 3 o nin dogrusal bir iglevselidir.
Bu sebeple, ROLS B r kisitlamasiz dogrusal en kiiciik kareler tahmincisi olan Bz’den
daha etkindir.
Bu fikir rahatlikla genellestirilebilir. Genel durumu bozmayacak sekilde, baglastiranlarin

siralamasini yeniden diizenleyebiliriz, soyle ki
R=[R; Ry,

burada R; bir tam kerte p olan p x p matrisidir. Hy : RS = r’yi uygulamak,
R1B; + Rofy =1 veya 3, = Ry (r — Ryf3,)’ye esdeger olur, bu durumda da

Y = X1By + XoBy + € 2 Xi(Ry'(r = RofBy)) + Xy + €,
bu da sunu gosterir
Y — XiR{'r = (X5 — X1 R 'Ry) 3, + €'dur.

Bu da bize tekrar yeni bir bagimli degiskenli ve yeni bir baglagtiranli model verir
ve onceki GM cergevesine uygun olur. Bu gergevede BQ r tahmini ve ayn1 zamanda
Bir = Ry'(r — Ryf3yp) tahmini etkindir.

3.10. Sonlu Orneklemde Normallik Olmadan Cikarsama. Sonlu-orneklemde
Monte-Carlo (MC) yonteminin temel fikri agagidaki drnekle su sekilde gosterilebilir.
Ornek 1. Varsayalm Y = Xf+¢, E[e|X] =0, Elee'| X]| = 021, € = (€1, ...6,)' =

oU olsun, burada
(4) U= (U,..Up,)|X , Fy kural ile iid’dir

burada kullanilan Fy; bilinmektedir. Ornegin, Fy; = ¢(3) alimrsa, birgok finansal

getiri verisetlerinin 6zelliklerini F; = N(0, 1)’den daha iyi saglayacaktir.
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Simdi Hy : 8; = Bq’a karst Hy @ 3; > ﬁg’yi sinadigimizi diistinelim. H, altinda

(5) BB e (XXX, _ (X0 X0,

xR (RG]

Dikkat ederseniz bu istatistik bilinmeyen parametre 02’yi hos bir sekilde sadelestirmektedir.

Bu testin p-degeri Monte-Carlo ile hesaplanabilir. T-istatistiginin H, altinda

iiretilebilecek gekim (draw) degerlerini simule edelim:

(6) {tied=1,.., B},

burada d cekim degerlerini siralar, B toplam c¢ekim sayisidir ve biiyiik olmasi
gerekmektedir. Her bir ¢ekim degeri ¢} ,’yi olusturmak i¢in, U’'nun (4)’a bagh
olarak ¢ekimlerini olugturalim ve bunlar1 (5)’in sag tarafina oturtalim. Sonrasinda
p-degeri su sekilde tahmin edilebilir

B
@ P= 3 1> 1)
d=1

burada ; t-istatistiginin gorgiil (empirical) degeridir. Hy : §; = Bg’a karst Hy :
B; # [32 1 sinamak icin kullanilacak p-degeri su sekilde tahmin edilebilir

1B
0 Py = = " Ut 2 )

d=1

Giiven bolgeleri ve testler igin t-istatistigine bagh kritik degerler, (6) 6rnekleminin
uygun boliitleri (quantile) elde edilerek olusturulabilir.

Ornek 2. Simdi, 6nceki drnegi su sekilde genellestirelim: Fy; bilinmeyen sorunlu
(nuisance) parametre y’ya baglh olsun ve bunun da gercek degeri v, I' bolgesinde
oldugu bilinsin. Baghlig1 Fy;(7y) ile ifade edelim.

Ornegin, varsayalim Fy(y) "serbestlik derecesi" parametresi v € I' = [3, 30] olan
bir t-dagilimi olsun;, bu, ¢ok agir kuyruktan hafif kuyruga kadar farkli kuyruk
hareketi gosteren dagilimlar: yuvalama (nest) imkami saglar. Normal dagilim da
~v = 30 ile yaklagik olarak yuvalanir.

Sonrasinda, her bir v € I' i¢in p-degerini elde edelim ve bunu P;(v) ile ifade
edelim. Sonra sunu

sup P;(7)

vyel
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sinama amach kullanalim. -, € I' oldugu i¢in, bu deger gercek P-degeri P;(,)
icin gecerli bir tist simirdir. Benzer sekilde, her bir v € T' icin kritik degerler elde
edilebilir ve en az tercih edilen kritik deger kullanilabilir. Sonugta elde edilen
giiven bolgeleri eger T biiyiik olursa oldukga tutucu (conservative) olabilir; ne var
ki, son paragrafa bakiniz.

Dogal olarak olusan soru sudur: Neden gercek parametre 7,1 tahmini olan
41 MC ile v = 4’a esitleyerek kullanip P;(¥)’1 ve kritik degerleri elde etmeyelim?
Bu yontem parametrik z¢ikarvm (bootstrap) olarak bilinir. Ozgikarim, bir MC
yontemidir ve basitge, p-degerlerini ve kritik degerleri tahmin edilen veri tiretme
siireci (data generating process) ile elde etmek icin kullamlir. Ozgikarim yanagik
olarak gecerli ¢ikarsama saglar, ancak 6zc¢ikarim her zaman gegerli sonlu 6rneklem
gikarsamasi saglamayabilir. Ancak, 6zgikarim sonlu érneklemlerde siklikla yanagik
yaklagimin sagladigindan daha dogru (accurate) gikarsama saglar.

Yukaridaki sonlu érneklem yaklagimi veriye-bagh I' ile de kullanilabilir. Veriye
bagh sorunlu parametre kiimesini I olarak ifade edelim. Eger I kiimesi Yo11-5,
ihtimaliyle icerirse, ki burada (3, — 0’dir, p-degerinin tahminini su olacak sekilde
ayarlayabiliriz

sup Pj(7) + B,
yerl’

Biiyiik orneklemlerde, sunu bekleyebiliriz

sup P;(7) + B8, ~ Pj(70),

~yel
bu, I' kiimesi 7o 'a yakinsadiginda (converge) ve 3, — 0 ise gegerlidir. Boylece,
sonlu-orneklem yontemi biiyiik 6rneklemlerde etkin olabilir, ancak sonlu 6rneklemlerde
de gecerliligini korur. Yanagik yontem veya 6zgikarim’in sonuncu ifadeyi saglamasi
illa gerekmemektedir. Bu da yontemleri ayirmaktadir. Ancak, bagkalarinca ifade

edildigi gibi, sonlu-6rneklem yontemi "siislii (fancy) 6zgikarim" olarak diisiiniilebilir.

Ornek 3. (Odev) Temin’in (2005) makalesini diisiinelim. Makale, Roma
Imparatorlugu’'nda eyaletin Roma’ya olan mesafesinin bugday fiyatlar: tizerindeki
etkisini modellemektedir. Calismada sadece 6 tane gozlem vardir. Etkinin sifira egit
oldugu sifir 6nsavina kargilik etkinin negatif oldugu almagik 6nsavi test etmek icin
kullanilacak p-degerlerini hesaplayimiz. Once normal bozukluklarm oldugu duruma

bakimiz (bu durum igin simulasyon yapilmasina gerek yoktur), sonrasinda ikinci
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durum olarak bozukluklarin 8 ve 16 "serbestlik derecelerine" sahip t-dagilimi takip

ettikleri durumu analiz ediniz.
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3.11. Ek: Kare Kayip Altinda Biraz Formal Karar Teorisi (Some Formal
Decision Theory Under Squared Loss).

Amemiya (1985) tahmincilerin etkinligini tartigmak i¢in su kuralciliklar: olugturmaktadir.

1. B ve % bir skalar parametre (3 icin skalar tahminciler olsun. Eger EB(B —
B)? < Eg(B* — B)%, VB € Bise, B 3= (en az onun kadar iyi) 3*'dur.

“Daha iyi” nin tanimi karesel (quadratic) kayba baghdir.

2. Baz1 8 € B icin, eger 3 = 5* ve E3(3—)? < Es(6* — B)? ise, (§ daha iyidir
(daha etkindir, >) 5*’dan,

3. B ve 3% vektor parametresi 3 icin vekt6r tahminler olsun. Eger tiim ¢ € R¥,
B = B (¢ B’y1 tahmin etmek igin) ise B = B dur.

4. Eger bazi ¢ € R* icin ¢ = ¢ ve tiim ¢ € R¥ icin 3 = 5% ise, B = 3*dur.

Agikga goriilmelidir ki Tanim 3 ve Tanim 5 esdegerdir.

5. Eger Ag = Eﬁ(ﬁ —B)(B—B) ise ve Bs = E(5*— B)(B" —B)' ise, 3= B dur;
burada Az — Bz V § € B igin yari-negatif tanimhdir veya matris kapsaminda
Ap < Bg’dlr.

~

6. £ eger bu sinifta daha iyi tahminci yoksa, tahminci sinifi iginde en iyidir.
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4. BuyUK ORNEKLEMLERDE TAHMIN VE TEMEL CIKARSAMA

Bu kisim i¢in iyi bir referans Newey’nin ders notlaridir. Asagida, sadece temel

sorunlara deginilecektir.

4.1. Temel Kurgu ve Bunlarin ifade Ettikleri. Biiyiik ¢rneklemde gecerli
¢gikarsamalar1 6nceki GM modelinin izin verdiginden ¢ok daha genel kogullarda
yapabiliriz.

Caligabilecegimiz bir grup yeterli (sufficient) kosul sudur:

Ll y=z0+e, t=1,..n

L2 Fejxy =0, t=1,....n

L3 X'X/n —, @ sonlu ve tam kerte

L4 X'e/\/n —4 N(0,Q), burada 2 sonludur ve yozlagan degildir (non-degenerate).

Tartisma:

1) L1 ve L2, f’'min E|y;|x;] kogullu beklenti fonksiyonuna en iyi dogrusal yaklagtirmay1
tanimlayan parametre oldugunu ifade ederler. L1-1.4 ile, OLS B , (3 icin tutarh ve
yanagik (yaklagtirma manasinda) olarak normal dagilan tahminci seklinde ortaya
cikar.

2) Su ayrigtirmay1 yapabiliriz

€ = Q¢ + Et,
burada ¢, = y; — Ely;|x] ve
a; = Ely|zy] — x}f’dur.

Hata terimi bu sebeple sunlarin toplamidir: g,’nin kogullu ortalamadan sapmasi
olarak tanimlanan"aligildik" (usual) bozukluk ¢; ve dogru fonksiyon E[y;|z;| yerine
dogrusal iglevsel bi¢im kullanilmasindan olusan hata olarak ortaya ¢ikan yaklagtirma
(belirginlestirme) hatas1 a;. Onceki GM ¢ergevesinde, yaklagtirma hatasi olmadigim
varsaymistik. Su anki cercevede, buna "giiciimiiz yeter". Acikca belirtebiliriz ki
sadece gercek kosullu ortalama fonksiyonuna bir yaklagikligi tahmin ediyoruz ve
agikga hesaba katabiliriz ki yaklagiklik hatasi farkl yayilimin (heteroscedasticity)
(neden?) tahmincimizin varyansini etkileyen ¢nemli bir sebebidir.

3) L3 bir onceki 6zdeslegtirme (identification) kogulunun sadece bir drnekselidir
(analog). Aym zamanda, baglagtiranlarin ¢ ¢arpiminin {z,z,¢t = 1,..n} Biiyiik

Sayilar Yasasi'mi (BSY, Law of Large Numbers, LLN) saglamasi gerekmektedir; bu
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sekilde onlarin iizerine bir kararhilik (stability) yiiklemektedir. Bu kosul yonelimli
baglagtiranlar (trending regressors) eklenerek gevsetilebilir (bakiniz, 6rnegin, Newey’in

notlar1 veya Amemiya’nin "Advanced Econometrics" kitabi).

4) L4, {ze;,t = 1,...,n} dizisinin bir MLT’i saglamas1 gerektigini ifade eder.
Bu kosul, daha ¢nce hatalarin normal olmasi hakkinda yaptigimiz varsayimdan
oldukca daha geneldir. Biiyiik orneklemlerde, bu kogul bizi daha 6nce normallik

altinda elde ettigimiz tahmin ve ¢ikarsama sonuclarinin benzerlerine gotiirecektir.

Onerme 4.1. L1-L} ile, 3 —p B.

Orneklem biiyiikliigii arttikca, [3 tahmini 3'ya yaklagacaktir. Acikcasi, tutarhlik

icin, L4’1 daha az kisitlayici olan X'e/n —, 0 gereksinimi ile degistirebiliriz.
Onerme 4.2. L1-Lj ile, /(B — ) —4 N(0,V), V = Q1QQ .

Bu sonug bityiik érneklemlerde A'nin 3 ortalamas ve V/n varyansi ile yaklagik
olarak normal dagildigini 6nermektedir:

A

Onerme 4.3. LI1-L/ ile, varsayalim VoV “dir, bu durumda

ty = (8; = B;)/s.e(B;) == (B; = B;)/\] Vis/n —a N(0,1).
ve eger R i¢cin tam kerte p ise, RS =r ile
W = (BB —r)/[R(V/m)R] ™ (BB = 1) —a X*(p).
Biiyiik 6rneklemlerde uygun sekilde olusturulan t-istatistigi ve WW-istatistigi yaklagik

olarak standart normal degiskeni ve p serbestlik dereceli ki-kare degiskeni ile dagilirlar;
yani t &4 N(0,1) ve W =, x*(p).

Bu sonuglarin temel kullanimi sonlu-6rneklem durumu ile tamamen aynidir,
istisna olarak artik hepsi yaklagik olarak ifade edilmistir. Ornegin, sifir énsavi
ile, bir t-istatistigi t; —4 N (0, 1)1 saglar ve bu da sunu ifade eder

lim Pr(t; < ¢ = Pr[N(0,1) < ¢] = ®(c),

n—oo
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bu her bir ¢ igin gecerlidir, ¢iinkii ® siireklidir (continuous). Sonlu ve biiyiik

orneklemlerde, sadece su gegerlidir
Prit; < c = ®(c),

burada yaklagimin kalitesi gesitli durumlara bagh olarak iyi ya da zayif olabilir.
Dikkat ediniz: Kisitlamali en kiigiik kareler i¢in, ki bu kisitlamasiz OLS’in
bir dogrusal doniigiimiidiir, yanagik sonuglar ve diger test istatistikleri (6rn. LM)
yukarida sunulan sonuclardan kolayca cikarilabilir.
Sonuglar: ispat etmek i¢in kullanacagimiz temel araclar Siirekli Eglesme Teoremi
(SET, Continuous Mapping Theorem, CMT) ve Slutsky Teoremi’dir. Bu sonuglarda

esas olan metrik uzaylar sonlu-boyutlu Euclid uzaylaridir (Euclidian spaces).

Onsav 4.1 (SET). X bir rastsal eleman olsun ve x +— g(x) her bir x € Dy i¢in
stirekli olsun, burada bir olasihge ile X € Dy’dwr. Varsayalim X,, —4 X olsun, bu

durumda g(X,,) —aq 9(X); eger X, —, X ise, o zaman g(X,) —, g(X) dur.

Bu onsavin ispati yukarida belirtilen bir temsil teoreminin uygulamasindan ve
sonra da stireklilik hipotezinin kullanilmasindan elde edilir. Takip eden onsav

stirekli eglesme teoreminin bir sonucudur (corollary).

Onsav 4.2 (Slutsky Onsavi). Matris A, —, A ve vektor a, —, a oldugunu

varsayalvm, burada matris A ve vektor a sabittir. Eger X, —4 X ise, o zaman
A X, +a, —q AX + a’dr.

Onerme 1’in Ispati: Sirasiyla L4 and L3 kosullar sunu ifade eder
(2) X'e/n 20, X'X/nL Q.

Sonrasinda, ('nun tekilsizligi (nonsingularity) ile, bir matrisin tersinin matrisin
elemanlarimin her bir tekilsiz matriste siirekli fonksiyonu olmalar: bilgisi ve Slutsky
Onsav ile su elde edilir

B=B+(X'X/n)""Xe/nLB+Q ' -0=4
Onerme 2’nin Ispati: L4 and L3 kosullar: sirasiyla sunu ifade eder
(2) X'e/v/n 5 N(0,9Q), X'X/n 2 Q.
Slutsky Onsavi'ndan su elde edilir
V(B = B) = (X'X/n) ' X'e/vn % QTIN(0,Q) = N(0,Q7'QQ ™).
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. . . o\ 1/2
Onerme 3’iin Ispat1: V 2V, Vj; > 0 kullanilarak ve SET ile, (VH/VH> 2

1’dir. Slutsky Teorem’i kullanilarak su ¢ikar
~ ~ ~ d
(B, = 8,) Vil "> = (Vg Vi) V2B, = B8,)/v/ Vi 5 1+ N(0,1) = N(0,1),
Y = RV R’ olsun. ¥ matrisi R'nin p kertesine sahip olmasi ve V'nin tekilsiz olmasi
sebebiyle tekilsizdir, yani SET ile, ©~1/2 £ $-1/2dir. Ayrica, Slutsky Onsavi ile
Zn = STV2Ryn ([3 _ 5) 4 7 = 212N(0,%) =4 N(0,I). Sonrasmda SET ile,
W =2'7,—q7Z'Z =4 x*(p)dir.

4.2. Bagimsiz Orneklemler. Burada iki modeli degerlendirecegiz:

ITD Modeli: Varsayalim (a) L1 ve L2 saglansin, (b) (y:, x¢) vektorlerit tizerinde

bagimsizdirlar ve 6zdeg dagilirlar, (c)
QO = Var[ze,] = Elelrr))
sonludur ve yozlagmayandir (non-degenerate) (tam kerte), ve
Q = Elxy)

sonludur ve tam kertedir.

Bu kogulun g, ve x; arasindaki iligkiyi hicbir gekilde kisitlamadigini vurgulamak
gerekir; sadece (y;, z¢)nin birlegik dagilim fonksiyonun t’ye bagimli olmamas: ve
verinin ¢ {izerinde bagimliligi olmamasi gerekmektedir.

Bu model, hata terimi e, = &; + a; 'de farkhi yayilimin iki kaynagina izin
vermektedir— biri &,'nin farkli yayilim ve digeri de yaklagikli hatasi a; = Efy|z,] —

z, ' nin farkl yayihmidir. Farkli yayihmdan kastimiz F[e?|z;] nin x;’ye bagh olmasidir.

Ornek: Daha once konugulan Engel egrisi 6rnegini hatirlayimz, ki érnekte e,
acikca farkli yayihml idi. Bu sebeple, e; de farkll yayilimhdir. Iktisattaki bircok

regresyon modeli farkli yayilim bozukluguna sahiptir.
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Gida Harcamas:

1500
|

1000
I

o] 1000 2000 3000 4000

Gelir
SEKIL 4
Ornek: Ucret niifus sayim verisinde basit iglevsel bicimler icin a; # 0 oldugunu

gormiigtiik. Bu sebeple, a; # 0 oldugu icin e, farkli yayilimli olmalidir.

Teorem 4.1. IID modelinin kosullary L1-L4%in yukarida tamimlanan 2 ve Q) ile

saglandigum belirtmektedir. Bu sebeple, Onerme 1-3%in sonuclar: da saglanmaktadur.

Ispat: Bu ispat Khinchine BSY ve ¢ok degiskenli Lindeberg-Levy MLT’den elde
edilmektedir.

V’nin varyansinin tutarh bir tahmincisi (farkh yayilim direngli tahminci (heteroscedasticity

robust estimator)) su sekilde ifade edilir:

V=000, Q=Eldra), Q=XX/n
Teorem 4.2. IID modelinin kogullar: ve ek varsayimlar (orn. x;’nin bagiml

dordiinci beklemleri (bounded fourth moments)) O —, Q ve Q —, @ oldugunu
ifade eder, bu sekilde 1% —p, V.

Ispat: Q —, Q'nun tutarlihgl Khinchine BSY’den ¢ikmaktadir ve Q —, 21

tutarlihigr su sekilde gosterilebilir. Gosterimi basitlegtirmek ic¢in skalar duruma
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bakalim. Sunu elde etmis durumdayiz

et = et - 2(5 B) e + (ﬁ ﬁ)

Iki tarafi da z? ile carpalim ve ¢ iizerinden ortalama alarak sunu elde edelim

Ey[ejat] = Enlefat] = 2(5 — B)Enlew?] + (B — 8)°Eq[af].
Sonrasinda, E,[e?x?] —, Ele?x?], E,[r}] —, E[z}] ve Khinchine BSY ile E, [e;z}] —

Ele;z?]'dir, ¢iinkii E[x}] varsayimdan dolay1 sonludur ve Ele;z?] sundan dolay
sonludur
| Elecway)|* < Eleja] Elxy]

bu da Cauchy-Schwartz esitsizliginden ve F|e?x?] ve E[x}] nin varsayilan sonlulugundan
kaynaklanir. 6 ‘nin tutarliligindan, yukaridaki ozelliklerden ve SET’den tutarliligi
elde ederiz. [.

Esit Yayilimh (Homoscedastic) IID Modeli: 1D modelinin (a)-(c) kosullarina
ek olarak, varsayalim Ele;|x;] = 0 ve Ele?|x;] = o* olsun, bu durumda Var|e?|z;] =
o?’dir, bu da su sekilde sadelesir

Q = Qg = *Elx,7}).

Bu modelde yaklagiklik hatas1 yoktur, yani e; = ¢,’dir ve farkl yayilim yoktur.

Bu model normalligin dayatilmadigi bir Gauss-Markov modelidir.

Teorem 4.3. Esit yaylimh iid modelinde, L1-L4 sunlar ile saglanir: Qg = 0*E|x,2}]
ve Q = Elzz}), yani V =V, := o?Q~ L.

Ispat. Bu, bir 6nceki sonuc kullanilarak dogrudan cikartilir.
Esit yayiliml iid modeli igin, V’nin varyansmin tutarh bir tahmincisi (direncli

olmayan (non-robust)) su sekilde ifade edilir:

Vo = s3(X'X/n)?
Teorem 4.4. Es yaylimly itd modelinin kosullar: Vo —p Vo oldugunu belirtir.

Ispat. Q! matrisi (X'X/n)! tarafindan X’ X /n % Q ile tutarh olarak tahmin
edilir, bu da BSY ve SET ile saglanir. s? = £’¢/(n — K) oldugunu gosterebiliriz,
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burada & = y — X3dir. X'e/n 2 0 ve X'X/n £ Q kullamlarak su elde edilir

2= 2] B+ 28-8)Y (E)+ B-8) (EX) (B-B)] —p 0%

Ip Ip Ip Ip Ip
o2 0 0 0 Q
(BSY) (OLS) (BSY) (OLS) (BSY)

burada (OLS) ile OLS tahmincisinin tutarlilig kastedilmektedir. Yani, SET ile,
s$(X'X/n) B g2Q7t O,

Yorum: Farkl yayimhlik ile V' # Vy'dir, ve Vj ile kargilagtirildiginda V' daha
biiyiik ya da kiigiik olabilir. Bunun saglandigina dikkat ediniz. Uygulamada, V'
siklikla Vy’dan biiyiiktiir.

4.3. Bagimli Orneklemler. Bircok makroekonomik ve finansal durumlarda zaman
serileri serisel olarak bagimlidir (serially dependent) (yani ¢ iizerinden bagimhdir).
Bunun bazi 6rneklerini diigiinebilirsiniz.

Bagimhilik bircok sekilde modellenebilir. Bazi parametrik modelleri GLS ile
baglantili olarak MIT’de verilen 14.382 dersinde gorebilirsiniz. Burada temel
parametrik olmayan (non-parametric) modelleri tanitacagiz.

Takip eden kisimlarda veriyi su sekilde diigiinebiliriz: z; = (y, 2}),t = 1,...,n
sonsuz bir akim olan {z;} = {z,t = £1, 42, ...}'nin bir alt kiimesidir.

Eger her bir £ > 0 igin (2, ..., z14x) dagilimi (21, ..., 214x) dagihimina esitse, yani
t’yve bagh degilse, {z} duragan (stationary) olarak tammlanmir. Bunun sonucu
olarak, ortalama ve kovaryans duraganligi da elde edilir: E|[z] = E[z] her bir ¢
i¢in ve Elz2;,,] = E[z12],;] her bir ¢ igin.

(a) Karigtirma (Mixing). Karigtirma, donemsel bagimlihg: ifade ederken
kullanilan oldukca matematiksel bir diisiince tarzidir.

{h:} duragan bir siire¢ olsun. £ > 1 i¢in sunu tanimlayn

ar =sup |P(AN B) — P(A)P(B)
AB

burada sup A € o(hg,h_1,h_a,...,) ve B € o(hg, hgt1,...) durumlar iizerinden
hesaplanir. Basit olarak, bu sigma-alanlarii (sigma fields) parantezler igindeki
degiskenler tarafindan olugturulmus bilgi (information) olarak diigiinebiliriz. Eger

k — oo iken oy — 0 ise, {h;} kuvvetli karistirma (strongly mizing) veya alfa
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karistirma (alpha mizing) olarak adlandirihr. Eger veri iid ise, her bir k igin
o = 0’dir.

Karistirma kogulu, birbirinden k zaman birimi ayrilmig veri bloklarinin bagimliliginin
k arttiginda dagilacagimi (azalacagimi) belirtir. Bir ¢ok parametrik modelin baz

diizenlilik (regularity) kogullar1 altinda karigtirma oldugu gosterilmistir.

Onsav 4.3 (Bir Ergodik BSY). Eger {h,} sonlu bir ortalama E[h,) ile duragan

kuvvetli kargtirma ise, o zaman E,[h] —, Elh] dor.

Dikkat ediniz. Bu BSY’nin daha genel bir uyarlamasi Birkhoff ergodik teoremi

olarak adlandirilir.®

Onsav 4.4 (Gordin’in MLT"). Eger {h,} bir kuvvetli duragan karistrma siireci

ise ve E[hy] =0, > 77, ai/(%é) < 00, E||hi|*"° < oo ise, 0 zaman

> hi/v/n =4 N(0,9),
=1
burada

n n—1
—k
Q = lim Var(z hi//n) = lim (Q‘H_Z n
t=1 k=1

n

(ka;,)) = Q0+ Y (D) < oo,

k=1

burada Qg = Ehih} ve ) = Ehih}, dir.

Burada karigtirmanin derecesindeki (rate) kisit ve beklem kogulu kovaryansin
sonlu miktar olan {2’a toplandigini belirtir; agagidaki nota da bakiniz. Bu gergeklesirse,
seriye zayif-bagimh (weakly-dependent) denir.

Kovaryans toplanabilirligini ima eden bir yeterli kogul su sekilde diisiiniilebilir:

k — oo’a giderken, suna sahip olmak yeterlidir
c¢>1igin Q/k~° — 0.

Kovaryanslar 1/k’dan daha hizli azalmahdir. Bu gergeklegmezse, serilerin uzun
hafizaya (long memory) sahip olduklar: stylenir. Finansta kullanilan yiiksek frekansl
veri genelde uzun hafizaya sahip olarak diisiiniiliir; bunun sebebi kovaryansin ¢ok
yavas sekilde azalmasidir. Uzun hafizaya yonelik yanasik kurami burada anlatilan

yanagik kuramindan yeteri kadar farklidir [Referans olarak bakimiz: H. Koul.]

$Bakiniz, orn. http://mathworld.wolfram.com/BirkhoffsErgodicTheorem.html
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Dikkat ediniz. Gordin’in teoreminde, kovaryans toplanabilirligi Ibragimov’un
duragan seriler igin karigtirma egitsizliginden gikartilir (burada skalarlar igin ifade
edilmigtir):

_ 1 1
9] = | Bheher] < 0} T (BPTPIERST, 4=y e (0.1)

p = 2 + ¢ olarak belirlendiginde, kovaryans toplanabilirligi > 7 _ Q4] < oo

karigtirma katsayilar: {izerine konulan kisitlamadan ¢ikartilir.

Teorem 4.5. Varsayalim {(y,x¢)} duragandur, kuvvetli karistirmadir ve L1 ve
L2 gecerlidir. Varsayalim {fzt} = {zyx}} sonlu ortalamaya sahiptir, bu taktirde L3
kosulu QQ = E[z,x}) ile gegerlidir. Varsayalim {h;} = {xe;} Gordin’in kosullarin
saglasin, bu taktirde L4 yukarida belirtilen Q) formu ile gegerlidir.

Ispat: Sonuc 6nceki iki teoremden ve karigtirmanin tanimimdan elde edilir.
Yukaridaki formiil, €2 i¢in su tahminciyi énerir:

L—IL_k .
Q=0+ 7+,
k=1

burada Qo = E,[hhy] = 230 hohl ve Qp = En[hihi,,] = 22 S0 F bk, dir.
Belli teknik kogullar altinda ve budama gecikmesi (truncation lag) iizerinde kosullar
ile, mesela L/n — 0 ve L — oo gibi, tahmincinin tutarh oldugu gosterilmistir.

Vo= Q*IQQ*I tahmincisi yukarida belirtilen formun Q hali ile sikhkla HAC
tahmincisi ("farkli yayilimlh ve kendisiyle ilgilesimli tutarl tahminci," heteroscedasticity
and autocorrelation consistent, HAC) olarak adlandirlmigtir. Bazi diizenlilik
(regularity) kosullar ile, tahminci gercekten de tutarhdir. Bu kogullar ve ispat
i¢in, bakiniz Newey and West caligmasi.

(b) Martingale fark dizileri (MFD, Martingale difference sequences,
MDS). Veri zamansal olarak bagimh olabilir ama kovaryanslar €, yine de sifir
olabilirler ("hepsi gegirgen" (all-pass) serileri); sonucta yukaridaki €2 sadelegerek 2y
olur. MFD bunun gergeklesmesinin bir érnegidir. MFD akilc1 beklentiler (rational
expectations) ile (Hansen and Singleton’a bakiniz) ve ayni zamanda etkin piyasa
hipotezi (efficient market hypothesis) ile (Fama’ya bakimz) baglantih olarak da
onemlidirler. Referans olarak detayli bir ders kitabi olan H. White, Asymptotic
Theory for Econometricians’a bakiniz.
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2z;'nin bir eleman1 h; olsun ve I; = o(z, z;_1, ...) olsun. { h; } siireci, eger E[h;|I;,_1] =
hi_1 ise, I; 1 siizmesine (filtration) bagh olarak bir martingale’dir. {h;} siireci,
eger Elhi|I;—1] = 0 ise, I;_; siizmesine bagh olarak bir martingale fark dizisidir
(difference sequence).
Ornek. Hall'm karesel fayda ve akilc1 beklentiler ile olusturdugu temsili tiiketici
modelinde suna sahibiz
Ely|1,-1] = 0,

burada y; = ¢; — ¢;_1 ’dir ve [; ise t doneminde mevcut olan bilgidir. Yani, akilci
ve en iyileme (optimization) hedefleyen bir tiiketici bugiinkii tiiketim miktarimi
takip eden donemlerdeki tiiketimin ortalamasinda degisiklik olmayacag1 beklentisi
ile olusturur.

Onsav 4.5 (Billingsley’in Martingale MLT’1). {h,} duragan ve kuvvetli karistirmals
bir martingale fark dizisi olsun ve Q = E[h;h;] sonlu olsun. Bu durumda /nE,[h;] —q4
N(0,Q) “dur.

Bu teorem sezgisel (intuitive) olarak manahdir, ¢iinkii h,’ler 6zdes dagilimhidir ve
ilgilesimsizdirler. Aslinda, k > 1igin E[hh,_,] = E[E[hh,_|Li—i]] = E[E[h|Li—k]b_y] =
0’dur, giinkii E[hy|l;_x] = E[E[h|I;-1]|1;—x] = 0’dir. McLeish bu teoremin giizel

bir genellegtirmesini yapmigtir.

Teorem 4.6. Varsayalim {(y,x¢)} serisi duragan ve kuvvetli karistirma olsun.
Ayrica, varsayalim (a) e, = yy—x)8, I, 1 = o((e;—1, x¢)', (€1—2,24-1)', ...) stizmesine
bagly bir martingale fark dizisi olsun, yani Ele;|I;_1] = 0, (b) Q = FElelx,x}]
sonlu olsun, ve (¢) Q = E[x;z}] sonlu ve tam kerte olsun. Bu durumda L1-Lj
yukarida tanemlanan Q ve Q ile gegerlidir. Bu sebeple, Oneriler 1-3%in sonuclar

da gecerlidir.

Ispat. Sunu biliyoruz: Elei|z;] = E[E[es|l;_1]|x:] = 0, bu da L1 ve L2’yi ima
eder. Sunu Ergodik BSY ile biliyoruz: E,[z:x}] —, Q = E[z:x}], bu da L3’i
saglar. Q = E[e?z;x}] ile Martingale MLT den /nFE, [e;z;] —4 N(0,9) oldugunu
biliyoruz, bu da L4’ saglar. [

Aciklama 4.1. IID durumunda oldugu gibi ) ve Q i¢in ayni tahminciyi
kullanabiliriz

~

Q = E,[e%x,)], Q= Ey,[x,x)].
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Qi tutarbli daha énce oldugu gibi El||z,||Y] < oo varsayema ile saglanwr. Ispat

da daha oncesi ile aymidir, sadece iid veri igin her zamanki BSY yerine Ergodik
BSY kullanilmaldir. Q i tutarbibg da ergodik BSY’den elde edilir.
Ornek. Hall'm 6rneginde,

Ely, — x;ﬁomt] =0,

bu £, = 0 ve bilgi setine ¢ — 1 zamaninda dahil olan ve herhangi bir degiskeni

temsil eden z; icin gegerlidir. Hall’in hipotezi ile,

V(B = 8y) =a N(0,V), V=Q7'0Q™", =0
burada Q = Ely’zz}] ve Q = FExur)’dir. Sonrasinda, Hall'm hipotezi Wald

istatistigi kullanilarak sianabilir:

W = V(B = oY V='v/n(B = Bo),
burada, yukarida tanimlanan Q ve @ icin V= @flﬁéfl’dir.



