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Onerme 1 (Neyman-Pearson Lemma). fa’ya karsi fo'in testinde (her iki Ho ve Ha basit
hipotezdir), kritik bolge
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- falx)
herhangi bir k > 0 tercihinde en gucludur.

k seciminin testin belirtilen guvenirlik dizeyi o’'ya bagh oldugunu not ediniz. Bu, eger X1,
..., Xy Orneklemi igin asagidaki olabilirlik orani dusuk ise, en guclu test ret eder
anlamina gelir.
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Yani, veri buyUk bir olasilikla Ha altinda olusmustur.
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Neyman-Pearson Lemma’da dogrudan verilen en gugli test, 6érnek uzayda her x
noktasinda (burada integraller gok boyutludur, yani tipik olarak x € R" ) buyuklik

o= P(ret |[Hy) = folx)dx
JOE)

ve guc

1-4= P:‘ ret H_1 1= f.l :;x::,_fx
JONE)

arasindaki degis-tokusu c¢ozer. o ve 1- B ifadelerinden olabilirlik orani %’in kritik
A

bdlgeye x eklemenin “fiyati’ni Cyx bélgesinden bir nokta eklemenin gugteki kazanimina
nispetten o cinsinden ne kadar “6deyecegimiz”i verdigini gorebiliriz.

Dolaysiyla, “en ucuz” —yani kuguk olabilirlik oranina sahip- x noktalarini ekleyerek kritik
bolgeler olusturmaya baslamaliyiz. O zaman, olabilirik oranina goére siralanmis x
degerlerinden asagi dogru gideriz ve o’nin bayuklugu istenilen dizeye ininceye kadar
nokta se¢gmeye devam ederiz.

Ornek 1. Bir sanik (D) kapkaggiliktan mahkemededir. Mahkim etmek igin, jiiri %95
olasilikla kararin dogru olduguna inanmak zorundadir.



Savcinin ortaya koyabilecedi veya koyamayacagi (i¢ parca potansiyel kanit vardir. Bir
durugmada jiri kendisine gésterilen (i¢ parcadan sadece birine dayanarak mahkimiyet
karari verir. Asagidakiler potansiyel kanit parcgalaridir, karsilikli  bagimsizlik
varsayillmistir. Tabloda ayrica sanigin suglu oldugu veri iken her pargcanin incelenmesi
olasiligi ile sanigin suglu olmadigi veri iken her parganin incelenmesi olasiligi da
verilmigtir.

suclu sugsuz  olabilirlik orani

1. D polisin geldigini gorunce kacar 0.6 0.3 1/2

2. D sug¢ islendiginde baska yerde oldugunu 0.9 03 1/3
kanitlayamaz (mazeret)

3. D’nin evininin yakininda bos ¢anta bulunur 0.4 0.1 1/4

Neyman-Pearson gosterimine gére, x kanit pargalarinin 2° olasi kombinasyonlarindan
herhangi birisi olabilir. Bagimsizlik varsayimini kullanarak, bdtin ipuglarinin
kombinasyonlarini, her bir ipucunun her hipotez altindaki ilgili olabilirliklerini ve ilgili
olabilirlik oranlarini listeleyebiliriz. Listeyi (glinclii kolondaki olabilirlik oranina gére
siraladim. Son kolona siralanmig x kombinasyon listesine gére birikimli toplami ekledim:

alk) = E - folx)

rixi<k

Olabilirlik Orani
Suclu fa(x) | Sugsuz(fo(x) (x) = JSo(x) o(K)
falx)

1. | her g ipucu 216/1000 9/1000 0.0417 9/1000
2. | mazeret, bulunan ¢anta | 144/1000 21/1000 0.1458 30/1000
3. | kacgig, mazeret 324/1000 81/1000 0.25 111/1000
4. | mazeret 216/1000 189/1000 0.875 300/1000
5. | kagis, bulunan ¢anta 24/1000 21/1000 0.875 321/1000
6. | bulunan canta 16/1000 49/1000 3.0625 370/1000
7. | kacgis 36/1000 189/1000 5.25 559/1000
8. | hichirisi 24/1000 441/1000 18.375 1

Jiri, %5’ten daha dlslk olasilikli yanlis mahkamiyete kargin (yani sanik masum ise),
eger dogru ise en az %95 glvenilirlikle mahkamiyet karari verir. Hipotez testi
terminolojisine gbre, mahkamiyet karari, o = %5 buyldkligindeki en glcgli testi
kullanarak sanigin masum oldugu bog hipotezinin ret edilmesi ile ilintilidir.

Son kolondaki a(k) degerlerine bakinca, ilk iki kanittin kombinasyondan fazla kanit
eklemek yanlis mahkdamiyet olasiligi o’yi %5ten fazla artirdigini okuyabiliyoruz.
Dolaysiyla, jiri suglunun polisi gérdiginde kagip kagmamasina bakmadan, baska



yerde oldugunu ispatlamamasindan ve evinin yakininda bulunan g¢antadan 6tiirti sanigi
mahkam etmelidir. Prensip olarak, jiri, ilaveten, sanigin kacigini, bulundugu yeri

ispatlamamayi ve g¢antanin bulunmamasini rasgele belirleyebilir (3. durum): Eger bu

20 zi olasilikla mahkum etmis olsaydi, yanlis mahkumiyetin

. 50+
durumda jari sanigi ”

olasiligi tam olarak %5 olurdu, fakat bu muhtemelen hukuk sistemi tarafinda kabul
edilebilir bir uygulama olmazd..

1. Testlerin Olusturulmasi

Genel olarak, optimal bir testin nasil olusturulmasi gerektigi sorusunun dogrudan bir
cevabl yoktur. Neyman-Pearson Lemma bir basit hipotezin digerine karsi test
edilmesinin en guclu testi icin basit bir recete vermektedir, fakat gercek dinya
uygulamalarinin gogunda alternatif hipotez bilesiktir. Asagidaki Oneriler her zaman
tartismasiz ¢ok gucli bir test vermeyen (bazen var bile olmayan) ama genellikle kabul
edilebilir sonuglar doguran iglemler listesidir.

1. Her her iki Ho ve Hp basit ise, Neyman Pearson Lemma bize asagidaki gibi bir
istatistik olusturmamizi

vﬁ]lf'_‘{jl

T(x)=——
AlX)
ve uygun sekilde secilmis bazi K'ler icin eger T(X) > k ise ret etmemizi sdyler(genellikle

k, testin buyuklugu kesin o olacak sekilde segilir). Bu test ayni zamanda olabilirlik orani
testi (LRT) olarak ta adlandirilir.

2. efer Ho : © = B basit ve Ha : 8 € 0 bilesik ve 2- tarafli ise, bir 8 tahmin edici
kullanarak 0 icin 1 — olik glven arahdr [A(X), B(X)] (genellikle simetrik)
olusturabiliriz. Sonra eder 6y € [A(X), B(X)] ise ret ederiz. Bu bize Hp icin o
blyuklugunde bir test verir.

3. eger Hp: 06 =06gbasittve Hp : 6 € g bilesik ve tek-tarafli ise, 8 icin simmetrik 1 —
2a’hk guven araligi olusturabiliriz ve sadece eger bos hipotez degeri guven
araliginin diginda ise ve ilgili a buyUkligina elde etmek igin ilgili kuyrukta ise ret

ederiz.
4. yaHp:0 € 0pyadaHa: 0 € 0y (ya da her ikisi) bilesik ise, asagidaki istatistigi
tanimla
Tix) — _ MaXoee, L(f) maxpce, f(x|0)
T maxg, a,ue, L(f) a maXgeo ,ue, f(x]0)

ve uygun sekilde secilmis bazi K'ler icin eger T(X) > k ise ret et. Bu tir testler
genellestiriimis olabilirlik orani testi (GLRT) olarak adlandirilir.



Son durumu daha énce tartismadigimiz i¢in, bazi agiklamalar yapmak gerekecek:

e test akla uygundur ¢lnku, eger veri Hy'I desteklemezse T(X) kiigik olma egilimde
olacaktir.

e yogunluklar her zaman pozitiftir, bu nedenle istatistik O ile 1 arasinda olacaktir
(cinkl Uzerinde yogunlugu maksimize ettiimiz paydaki kime, Uzerinde
yogunlugu maksimize ettigimiz paydadaki kiimeyi icerdigi igin)

e bos hipotez altindaki test istatistigin kesin dagilimini bilmemiz gerekir, boylece
uygun bir kritik deger K'yi bulabiliriz. Dagilimlarin ¢ogu igin, onu buylk
orneklemlerle elde ederiz:

-2logT(X) ~ x5
burada p = dim(©¢ U 04) — dim(Qo).

e GLRT LRTnin optimal 6zeligini paylasmak zorunda degildir, dogrusu bilesik
alternatif hipotezli bu kurulumda, tartismasiz c¢ok gugli test genellikle var
olmayabilir de.

2. Ornekler

Ornek 2. Varsayalim ki dogum sirasinda bebeklerin agirligi (pound cinsinden) X ~ N(7,
1)’e gére dagilmaktadir. Diyelim ki eger bir dogum uzmani bebek bekleyen bir anneye
zayif bir diyet énerisinde bulunsaydi, bu éneri bebegin ortalamadan 1 pound daha hafif
(fakat ayni varyansa sahip) dogmasina sebep olurdu. Canli dogan 10 Kkisilik bir

orneklem icin, X19 = 6.2’yi gbézlemleriz.

e Dogum uzmani kétiu bneride bulunmuyor bog hipotezine karsi kéti bneride
bulunuyor alternatif hipotezi igcin %5’lik bir testi nasil olustururuz? Elimizde
Ho: u=7ye kargi Hy : u=6

var.

Normal dadilim igin, bu basit testi sadece érmeklem ortalamasina, X0, dayandirmanin
daha optimal oldugunu géstermistik, yani T(x) = X10. Ho altinda, X1o ~ N(7, 0.1) ve Ha
altinda X1 ~ N(6, 0.1)’dir. Eger X10 < k ise test ret eder. Bu nedenle test biiytikliigii %5
olacak sekilde k'’yi segmeliyiz, yani



0.05=PX,y<klp=7)=2 (LI G I:)

burada @(.) standart normal c.d.f.dir. Bu nedenle asagidaki denklemin tersini alarak K'yi
elde ederiz

k=7+vV00I® ' (0.05) = 7T — —— =~ 6.48

Bundan 6tiiril, X1o = 6.2 < 6.48 = k oldugu icin ret ederiz.
e Bu testin gicu nedir?

645 — 6 ; e
PXyy<648u=6)=2> ( N ) = P(1.518) == 93.55%7
V0.

e Varsayalim ki gicli en az %99 olan bir test istiyoruz, gbézlemlemek zorunda
oldugumuz yeni dogan bebek sayisi n en az ne kadar olmalidir? n ile degisecek

tek sey 6rneklemin varyansidir, bu nedenle bu 6érnegin birinci béldimdinden, kritik

deger kn = 7 — %’oldugunu buluruz, diger taraftan X,’e dayall testin giicii ve

kritik deger k, asagidaki ile verilir:

1 —3=P(X, < kn|p=6) = (vn— 1.645)

1 — = 0.99 olarak ayarlayinca su kosullu elde ederiz:
Vi — 1.645 = 1(0.90) = 2.326 = n = 3.071% =~ 15.77

Bu tir glic hesaplamalari genellikle bir istatistiki deney veya bir anket c¢alismasi
planlandiginda yapilir — érnegin, belli bir ilacin buydkliginiin etkisini aragtirmak igin bir
ilag testinde kac tane hasta kullanacagimizi belirlemek gibi. Cok sayida kisi lzerinde
calismak veya anket yapmak ¢ogu zaman maliyetlidir, bu nedenle yeterince buyuk bir
olasilikla anlamli degisiklikleri bulabilmek igin bir deneyin bulyliklliginin ne olmasi
gerektigini 6nceden bilmek isteriz.

Ornek 3. Varsayalim ki énceki 6rnedin kurulumuna oldugu gibi sahibiz, fakat varyansi
bilmiyoruz. Onun yerine, S? = 1.5 gibi bir tahminimiz var. Testi nasil yapardiniz? Daha
Once tartigtigimiz gibi,




istatistigi, eger gercek ortalama uy ise n -1 serbestlik dereceli bir 6grenci t-dagilimidir.
Dolaysiyla eger asagidaki kosul saglanirsa, Ho’ 1 ret ederiz.

T = " "7 b (5%)
S/4/10 ‘
, , _ 08
Problemde verilen rakamlari yerine koyarsak, T = - Tisao S 2.066 olur. Bu da tg(0.05)

= -1.83ten kiigUktlir.

Ornek 4. X; ~ Bernoulli(p), i = 1,2,3, olsun. Yamuk bir parayi birbirinden bagimsiz olarak
li¢ kere firlatiyoruz ve eder tura gelirse X; = 17dir, diger durumda X; = 0dir. Hx : p = 2/3%e
karsi Hy : p = 1/30 test etmek istiyoruz. Her iki test basit oldugu igin, olabilirlik oran
testini kullanabiliriz,

-y . ."I..[ ’ ]—.."I..! x -3 -
T — fol X) — l_[z';=| H} (%1}' _ P3-37, Xe —93-2%2 X,
i Y k oy A — X3 a% 3 X, -
falX) I (3) H}] 224 X

Bu nedenle eger asagidaki kosul gergeklegirse ret ederiz.

3
232 N s ke (3 -2 Z Xi)log2 < logk
i=1

burada X5 > = —222%ve eittir. k'yi belirlemek icin, Ho ve Ha altinda X 'in olasi biitiin

2 6log2
degerlerini ve olasiliklarini listeleyelim:

gl

3 Ho altinda olasililc Ha altinda olasililc Ho altinda hirilcimli olasihilc
1 55 = o=
> 4 15 4
it 13 il 14
3 27 a7 2
=
0 = L 1

Boylece eger testin blylikliginin o = 1/27’ye egit olmasini arzuluyorsak, sadece ve
sadece X3 > 2/3 ise ret edebilirdik. Ayni sonucu doguracak sekilde k = 2/3’(i segebiliriz.
Bu testin glciu suna egittir:

] ]
i



Ornek 5. Varsayalim ki asagidaki fonksiyon tarafindan tiiretilmig bir tek gézlemimiz var,

D 5] <o 11 D __ P a P i
folz) = { =1 eger 0 < ¢ < 1 1se vada fy(x) = { 2 — 2 eger 0 < x <1 ise

0 diger biitiin durumlarda 0 diger biitiin durumlarda

e «a + ftoplamini minimize eden test prosedlirini bulunuz — eger X = 0.6 ise ret
eder miyiz? Sadece bir X gbzlemimiz oldugu igin, X cinsinden kritik bblgeyi
olusturmak ¢ok karmagik degildir, bazi ileri duzeyde istatistikleri bulmaya
calismak ¢ok sey kazandirmayacaktir (ancak Neyman-Pearson burada ise
yarayabilir). Yogunluk grafigine bakarak, k kritik degerlerinde kiictiik X degerleri
icin testin ret etmesi gerektigi konusunda ikna olabiliriz. Tip | ve Tip II'nin
olasiliklari, sirasiyla, 0 < k < 1 icin séyledir,

ke
alk) =P ret |Hy) = / 2odr = k2

J0

ve
]
B(k)=P( retetme |Ha)= / (2—2r)dr=2(1-k)—-1+ B2 =1-— k(2 —F)
Jk

Bu nedenle, k lizerinden hata olasiliklarini minimize ederiz.

11'1;11{(.1[1'] + B(k)} = uiiu‘{.lc2 +1—-k(2—-k)} = 11‘?11{2:&13 + 1 — 2k}
Minimize edilmis terimin tirevin alip sifira egitlersek,

1
”:—IL—E*iﬂ:—

[

Dolaysiyla, eger X < 1/2 ise ret etmeliyiz ve a=p = 1/4’tiir. Ancak, X = 0.6 igin Hy’l
Ozelikle ret etmiyoruz.

e Bltun testler arasinda o < 0.1 gibi, en kuguk g degerli testi bul. g nedir? X = 0.4
olsa ret eder miydiniz? — once k icin (k) = 0.1’ ¢bzeriz. Yukaridaki formdilii

kullanarak, k = /0.1 olur. Dolaysiyla,

B(k)=1—2k+ k% =1.1- 201~ 46.75%

k=+0.1 #0.316 < 0.4 oldugu igin, X = 0.4 igin Hy'1 ret etmeyiz.



Ornek 6. X gegiskeni X; ~ U[0, 8] dagilimhidir ve varsayalim ki bir i.i.d. érneklem Xy, ...,
Xn'i gozlemledik ve asagidakini test etmek istiyoruz

Hy: 0 =6,

_H_.-i o, # H[]. fl >0

iki secenegimiz var: 0 icin bir 1- o’'lk glven araligini olusturabiliriz ve eger 6’
kapsamazsa ret ederiz. Diger bir segenek olarak, bir GLRT testi olusturabiliriz

L{to)

r= maxger, L(0)

Olabilirlik fonksiyonu asagidaki ile verilir:

1l [y m i ) _ .
_ I I _ _ (—]' eger 0< X, <#H,i=1,..., n ise
L) = ) 1fk (X:l0) = { U”' diger biitiin durumlarda

T’nin payl maksimize edici Uzerinden hesaplanan olabilirlik ile elde edilir. Bu maksimum
olabilirlik tahmin edicidir, Oy = Xm = max{ Xu, ..., Xy }, yani

. l ™
52@1’2(9] = L(OyLe) = (X:nj)

Dolaysiyla

T — L{H[}] _ (X:n]l)n

maxger, L(#) fo

Test buyuklugund arzulanan duzeye esitleyen istatistigin kritik degeri k’yi bulmak igin, 6
=6y bos hipotezi altindaki dagilimi bilmek zorundayiz — bunun igin sira istatistigi
bolimine bakmamiz gerekebilir.

Bir dip not olarak, daha 6nce blyuk n’ler i¢in, bos hipotez altinda GLRT nin bir ki-kare,
x%, dagilimi oldugunu sdyledigimiz halde, bu érnek icin bunun dogru olmadi§i anlasiliyor
cunku gercek parametre degerinde yogunluk surekli degildir.



