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1. Tahmin Edicinin Ozelikleri (devam)

1.1. Standart Hata

Sik sik tahmin edicinin kesin dogrulugu hakkinda da ifadeler gelistirmek isteriz —
tahminin degerini her zaman ortaya koyabilirizz, fakat onun gercekten de gercek
parametreye yakin oldugundan ne kadar eminiz?

Tanim 1. Bir tahminin standart hatasi (@), tahmin edicinin standart sapmasidir (ya da
tahmin edilmis standart sapmasi). Séyle gdsterilir:

SE(0) = \/ Var(0(X1,..., X))

Bir tahmin edicinin bir rasgele degiskenin fonksiyonu oldugunu hatirlamaniz gerekiyor
ve bu nedenle bu rasgele degisken icin beklenen dederi, varyansi ve diger momentleri
hesaplayabiliriz.

Ornek 1. Bir i.i.d. olan érneklem Xa, ..., Xy'in ortalamasi X, dir, burada Var(X;) = a2 ¢?/n
varyansina sahiptir. Dolaysiyla standart hata

Eger a2’ bilmiyorsak, tahmin edilmis standart hatayi hesaplariz
a
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JS‘.}L-I(X”] —
y

Standart hata tahminlerin dogrulugunu karsilastirmanin bir yoludur ve agik¢ga daha
diglik standart hatali/varyansli tahmin ediciyi tercih ederiz.



Tanim 2. Eger O, ve 03 6 icin sapmasiz tahmin ediciler ise, yani Ea[04a] = Eao[fg] = 60, 0
zaman eder asadidaki kosul saglanirsa 6, nispetten 9g’ye gére daha etkindir deriz:

Var(fg) > Var( 04 )

Bazen tiim tahmin edicilere, ® = {#;. 0, ,...}, bakariz ve tim ©’lar arasinda eger 8, en
dusuk varyansa sahip ise etkindir deriz.

Ornek 2. Varsayalim ki X ile Y iki farkli Matematik sinavinin notlaridir. Siz bir gegit
‘matematik yetenegi” ile ilgileniyorsunuz ve iki notta gurultiludir (muhtemelen iki not
arasinda korelasyon vardir), ayrica E[X] = E[Y] = g Var(X) = ox% Var(Y) = & ve
Cov(X,Y) = oxy. Bir tek élgim kullanmak yerine, ikisini agirliklandirilmis ortalama pX +
(2 — p)Y ile birlestirmeye karar verdiniz. Bu agirliklandirilmis ortalamanin beklenen
degeri nedir? p’nin hangi degeri agirliklandirilmig ortalamanin varyansini minimize
eder? Bunu sadece iki gozlemli bir 6rneklem kullanarak gyl tahmin etmek istedigimiz
bir tahmin problemi olarak yorumlayabiliriz. Biitiin X ve Y agirliklandirilmis ortalamalari

uoldugu igin, etkin tahmin ediciyi bulmaya c¢alisacagiz.
Rasgele degiskenlerin toplaminin varyansinin formdiliinden
Var(pX + (1 —p)Y) = p’o% + 2p(1 — ploxy + (1 — p)ot
elde ederiz. Optimal p’yi bulmak igin, birinci tirevi sifira egitleriz, yani
0=2po% +2(1 —2p)oxy —2(1 — p)oi

p icin ¢bziince, varsayalim ki ox’+ o >2 oxy varsayimi altinda (bunun lokal bir
minimum igin yeterli bir kosul olduguna dikkate diniz), asagidakini elde ederiz

o2 — oy Var(Y) — Cov(X,Y) Cov(Y — X,Y)

1 .} = ] 5] — - F - — - R s -

P =52 “2oyy +ob Var(Y — X)) Var(Y — X)
o}

Eger X ile Y arasinda korelasyon yoksa, etkin tahmin edici X Uzerine p* = ——
ox+oy

agriligini koyar. Bu agirlik, nispeten Y’nin varyansina gére X’in daha dlislik varyans
degerleri igin daha buiytik degerler alir.



2. Tahmin Edici Olusturma Yontemleri

2.1. Momentler Yontemi

Bu yontem1894’te Britanyali istatistikgi Karl Pearson tarafindan onerildi: varsayalim ki
bir dagihmin k kadar parametresini tahmin etmek zorundayiz. O zaman, verinin ilk k
orneklem momentlerine bakmaliyiz,

i=1

ve dadilima goére hesaplanan bir parametre degeri veri iken, onlari ilgili Kkitle
momentlerine egitlemeliyiz.

rul[f;'] = IE{;:X-;_:E [ rf;;{;r;ﬂjlz'ﬂ;r

O

() = ]E{;:X_f"]E/ x* fx (x|@)dx

O zaman momentler yéntemi (MoM) tahmin edicisi # agsadidaki denklem ¢oziilerek elde
edilebilir. Butun 6’lar icin

(0= X3 j=1,..., k
Ornek 3. Varsayalim ki Xy, ....,X, parametresi, A, bilinmeyen bir Poisson dagiimindan,

X ~ P(A) elde edilen bir i.i.d. drneklemdir. Dagilimin sadece bir bilinmeyen parametresi
vardir ve birinci kitle momenti asagidaki ile verilir:

p1(A) =E\[X] = A

Dolayisiyla MoM tahmin edicisi séyledir:



A= }L X;
H(A) ?rz

i—=1

Eger gerekenden fazla moment kullanarak parametreleri tahmin edersek ne olur? —
Poisson dagilimi i¢in ayrica sunu da biliyoruz:

EA[X?] = Vary(X) + EA[X]? = A+ A

Ornek 4. Bir ¢ift Ustel rasgele degiskenini p.d.f.si
1 —A|ly—p
fr(y) = 5re™™

o halde iki parametre (4, w)’yi tahmin etmek zorundayiz. Bir istatistik kitabina bakinca
sunu buluruz

2
e

)

EY]=p E[Y? =Var(Y)+E[Y]?=

boylece momentler yonteminin tahmin edicisi asagidakini ¢bzer.

Y = |

S 2

Y2 = =+
),l_

O halde (1, p) icin ¢6ziince asadidaki, elde edlilir:

=¥, A=va(7oy)

2.2. Maksimum Olabilirlik Tahmini

Momentler yontemi sadece segili sayida kitle momentini érneklemdeki karsiliklari ile
eslestirmeye calisirken, ayri bir segenek olarak mumkin oldugunca en iyi sekilde
orneklem dagilimini bir butin olarak kitle dagilimiyla eglestiren bir tahmin edici
geligtirebiliriz. Bu, parametre 6’nin maksimum olabilirlik tahmin edicisinin yaptig1 seydir.
S6z konusu parametre, kabaca sOylemek gerekirse, “blyuk ihtimalle” gdzlemlenen
orneklemi ortaya ¢ikaran degerdir:



Varsayalim ki bir i.i.d. olan bir Yy, ..., Y, érneklemimiz var. Y’nin p.d.f.si parametre 6’ya
kadar bilinen fy(y|0) ile veriliyor. Maksimum olabilirlik tahmin edicisi( MLE) 6’nin altindaki
verinin bilesik p.d.f.sini maksimize eden &’nin bir fonksiyonudur.

Daha spesifik olmak gerekirse, 6rneklemin olabilirligini agagidaki gibi tanimlariz:
I
L(O) = fys.-- . yml®) = ][ £(2il6)
i=1

Genellikle olabilirlik fonksiyonun logaritmasini maksimize etmek ¢ok daha kolaydir.
n
L(0) = log(L(0)) = Y _ log f(y:]0)
i=1

Logaritma kesin artan bir fonksiyon oldugu icin, £(8) ve L(06)nin ayni degerlerde
maksimize olacagini not ediniz.

Onerme 1. Parametre &,'da log- olabilirliginin beklenen degeri
Eo, [L(6)] = E[log f(Y]6)]

ile gercek parametre &,’da maksimize olur.

ISPAT: zerinde beklenen degeri hesapladigimiz gercek yogunluk fy(y|8) oldugdu igin,
Jensen Esitsizligini kullanarak butin 6 dederleri icin Ego[L(Y[0) — L(Y]|80)] < 0 ve
log(.)’nin konkav oldugunu gosterebiliriz.

Eg[L(Y|0) — L(Y|60)] = Eg,[log f(Y'|6) —log f(Y|fg)] = Eq, [lﬁ'!—? ( fﬂ: — ﬂ
f(Yl]bo)

f{yIHJD ( > flyld) )
< log | Eg, = log F(yl6o)d:
- ( ’ [.f{ylﬂ{]} %\ — o fly]6g) f(ylfo)dy

= log (/ fly H}a’y) =log(1) =0

burada f(y|08) bir yogunluk oldugu i¢in, integrali 1°dir. Bundan 6ttra batin 6 degerleri igin
Eeo[L(Y] 80)] = Eeo[L(Y]0)] oldugundan, s6z konusu 6, fonksiyonu maksimize eder.

Blylk Sayilar Kanununa gore, i.i.d. olan bir 6rneklem igin log-olabilirlik soyledir:

3" log /(Yil6) % Ellog /(Y]6)
i=1



Dolaysiyla, i.i.d olan buyuk orneklemlerin log olabilirligini maksimize etmenin bize 6¢'e
“yakin” bir parametre verecegini dugunebiliriz.

Ornek 5. Varsayalim ki X ~ N(uo, ov®)dir ve bir i.i.d. 6rneklem Xy, ..., X,’den y ve o2
parametrelerini tahmin etmek istiyoruz. Olabilirlik fonksiyonu séyledir:

T

n
) J_ _|.:=..":-—J!-:I
log £(0) = E:Iug{ﬁ?_’ e ET }

Maksimumu bulmak icin, u ve o?ye gére tiirevleri alip sifira egitleriz:

T

1
:—E ) == — X;
i
i—=1

i=1

Ayni sekilde,

Halihazirda, bu tahmin edicinin oy? igin sapmasiz olmadigini gosterdigimizi hatirlayiniz,
bu nedenle genel olarak Maksimum Olabilirlik Tahmin Edicileri sapmasiz olmak zorunda
degildir.

Ornek 6. Uniform dagiimli érnege geri dénelim: varsayalim ki X; ~ U[0, 8]dir ve &nin
tahmini ile ilgileniyoruz. Momentler yéntemi tahmin edicisi igin asagidakini gorebilirsiniz,

,!.!1{'6" IE‘.{; [X] 3

bdylece bunu 6rneklem ortalamasina esitleyerek asagidakini elde ederiz:



Orrons = 2X,,

Maksimum olabilirlik tahmin edicisi nedir? Acik¢asi, biz herhangi bir 8 < max { Xy, ...,
Xn } almayacadiz ¢iinkii 8°dan biyik gerceklesmis bir drneklemin 8 altinda sifir olasiligi
vardir. Bigimsel olarak, olabilirlik

Loy { ()"t 0<X,<O s i=1...n ke
) 0 diger biitin durumlarda

6 < max { Xy, ..., Xn }nin herhangi bir degeri maksimumu olamaz c¢inki batin o
noktalarda L(68)’in sifir oldugunu gérebiliriz. Ayni zamanda, 8 > max { Xy, ..., X, }igin
olabilirlik fonksiyonu &'da kesin azalandir ve bu nedenle asagida ifade edildigi gibi
maksimumdur

é_n,“if.; — lllﬂ}:{X] ..... X,;._}

1 olasilikla X; < 8o oldugu i¢in, maksimum olabilirlik tahmin edicisi de 1 olasilikla 6,'dan
diistik olacaktir, béylece sapmasiz degildir. Daha da agik olmak gerekirse, Xu)in p.d.f.si
asagidaki gibi verilir:

n—1
n 1 w = & - .
f.‘{;,,;.(,f}'} _ T?[F_‘{[,!,f}]”'_lf_&; lfj} _ { o (——) eger () < y < fy ise
0 diger biitiin durumlarda

Boylece,

. > SN n
—*-[X:n.:l]:/ !;f.&;.;..;.(!;}ffﬁf=£ "\ o dy = ”__1'5’[}

Cok kolay bir sekilde bir sapmasiz tahmin edici, 0 = "T“X(n), olusgturabiliriz.

2.3. MLE’nin Ozellikleri

Asagidakiler sadece MLE icin elde edilen temel teorik sonuglarin 6zetidir(bu agsamada
ispatlari yapmayacagiz):

e Tutarl tahmin ediciler grubunda etkin bir tahmin edici varsa, MLE onu olusturur.
e Belli diizenleyici kosullar altinda, MLE asimptotik olarak normal dagilim olabilir
(bu esas itibariyle Merkezi Limit Teoreminin bir uygulamasindan gelmektedir).

Maksimum olabilirlik her zaman yapilmasi gereken en iyi sey mi? Hayir



e sapmali olabilir
e genellikle hesaplanmasi zordur
o ilgili dagihm ile ilgili yanhs varsayimlara karsi ¢cok hassas olabilir.



