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1. Kosullu Beklenen Degerler

Ornek 1. Her sene, bir firmanin AR-GE bolumii rasgele bir suire¢ sonucunda X kadar
bulug tretmektedir, burada E|X| = 2 ve Var(X) = 2'dir. Her bulus p = 0.2 olasilikla ticari
bir bagari gbsterecektir (bagimsizlik varsayalim). Bir yil icerisindeki ticari basari sayisini
S ile gbsterelim. Bir yil igerisinde X = x bulug sayisina kosullanmis S’nin ortalamasinin S
~ B(x, p) = xp oldugunu bildigimiz igin, buluglarin ortalama olarak xp kadarinin bagarili
olmasi gerekir.

Y veriyken X’in kosullu beklenen degeri kosullu p.d.fden elde edilen X’in beklenen
degeridir:

Tanim 1.

IE'}f'|X] _ Z_u E)rIII"J’ X lf;" X:I eger Y kesikli ise

- o ufyx (y|X)dy  eger Y sirekliise
fyix(y|X) rasgele degisken X'i kendi argimani olarak tasidigi igin, kosullu beklenen
degerin de ayni zamanda rasgele bir degisken oldugunu not ediniz. Ancak, X’in belli bir
degeri veriyken, Y’nin kosullu beklenen degerini de tanimayabiliriz

E[Y|X = 2] = 2y ¥fvix(ylx)  eger Y kesiliise

| ufyvix(ylx Jdy  eger Y sirekdiise
burada kosullu yogunluk tanimlandigi stirece bu herhangi bir verili x degeri i¢in sadece
bir sayidir.

Hesaplamalar tam olarak énceki gibi yapildigi igin (tek fark simdi kogsullu dagilim
Uzerinden integral aliyoruz), sayisal bir 6rnek yapmayacagiz (problem seti igin sadece
tanimi uygulayiniz). Bunun yerine, kosullu ve kosulsuz érnekler arasindaki farki
gostermek icin daha kalitatif drnekleri tartisalim.



Ornek 2 (“Limon” Piyasasi). Asadidaki ekonomist George Akerlofun meshur
kullanilmis araba piyasasi modelinin basitlegtiriimis bir versiyonudur. Varsayalim ki (g
tir X kullanilmis araba vardir: mikemmel durumdaki arabalar (karpuzlar), orta kalite
arabalar (istatistiksel manada kesinlik ifade eden “ortalama” degil), ve c¢ok Kkotii
durumdaki arabalar (limonlar). Her tiir araba egit frekansa sahiptir, yani

P(“limon”) = P(“orta”) = P(*karpuz”) = 1/3

Satici ve bir alici her bir araba tirl igin, sirasiyla Ys ve Yg, kadar asagida verilen
degerleri bigiyorlar:

Tar Satici Alici
Limon 5000 6000

Orta 6000 10000
Karpuz 10000 11000

lik dikkat edilmesi gereken sey, her araba gesidi igin, alicinin bigtigi dederin saticinin
bictiginden daha yiiksek oldugudur, dolayisiyla her bir tiir araba igin, alis verig alici ile
saticinin bictigi degerin arasindaki bir fiyattan gergceklesmeli. Ancak, kullaniimis arabalar
da, kalite ilk anda gérilen sey degildir. Bu nedenle, eger ne alici ne de satici s6z
konusu arabanin tiri X’i bilmiyorsa, onlarin beklenen degeri yinelenen beklentiler
kanununa go6re agagidaki gibidir:

BIYVe = E[Ve' fiwon"|P(" limon ")+ EYs] ota *|PC ota ")+ E[Ys|" kapuz | P(*kapuz *)
» |
= (5,000 + 6,000 + 10,000) = 7,000
E[Ys] = E[V” tmon "|P(” tmon 7) + E[Y[? otta 7|P(" ota )+ E[Vj|” kapuz”| P(” karpuz ”)

1 :
= 5{6.{]{)[3 + 10,000 + 11,000) = 9,000

Dolayisiyla alis verisin gerceklesmesi gereKir.

Daha gercgekgi bir diizenlemede, arabanin saticisi arabanin Kalitesini alicidan daha iyi
bilir (tamirat ge¢misini, kazalarini vs.) ve arabayi satmaya arzulayacagi fiyat belirler.
Eger satici li¢ araba tiriini de mikemmel bir sekilde ayirt edebilirse, ki alici bunu
yapamaz, alicinin saticinin belirtilen fiyattan arabayi satma arzusuna kogullanmis
beklentiler olusturmasi gerekir.

Eger satici 6000 dolardan daha diglk bir fiyat belirtirse, alici kesin olarak arabanin
“limon” oldugunu bilirdi, ¢linki diger durumlarda satici en az 6000 dolar talep ederdi,
yani

E[Yp|Ys < 6000] = E[Yp|" lmon ”] = 6000




ve alig verig gerceklesirdi. Ancak, eger araba “karpuz” ise, satici en az 10000 dolar
talep ederdi, halbuki alici en fazla

E[Y5|Ys < 10,000] = E[Yg] = 9,000 < 10,000

kadar Odeyecekti, bu nedenle de satici yliksek kalite bir arabayr makul bir fiyata
satamayacakti.

Piyasanin “karpuz” igin ¢alismamasinin(break down) nedeni bu modelde saticinin
aliciya arabanin kalitesinin disik olmadigi konusunda kabul edilebilir bir garanti
verememesidir, bu nedenle alici alig verisinde kéti bir araba alma ihtimalini hesaba
katar.

Ornek 3. Bu 6rnekte, insanlarin gelecekteki politik olaylar izerine bahse girdigi bir
internet platformu olan IEM Political Markets’'in 2008 baskanlik adaylari ile ilgili verisine
bakacagiz(veri icin bkz.:http://www.biz.uiowa.edu/iem/markets/data_nomination08.html)

Piyasa s6yle c¢alisiyor: Her bir politik aday i icin, katilimcilar asagidaki getiriyi veren
kontratlar satin aliyorlar

Y = { 1dolar eger aday i adayligt kazanirsa
'“ | Odolar diger biitin durumlarda

Verili bir t zamanda, piyasadaki katilimcilar X; olarak adlandiracagimiz disaridan gelen
ilave bilgiye sahip olurlar, érnegin o ana kadar kazanilan delege sayisi, adayin
propagandasinin “momentumu”, ya da adayin propaganda stratejisi hakkinda
gorevlilerin demecleri gibi.

S6z konusu ilave bilgi verilmisken, kontratin beklenen degeri

E[Yi|X: ==z = Zij-ﬁ.fﬂ x, (gilr) =1- P(Yi = 1|X; = x) + 0- P(Y: = 0| X = z) = P(Yi|Xy)

i

Diger bir ifadeyle, katilimcilarin aday i'nin kontrati igcin édemeyi arzuladiklari dolar
miktari t zamanda verili bilgiye gére i 'nin kendi parti adayligini kazanma olasiligina
egittir. Son U¢ aydaki Demokrat Parti’nin ana adaylarinin kontratlarinin fiyatlarina
bakalim: Demokratik adaylarin kazanma ihtimali hakkinda énemli bilgileri ortaya ¢ikaran
3 olay igin (¢ dik dogru ¢izdim:
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e Barrack Obama’nin Hillary Clinton’a kargi ezici bir farkla kazandigi lowa parti
kongresi,

e Jowa’daki yenilgiden sonra Hillary Clinton’un geri déniisii olarak gérilen New
Hampshire 6n sec¢imi,

e Ohio ve Taksas'in 6n secgimleri; bu iki dnemli eyaletin 6n secimlerini Hillary
Clinton kazandi

Bu olaylarin her birisinden sonra kosullu beklenen degerlerde ¢cok énemli degisiklikler
oldugunu gorebiliriz. Bu, adaylarin partilerinin adayligini saglama alma sansi hakkinda
piyasanin “inanclarinin” nasil degistigini gostermektedir.

Finansal Ekonomi’de, 6zel bir durumun gerceklesmesi halinde 1 dolar 6deyen bu tiir
kontratlara Arrow-Debrue menkul kiymeti de denir.

Kosullu ve kosulsuz beklenen degerler arasindaki dnemli bir iliski Yinelenen Beklentiler
Kanunu’'dur(bu daha 6nce bu derste gérdigumuiz Toplam Olasilik Kanunun yakindir).

Onerme 1 (Yinelenen Beklentiler Kanunu).
E[E[Y|X]] = E[Y]

ISPAT: g(x) = E[Y|X = x] olsun. g(x) x’in bir fonksiyonudur. Beklenen degeri simdi
hesaplayabiliriz:



E[g(X)] = [ g(x) fx(z)dx = f EY|X = z|fx(z)dz

o0

= [ / yfxy (z,y)dydz
= [&HCKEhMQﬂNde

= [ yfy (y)dy = E[Y]

o0

Onerme 2 (Kosullu Varyans / Toplam Varyans Kanunu).
Var(Y') = Var(E[Y | X]) + E[Var(Y | X)]

Bu sonu¢ ayni zamanda ANOVA esitligi olarak bilinir. Burada ANOVA Varyans
Analizi'dir. Ozelikle, Var(Y|X) = 0 oldudu icin, asagidakine ulasilir

Var(Y') = E[Var(Y|X)]

Bu, kabaca soOylemek gerekirse, “X’i bilmek Y’nin varyansini dusurur” seklinde
okunabilir.

ISPAT:

Var(E[Y |X]) + E[Var(Y|X)] = (EE[Y|X]*] - (EE[Y|X])?) + (E[E[Y?X]] -E[E[Y|X]?])
EE[Y|X]?] -EY]? +E[Y? - E[E[Y|X]?]
= E[Y? —E[Y]? = Var(Y)

burada birinci esitlik VarX = E[X?] - E[X]? ©zelliini kullanir, ikinci adim yinelenen
beklentiler kanununu kullanir, ve son adimda birinci ve ikinci terimler birbirini géturince
ispat tamamlanir.

Ornek 4. Her sene, bir firmanin AR-GE bolumu rasgele bir siire¢ sonucunda X kadar
bulus dretmektedir, burada E[X] = 2 ve Var(X) = 2dir. Her bulug p = 0.2 olasilikla ticari
bir bagaridir (bagimsizlik varsayalim). Bir yil icerisindeki ticari bagari sayisini S ile
gOsterelim.



(a) Varsayalim ki bu sene 5 yeni bulusumuz var. Onlardan S tanesinin ticari
basari gésterme olasiligr nedir? X = & veri iken, S’nin kosullu p.d.f.si bir
binomdur, bu nedenle, érnegin,

]

P(; :'7|X:;rj|:(3

) (0.2)*(1 —0.2)? &~ 0.05

(b) 5 bulus veri iken, beklenen basari sayisi nedir? S|X =5 -~ B(5,0.2) oldugu
icin, son dersteki sonuglari kullanabiliriz,

E[S|X = 5] =E[B(5.0.2)] =0.2-5 =1

(c) Buluslarin kosulsuz beklenen degeri nedir? Yinelenen beklentiler kanunu ile
sunu buluruz,

E[S] = E[E[S|X]] = E[pX] = 0.2E[X] =0.2-2 = 0.4
burada E[X] = 2 varsayiyoruz.

(d) S’in kosulsuz varyansi nedir? Toplam varyans kanunu hatirlayiniz,

Var(S) = Var(E[S|X])+ E[Var(5|X)]
= Var(Xp) + E[p(1 — p)X] = p*Var(X) + p(1 — p)E[X] =0.04-2 + 0.16 - 2 = 0.4

Bu binomlarin karisiminin bir érnegidir, yani X’e kosullanmig S igin binom dagilimimiz
var. O zaman yinelenen beklentiler kanununu kullanarak basarilarin toplam sayisini
elde edebiliriz.

Ornek 5. (IEM Politik Piyasa, devam) Cumbhuriyetcilerin gegen seneki 6n secimlerine
bakacak olursak, belirsizliklerin gogunun Siper Sali’da ¢bziildiigiind goérebiliriz. Diyelim
ki, kosul degiskeni X; t tarihindeki yeminli delegasyonun sayisi olsun. Toplam varyans
kanunu 1siginda lowa 6nsecimlerinden 6nceki “kosulsuz” ortalamalar ile Sdper Sali’dan
sonraki “kogullu” ortalamalari karsilastirabiliriz.

Var(Y;) = E[Var(Y;|X;)] + Var(E[Y;| X,])

lowa secimlerinde dnce, ana adaylarin E[Y;] 'si blyuk dalgalanmalar ile %10 ile %40 gibi
orta duzey bir aralikta yer aliyorlardi. Ancak, Siiper Sali’dan sonra, fiyatlar (yani E[Y;|X;])
0 veya 1’e yaklasti, ve “oynamalar” ¢ok ufak olmaya basladi. Bu nedenle, kosullu
varyans formuline gore, Sdper Sali'dan sonra kogullu ortalama hakkindaki belirsizlik,
Var(E[Y;|X;]), gelismelerden sonraki varyansin, Var(Yj), en buydk bélimana
olusturuyordu, halbuki kosullu varyansin, Var(Y;|X.) , katkisi nispeten daha dlsik
gbruntyordu.



Eger bunu Demokratlarin yariginin grafigiyle karsilastirirsak, Siper Sali’dan sonra
demokratlar igin hala bliyik hareketlenme oldugu gériilebilir, bu nedenle Siiper Salidan
oturd yeminli delege sayisinin lzerine kosul koymak varyansin 6nemli bir bolimuni yok
etmemektedir, yani varyans, Var(Y;|X,), hala cok yuksektir. Diger taraftan,
Cumbhuriyetgilerin yarisinin ¢ok ¢abuk bitmesinin sikga belirtilen nedeni, her bir eyalette,
Cumbhuriyetgilerin 6n seg¢imlerinde delege sayisinin adaylarin oy oranina gére degil (bu
Demokratlarin ¢ogu o6nsegiminde bir kuraldir) kazanan hepsini alir kuralina gére
belirlendigi i¢indir. Bu nedenle, en ufak bir oy farkinda bile kazanan aday diger adaylara
fark atabilir ve rakiplerin arayi kapatmasi oldukga zorlagir.
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2. Ozel Dagilimlar

Bu derste, simdiye kadar yaygin olarak kullanilan G¢ dagilim gordik, binom, uniform ve
ustel. Bundan sonraki iki derste, bu listeyi birka¢c énemli ornek ile genigletecegiz ve
onlarin en sik kullanilani ile baglayacagiz, yani normal dagilimla.

2.1 Hatirlatma: Derste simdiye kadar gorduguimiiz dagihimlar

Tanim 2. Eger p.d.f.si asagidaki gibiyse, X degiskeni, X -~ B(n, p), (n, p)
parametreleriyle bir binom dagilimdir:



fy(x) = ( :_ ) p(l—p)"—*= eger T < {0,1...., T} ise
N 0 diger biitiin durumlarda

X ~ B(n, p) icin daha dnce asagidaki iliskileri géstermistik.

EX] = np
Var(X) = np(l—p)

Tanim 3. Eger p.d.f.si asagidaki gibiyse, X degiskeni [a, b] araliginda bir uniform
dagihmdir, X ~ U[a, b]:

: & a<x<h:;
f‘{[.!'} — b—a eger R L I
- 0 diger biitiin durumlarda

Tanim 4. Eger p.d.f.si asagidaki gibiyse, X degiskeni A parametresiyle bir Ustel
dagilimdir.

fo(z) = Ae™ ™M eger 1 >0 ise
fx(z) = 0 diger biitiin durumlarda

2.2 Standartlastinimig Rasgele Degisken

Bazen, rasgele dedisken X’in standardizasyonu olan asagidaki Z'ye bakmakta fayda
vardir.

_ X -E[X]
B y/ Var(X)

Son birka¢g derste tlretilen beklenen deder ve varyans kurallarini kullanarak
asagidakileri elde ederiz:

_ E[X —E[X]

\/ Var( X)

E[Z] —0

ve



Var(X —E[X]) Var(X)

Var(X) = Var(X) ~ Var(X)

=1

Eger rasgele degiskenleri bu sekilde normalize edersek, 6lgek ve konumdan bagimsiz
olarak farkli dagihmlarin seklini kargilastirmak daha kolay olur.

2.3 Normal Dagilim

Normal dagilim surekli rasgele degisken ile ilintilidir. Cok sayida ki istatistiki deneyin
sonuglarinin en iyi tahminini verdigi ortaya ¢ikmigtir (biraz sonra bunun icin bir drnek
gorecegiz, daha fazlasini Merkezi Limit Teoremini isledikten sonra gorecegiz).

Tanim 5. Eger herhangi bir z € R i¢in p.d.f. asagidaki gibiyse, rasgele bir Z degiskeni
normal dagilimhdir — sembolik olarak Z ~ N(O, 1),

-
[~

fz(z) = p(z) = e 2

C.d.f.si ise s6yle gbsterilir:

.

P(z):=P(Z <z2)= [ w(s)ds

Bir standart normal rasgele degiskenin c.d.f.si kapali-form ifadeye sahip dedgildir(fakat
tablo degerlerine ya da istatistiksel yazilim paketlerine bakilabilir). P.d.f ¢(z) ¢can egrisi
ve sifir etrafinda simetrik 6zeliklere sahiptir:

The standard normal p.d.f.




2.3.1. Standart Normal Dagilimin Onemli Ozelikleri
Ozelik 1. Bir standart normal rasgele degisken Z igin
E[Z] =0
ve
Var(Z) =1

Normal dagilimin neden yararli olduguna dair vurgulanmasi gereken ilk 6nemli nokta,
¢cok sayida n deneme icin Binom rasgele dediskenlerin normal dagilim ile tahmin
edilebildiginin ortaya ¢cikmasidir.

Teorem 1 (DeMoivre-Laplace Teoremi). Eger X ~ B(n, p) bir binom rasgele degisken
ise, 0 zaman ¢ < d gibi herhangi bir sayi igin su ifade yazilabilir,

_ X —np _ X —E[X] /'d _
lim Ple —————<d| = lim Ples —— <d | = wr(z)dz
n—oc (t — /np(l—p) ) n—oc ( W Var(X) ) Je pz(2)

Binom degiskenin asagidaki ifadeye dénusturildigune dikkat ediniz.

X —E[X]
\/ Var(X)

-

Bu ifade gercekte standardizasyondur. Bu sonuglar, ¢cok sayida n igin standardize
edilmis binom rasgele dedisken X'in (c, d| arahgina disme olasiliginin asagi yukari
normal degiskenin aynisi oldugunu ifade etmektedir. Ornek olsun diye sadece yiikselen
n degerleri i¢cin binom p.d.f.’leri grafik GUzerinde gosterdim ve daha sonra normalizasyon
uyguladim.

n = 50 i¢in, bar grafiginin sekli nispeten normal yogunlugun ¢an egrisine benzemektedir.
Ozelikle dikkat edilecek olursa, az sayidaki n igin dagilimin carpikhd nerdeyse
tamamen yok olmustur (“basari”’nin disuk olasiligindan étura, p = 1/4).



Standardize Edilmis Rasgele Binom Degiskenin
Farklinve p=0.25 igin Binom p.d.f ler Yogunluklar

In:S

7 n=20 =5
n=50
““lllll. e{ ————— —-.II IIJ-__I
o — . _|2 [I] é ‘Ii

12 34567 8 910111213141516171819202122232425 —4

Sekil 1. DeMoivre-Laplace Teoreminin Gosterimi

Ornek 6. Uygulama agisindan bu tiir tahminlerin neden gercekten yararli oldugunu
gérmek icin ardisik n denemenin olasiligini hesaplamak istiyoruz. Diyelim ki p = 1/5°dir
bu durumda en az %25'lik basari vardir.

Eger n =5 ise, 25%’ten daha fazla bagariya sahip olmama olasiligi asagidaki gibi
hesaplanir.

P(X <125)=P(X =0)+ P(X = 1) = ( o ) (1 —p}S—l—(

. 45 4% 1280
0 );:{_1—;;)4 = +5= ~s 40.96%

5% 50 3125

= o

Peki, eger X ~B(100, 1/5) ise, yani nii 100%e vyikseltirsek ne olur? Prensipte,
asadidakini hesaplayabiliriz.

PX<2)=P(X=0)+P(X=1)+...+ P(X = 25)

Boylece, her birinin toplamini ayri ayri hesaplayabiliriz. Ancak onlardan ¢ok fazla oldugu
icin, bu ¢ok agir bir yiik getirecektir. Diger bir secenek olarak, DeMoivre-Laplace
Teoremini kullanarak iyi bir tahminde bulunabilirdik. Standardize edilmis X séyledir:

X—-100-1 X -20
“= - 1 .1_ 4
\/100- 5 -5

Bu nedenle,



P(X<25)=P(X-20<5)=P (Z < ;) ~ [ o(2)dz = 89.44%

-

Bu tahmin ne kadar iyidir? Hesaplamalari yaptim ve P(X < 25) ~ %91.25 elde ettim.
Eger ayni 6rnedi n = 200 igin tekrarlarsak, “tam olarak” P(X < 50) ~ %96.55 binom
olasiligini ve P(X < 50) ~ %96.15 normal tahminini elde ettim.

Z ~N(O, 1) icin, ayrica herhangi bir rasgele degiskeni elde edebiliriz.
X=p+od

Bu normal bir rasgele degiskendir, ortalamasi p ve varyansi o dir. Sembolik olarak
X ~ N(u,0?)

Xin p.d.f.si nedir? Daha once derste gordigumuiz degisken degistirme formulind
kullanabiliriz:

1 [fr—p 1 w?
xXlr) = —i = — Tl
f’l (x) G_“r-‘ ( o2 ) V2o

Bir normal rasgele degiskenin dogrusal déndsimuinuin yine normal bir X; degiskeni
oldugunu goz onunde bulundurarak tartismayi daha ileri bir agsamaya tagiyabiliriz.

Onerme 3. Eger X; ~ N(u, 0°) ve X, = a + bX; ise, 0 zaman
X5 ~ N(a+ by, b*o?)
Bu sonucu yine degisken degistirme formulinid kullanarak kontrol edebilirsiniz.

N sayidaki Xi, ..., X dediskenin toplaminin beklenen degerinin, beklenen degerlerinin
toplami oldugunu ve n bagimsiz ve rasgele dediskenin varyansinin da varyanslarinin
toplami oldugunu goérmustiuk. Eger X/ler ayni zamanda normal ise, toplamlari da
normaldir:

Onerme 4. Eger X, ..., Xn bagimsiz normal rasgele degiskenler ve Xi ~ N(W, o) ise, 0
zaman,



Genel olarak, birka¢c hafta 6nce goérdigimuiz bukidlme formulind kullanmak zorunda
olabilirdik, ancak normallerin toplami igin, sadece toplamin beklenen degerini ve
varyansini hesaplamamiz yeterlidir. Bu durumda p.d.f.leri hemen bulabiliriz:

l (w—3 pj;l
A pg)

(Y) = ——=e =7
fy (y) v{—T?fTZC‘F

Yogunluk

Sekil 2. &'in Farkl Degerleri icin Normal Yogunluk
2.3.2. Standart Normal’in Tablo Degerlerini Kullanma

Eger X ~N(y, o) ise, X'in kendi ortalamasindan bir veya iki standart sapmadan daha
daha uzakta olmama olasiliginin kabaca bir tahminini verebiliriz:

Plu—1lo<X <p+lo)=d(1)—d(—1) ~ 68%

Plpu—20<X <p+20)=2(2) - ®(-2) 95%
Plpu—3c <X <p+30)=®(3)—®(—-3) ~ 99.7%

&

Yani dagilim yigininin gogu ortalamadan itibaren bir veya iki standart sapma araliginin
icindedir. Eger elinizin altinda c.d.f. tablosu yoksa normal olasiligin kabaca bir tahmini
elde etmek i¢in bu Ug¢ nicel de@eri hatirlamakta fayda vardir.



Y

% 68 vogunluk

% 95 vogunluk

o

% 99.7 yvogunluk

Kaynak: MIT OpenCourseWare

Standart normal dagilim yaygin olarak kullanildigi igin, ®(z)’in c.d.f.sinin tablolastiriimis
degerlerini herhangi bir istatistik kitabinda bulabilirsiniz.

Cogunlukla s6z konusu tablolar sadece z < 0 degerlerini igerirler, fakat dagilimin

simetrisini kullanarak c.d.f.nin Z > 0 deg@erlerini elde edebilirsiniz.

Ornegin, eger P(Z < 1.95)’i bilmek istiyorsak, P(Z < -1.95)'i arayabilir ve P(Z < 1.95) =
1- P(Z < -1.95) = 0.9744’u hesaplayabiliriz.



alan = q(-z)

-Z ] Z

Kaynak: MIT OpenCourseWare

Genel olarak, eger X ~N(u, 0)ise, a < b icin P(a < X < b) turd olasiliklari asagidaki
adimlari takip ederek elde edebiliriz:

1. degiskeni standardize et, yani bir standart normal rasgele Z degiskeni icin olayi
asagidaki gibi tekrar yaz:

a—

P(u.i’.}{E?J}:P[n&_’..g_a-i—crza_’..bjzp( -Z'x_’..h_'“)
& T

|

2. standart normal c.d.f., ®(.), cinsinden olasiligi yeniden ifade et:

P(a—,u <7< E:—,u) :q)(f;r—,a.a)_@(a—g.a)
o o o a

3. olasiligi elde etmek igin yukarida hesaplanan degerlerin standart normal c.d.f.si
icin tablodan degerleri bul.

2.4 Bir Parantez Agmak: Standart Normal Rasgele Degiskenin
Cizimi
Integral donustirme kullanarak uniform rasgele cekilisleri diger herhangi bir surekli

dagilima donustirmenin mimkin oldugunu daha énce gérmustiuk(rasgele degiskenlerin
donusturalmesi Uzerine olan ders notlarina bakiniz). Eger bir bilgisayariniz yoksa ne



yaparsiniz? 1900°IG yillarda, UnlU istatistik¢gi Francis Galton zar kullanarak normal
rasgele bir degiskeni taklit eden akil bir alet yapti*.

Sekil 3'te goérulen g farkh zar pesi sira atiimistir. Bu yapilirken, deneyi yapan Kkisi
tesadufi gekilislerin listesini tabloya asagidaki gibi aktarir: Birinci zar gergek degeri
verir(her zaman size dogru olan yiizeyin altindaki rakam okursunuz). ilk zamanda
yildizlar bos birakilirken, fakat daha sonra ikinci zarin atihigiyla doldurulurlar. En
sonunda, Uc¢incu zar ilk iki zar ile olusturdugunuz gekilislerin 6nine konulacak arti ve
eksilerin sirasini verir.

Sonucun gercekten de standart normal rasgele degiskene benzemesi igin zar
tzerindeki rakamlar 6zelikle normal dagilimin pozitif yarisinin esit aralikli yuzdeleri
olarak secildi.

2.5 Standart Normallerin Fonksiyonlari: Ki-kare, t- ve F-
dagihimlari

Tahmin ve test etmek igin standart normal dagilimin éneminden 6turd, standart normal
rasgele degiskenlerin bazi fonksiyonlari da 6nemli rol oynarlar ve sik sik istatistik
testlerde tablo haline getirilirler. Batunltk agisindan simdilik sadece tanimlari verecegiz,
fakat, dersin sonlarina dogru (son ugcte birinde) tekrar uygulamalara dénecegiz. Ilgili
p.d.f.leri vermeyecegdim ¢unkl onlarin kullanimi pratik dedgildir.

Tanim 6. Eger Zi, Z,, ..., Zx bagimsiz ve dagiimi Z; ~ N(0,1) ise, Y = 2{;125 in Kk
serbestlik derecesiyle ki-kare dagilimli oldugu sdéylenir. Semboller ile ifade edecek
olursak,

Y ~x}
Burada “serbestlik derecesi” karesi alinmis ve toplanmig bagimsiz cekilislerin sayisini

ifade etmektedir. Ki-karenin beklenen degeri serbestlik derecesi ile verilir,

Il".
Y ~ ¢ = EY] =Y E[X?) = k

i=1

Tanim 7. Eger X ~N(0,1) ve Y ~ xZ ise, 0 zaman

! bkz. Stigler, S. (2002): Statistics on the Table



T= i—“ L
VY

iliskisinin k serbestlik derecesiyle (6grenci) t-dagihmi oldugu ifade edilir.

Serbestlik derecesi k’'nin blytk degerleri igin, t- dagihmi standart normal dagihmi ile ¢cok
dogru bir sekilde tahmin edilir.

Tanmim 8. Eger Y1 ~ xj ve Y, ~ xj, ise, 0 zaman

B Y ;'1‘1
- Y5 ;'rlll'g

F ~ F(k1, k2)

iligkisinin (ki, k2) serbestlik derecesiyle F- dagilimli oldugu ifade edilir.



Zar I'in Degerleri

0.03 0.51 1.04 1.78
0.11 0.59 114 1.95
0.19 0.67 1.25 2.15
0.27 0.76 1.37 (2.40)
0.35 0.85 1.50 (2.75)
0.43 0.94 1.63 (3.60)

Zar IT'nin Degerleri

229 251 2.717 328
232 255 2.83 336
235 259 2.90 349
239 264 298 3.65
243 2.68 306 4.00
247 rn 315 4.55

Zar III'on Degerleri

+ 4 - - =t
++ - +o——— - - =
++-+ -4+ -—=+ -++
G = -+ +—- oD =
- = - - ==
== —_—— + - -

Sekil 3. Galton’nun Zarinin Ug Cesidi. Zarlar 1890°’dan kalma 1.25
incglik kupturler ve normal dagilimli rasgele degdiskeni taklit etmek
icin kullanilirlar. Stigler, S. (2002): Statistics on the Table: The
History of Statistical Concepts and Methods’tan uyarlanmigtir.



Standart Normal Dagilim Altindaki Birikimli Alan

-3 0.0013 0.0013 0.0013 00012 00012 00011 00011 00011 0.0010 0.0010
2.9 0.0019 0.0018 0.0017 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 (L0015 (L0014 (L0014
2.8 0.0026 0.0025 0.0024 L0023 L0023 0.0022 00021 0.0021 00020 00019
2.7 0.0035 0.0034 0.0033 00032 (L0031 00030 0. 0029 (L0028 00027 00026
2.6 00047 0.0045 00044 (L0043 00041 0.0040 0. 00349 0L003s 00037 00036
2.5 0.0062 0.0060 0.0059 0.0057 00053 0.0054 0. 0052 00051 (0049 [IRLISH
-2.4 00082 0,000 00078 0.0073 LKL LEE] 00071 0. 00649 (n.006E 00066 (0064
2.3 0.0107 0.0104 0.0102 00099 0.00%6 0.0094 00091 00089 00087 0.0084
2.2 0.0139 0.0136 0.0132 0.0129 00126 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110
=2.1 0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.01 58 0.0154 001350 0.0146 L0143
-2.0 0.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 00188 00183
-1.9 0.0287 0.02581 0.0274 0.0268 0.0262 0,02 56 0.02350 (0244 00238 00233
-1.8 0.0359 0.0352 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 00314 0.0307 0.0300 00294
-1.7 0.0446 0.0436 0.0427 0418 (0405 00401 00392 (0384 00373 00367
-1.6 0.0545 0.0537 0.0526 0.0516 0.0503 004935 0. 0485 0.0475 00465 00455
-1.5 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 00618 0.0606 00594 00582 0.0570 0.0559
-1.4 0.0806 0.0793 0.0778 00764 00749 0.0735 0.0722 00708 0654 00681
-1.3 0.0%68 0.04951 00934 00918 00501 (L.OEES 0. (569 (.0H53 (n.H35 0.0H23
-1.2 0.1151 0.1131 0.1112 010493 0.1075 01056 01038 0.1020 0.1003 0. 0985
-1.1 0.1357 0.1333 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0. 1230 0.1210 01190 01170
-1.0 0.1587 0.1562 0.1339 01515 014492 01469 0. 1446 (1423 (.1401 0.1379
0.9 0.1541 01814 0.1788 0.1762 01736 0.1711 0. 1685 0. 1660 01633 01611
0.8 0.2119 0.20090 0.2061 0.2033 0. 2005 0.1977 01949 0.1922 1854 0. 1867
0.7 0.2420 0.2389 0.2358 02327 0.2297 0.2266 0.2236 0.2206 02177 02148
0.6 0.2743 0.2709 0.2676 2643 02611 0.2578 (.2546 02514 .2483 (.2451
0.5 0.3085 0.3050 03015 02981 02946 0.2912 0.2877 (2543 0.2810 0.2776
0.4 0.3446 0.3400 0.3372 0.3336 03300 03264 00,3228 0.3192 0L3l56 03112
0.3 0.3821 03783 0.3745 03707 03669 0.3632 (3594 03557 03520 (3483
0.2 0.4207 0.4168 0.4129 4090 0.4052 0.4013 0.3974 0.3936 (3897 038509
.1 0.4602 0.4562 0.4522 (4453 (4443 (4404 4364 (4325 4286 04247
0.0 0.5000 0.4%60 0.4920 (L4880 (4840 (4801 04761 0.4721 04681 04641

Kaynak: MIT OpenCourseWare



Standart Normal Dagilim Altindaki Birikimli Alan

(Devam)

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 05714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6343 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7703 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015

0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 095059 09115 09131 09147 09162 0.9177
0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9278 0.9292 0.9306 0.9319
0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 09394 0.9406 09418 0.9430 0.944]
0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 09616 0.9625 0.9633
0.9641 0.9648 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9700 0.9706
09713 09719 0.9726 0.9732 0.9738 09744 0.9750 0.9756 0.9762 0.9767

o8 N N - R N

2.0 09772 09778 0.9783 0.9788 09793 09798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0,9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9874 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 09918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.9930 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 09984 09984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 09988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990

Source: B. W, Lindgren, Swristical Theory (New York: Macmillan. 1962), pp. 392-393.
Kaynak: MIT OpenCourseWare



