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1. Kovaryans
Xile Y’nin kovaryansi iki rasgele degisken arasindaki iliskinin guctnun olgusuddr.
Tanim 1. iki rasgele degdisken X ve Y icin, kovaryans séyle tanimlanir:

Cov(X,Y)=E[(X —E[X])(Y —E[Y])]
ik olarak, sadece tanimi uygulayarak asagidakileri elde ederiz.
Ozelik 1.

Cov(X, X) = Var(X)
Ozelik 2.
Cov(X, Y) = Cov(Y, X)
Dahasi, elimizde kovaryans hesaplamasinda ¢ok yararli olan asagdidaki sonuc var.
Ozelik 3.
Cov(X,Y) =E[XY] - EX]E[Y]

Bu, varyansin benzer Ozeliginin genellestiriimigidir ve ispati da ayni tlr argimanlar
kullanir. Bir 6rnek ile bu sonucun nasil yararli oldugunu goérelim:
Ornek 1. Varsayalim ki X ile Y’nin bilesik p.d.f.’si asadidaki gibidir.

e ] Bxy eger 0<x <y<1 ise
fxy(z,y) =4 diger biitiin durumlarda



Kovaryans Cov(X, Y) nedir? — Ozelik 7’deki denklemin sag§ tarafina gore dahil olan
bilesenleri hesaplayalim:
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Ayni sekilde, yukaridaki adimlari takip ederek sunlari elde ederiz:
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Bdtiin pargalari biraya getirerek ve 6zelik 7’yi uygulayarak su sonuca variriz:

Cov(X.Y) =E[XY] ~E[X]E[Y] = 5 - — = = ekl AL g
. b o ¥

iki bagimsiz rasgele degisken X ve Y igin toplamlarin varyansinin varyanslarin
toplamina esit oldugunu daha 6nce gostermistik. Simdi ise bagimsiz olmasi gerekli
olmayan rasgele degiskenlerin genellestiriimesini gorelim:

Ozelik 4.

Var (X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X, Y)



ispatin arkasindaki diisiince, 6zelik 3 ve 7’yi uygulayarak asagidakini elde etmektir.
Var(X +Y) = E[(X +Y)’]-E[X +Y]?

= E[X?+2XY +Y? - E[X]? - 2E[X]E[Y] — E[Y]?

= (E[XQ] — ]E[X]E] + (E[}’z] — ]E[}’]j} + 2 (E[XY] — E[X]E[Y])

= Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y)
Ozelik 5. X, Y, Z rasgele degiskenler igin,

Cov(X,aY +bZ + ¢) = aCov(X.Y )+ bCov(X, Z)
Ozelik 6.

Cov(aX +b.cY +d) = acCov(X.Y)

Son 6zelige gore, kovaryans X ile Y’nin Olgegine gore degistigi icin, X ile Y arasindaki
iliskinin gucunt veren, iki degiskenin diyelim ki olguim birimindeki degisiminden

etkilenmeyen, standart bir dlgliye sahip olmak istiyoruz. Cok siklikla kullanilan o Olgu
korelasyon katsayisidir.

Tanim 2. X ve Y'nin korelasyon katsayisi séyle hesaplanir:

Cov(X,Y)
y/ Var(X)Var(Y)

p(XY) =

Korelasyon katsayisi bir sekilde normallesir (bkz. Ozelik 7).

Ozelik 7.
—1<p(X.Y)<1
Genel konusmak gerekirse, u¢ durumu ayirt ederiz.

e 0o(X,Y)>0:“XileY arasinda pozitif korelasyon vardir”
e (X, Y)=0:“XileY arasinda korelasyon yoktur”
e (X, Y)<0:“XileY arasinda negatif korelasyon vardir”

Ozelik 8.

Bazi a # 0 ve b sabitleri i¢in

pX.Y))=1<Y =aX +1b



Yani, eger iki rasgele degisken arasinda deterministtik dogrusal bir iligki varsa,
korelasyon katsayisinin mutlak degeri 1’e esittir. O durumda X ile Y arasinda
mukemmel korelasyon oldugunu soyleriz.

Aciklama 1. Veri analizinin ¢ok onemli bir ilkesi, iki rasgele degisken arasindaki
istatiksel iliskinin mekanik veya nedensel ifadelere dayanmamasidir ki, biz bunun
gercekte veriye dayali olmasini arzulariz. Ornedin, insanlarin jimnastik salonlarinda
spor yaparak harcadiklari zaman ile sagliklari arasinda pozitif bir korelasyon oldugunu
veri setleriyle gbézlemleriz, ancak bu sporun saghk durumunu iyilestirdigi anlamina
gelmez. Diger taraftan saglik durumlari ¢ok kéti olan ve spor salonlarina gitmeyi
akillarina bile getirmeyen kimi insanlarda vardir.

Neden X ile Y'nin korelasyonun X’in Y’nin nedeni olmasindan tamamen farkli kavramlar
oldugunu gbérmenin daha soyut bir yolu, X ile Y’nin kovaryansinin simetrik olduguna,
béylece degiskenlerin rollerini degistirebilecegimize dikkat etmektir. Ancak nedensellik
icin, iligkinin spesifik bir ybnini dusdndriz, yani X 2 Y veya ‘X Ynin
nedenidir/etkileyendir”, ancak ayni zamanda “Y X’in nedeni/etkileyeni degildir’ deriz,
béylece X ile Y’nin rollerini degistiremeyiz. Bunda &tlirti,

KORELASYON NEDENSELLIGE ESIT DEGILDIR

Ekonometri derslerinde bunun (¢ok) daha fazlasi vardir.

1.1.0nizleme: Regresyon

Diyelim ki, bir iscinin geliri Y ile onun okullasma yilh X ile dl¢lilen egditimi arasindaki
iliskiyle ilgileniyoruz (kolaylik agisindan her ikisinin de surekli oldugunu varsayalim). Bu
durumda her zaman X ile Y arasindaki iliskiyi soyle yazabiliriz:

Y=a+pX+U

Burada U E|U| = 0 ve Cov(X, U) = 0 dzeliklerine sahip rasgele bir degiskendir(regresyon
kapsaminda bu hata terimi olarak adlandirilacaktir).

(e, p) parametrelerini belirlemenin bir yolu asagidakini cézmektir.

(o, 3) = arg llli!rlE[[}; —XfG—a)’]
o, |

Fya gore birinci-derece kogulunu belirleyince (tirevini almak) (dikkat: beklenen degerler
dogrusaldir, bu nedenle turevi integral araciliiyla alabiliriz) agsagidakini elde ederiz:
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Ayni sekilde, «’ya gore birinci-derece kosulu soyledir:
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dev do

(Y — X3 — ﬂ_]z]] =E[2(Y — X3 — a)]
Son ifadeyi «a igin ¢dzlnce asagidaki su edilir:

a = E[Y] - E[X]3
Bunu b icin elde edilen birinci derece kosulda yerine koyunca,
0=E[X(Y -X3—(E[Y]-E[X]3)]=EXY] - E[Xz];i — E[X]E[Y] + IE[X]E;E
elde ederiz, boylece artik parametre igin ¢bzumu yapabiliriz:

5, EIXY] - EXE[Y] _ Cov(X.Y)
T EXY-EX]2Z  Var(X)

Simdi sunlari dogrulayabiliriz:

E[U] =ElY — X3 —a] =0

ve

Cov(X,U) =Cov(X,Y — X3 —0a)=0

(dogurusu, ilki dogrudan «’nin birinci derece kosulundan, ikincisi ise f’nin birinci derece
kosulundan elde edilir).

O zaman, “tahmin edilen regresyon” a + X X ile iligkili (X tarafindan agiklanan) Y’nin
parcasidir ve U ise Y’nin X ile iligkili olmayan parcasidir. « ve g parametreleri genellikle



regresyon parametreleri veya en kliglik kareler katsayilari olarak adlandirilir. Dogrusal
regresyon ekonometrinin “temel tasi”dir ve bunu 14.32 ve diger ekonometri derslerinde
cok degisik varyasyonlarda goreceksiniz.

2. Kosullu Beklenen Degerler

Ornek 2. Her sene, bir firmanin AR-GE bolumu rasgele bir siire¢ sonucunda X kadar
bulug tretmektedir, burada E|X| = 2 ve Var(X) = 2'dir. Her bulus p = 0.2 olasilikla ticari
bir bagari gosterecektir (bagimsizlik varsayalim). Bir yil igerisindeki ticari basari sayisini
S ile gbsterelim. Bir yil igerisinde X = x bulug sayisina kogullanmis S’nin ortalamasinin S
~ B(x, p) = xp oldugunu bildigimiz igin, buluglarin ortalama olarak xp kadarinin basarili
olmasi gerekir.

Y veriyken X’in kosullu beklenen degeri kosullu p.d.fden elde edilen X’in beklenen
degeridir:

Tanim 3.

E[Y|X] = >y yfyix(ylX) eger Y kesikli ise

- o ufyx (y|X)dy  eger Y sirekliise
fyix(y|X) rasgele degisken X'i kendi argimani olarak tasidigi igin, kosullu beklenen
degerin de ayni zamanda rasgele bir degisken oldugunu not ediniz. Ancak, X'in belli bir
degderi veriyken, Y’nin kosullu beklenen degerini de tanimayabiliriz

N N o oyfyiv(ylx eder Y kesikli ise
E[Y|X — o = | 2 ¥/vix@lx) - cher ¥ keshi
| ufyvx(ylx Jdy  eger Y sireldiise
burada kosullu yogunluk tanimlandigi sturece bu herhangi bir verili x degeri i¢in sadece
bir sayidir.

Hesaplamalar tam olarak onceki gibi yapildigi igin (tek fark simdi kosullu dagihm
Uzerinden integral aliyoruz), sayisal bir 6rnek yapmayacagiz (problem seti icin sadece
tanimi uygulayiniz). Bunun yerine, kosullu ve kosulsuz o6rnekler arasindaki farki
gostermek icin daha kalitatif drnekleri tartisalim.

Ornek 3 (“Limon” Piyasasi). Asagidaki ekonomist George Akerlofun meshur
kullanilmis araba piyasasi modelinin basitlegtiriimis bir versiyonudur. Varsayalim ki lg¢
tir X kullanilmig araba vardir: milkkemmel durumdaki arabalar (karpuzlar), orta kalite
arabalar (istatistiksel manada kesinlik ifade eden “ortalama” degil), ve c¢ok kot
durumdaki arabalar (limonlar). Her tiir araba esit frekansa sahiptir, yani

P(“1imon”) = P(“orta”) = P(*karpuz”) = 1/3



Satici ve bir alici her bir araba tiri igin, sirasiyla Ys ve Yg, kadar asagida verilen

degerleri bigiyorlar:

Tar Satici Alici
Limon 5000 6000

Orta 6000 10000
Karpuz 10000 11000

Iik dikkat edilmesi gereken sey, her araba gesidi igin, alicinin bigtigi dederin saticinin
bictiginden daha yiiksek oldugudur, dolayisiyla her bir tiir araba icin, alis veris alici ile
saticinin bigtigi degerin arasindaki bir fiyattan gerceklesmeli. Ancak, kullaniimis arabalar
da, kalite ilk anda gérilen sey degildir. Bu nedenle, eger ne alici ne de satici s6z
konusu arabanin tiri X’i bilmiyorsa, onlarin beklenen degeri yinelenen beklentiler
kanununa gore asagidaki gibidir:

E[Vs] = E[Ys|" fmon”|P(" kmon ")+ E[Ys| ota ®|P(" ota )+ E[Yg|"kapuz *] P(" kapuz )
1
= E{S. 000 + 6,000 + 10,000) = 7,000
ElYs] = E[Yp|” fmon "|P(” tmon ") + E[Yg|" ota 7|P(" ota )+ E[Yp|" kapuz 7| P(” karpuz )

1
= E{ﬁ.(][)[] + 10,000 + 11, 000) = 9,000

Dolayisiyla alis verisin gerceklesmesi gereKir.

Daha gercgekgi bir diizenlemede, arabanin saticisi arabanin Kalitesini alicidan daha iyi
bilir (tamirat gegmisini, kazalarini vs.) ve arabayi satmaya arzulayacagdi fiyat belirler.
Eger satici l¢ araba tiriini de mikemmel bir sekilde ayirt edebilirse, ki alici bunu
yapamaz, alicinin saticinin belirtilen fiyattan arabayi satma arzusuna kosullanmig
beklentiler olugturmasi gerekir.

Eger satici 6000 dolardan daha disik bir fiyat belirtirse, alici kesin olarak arabanin
“limon” oldugunu bilirdi, ¢lnki diger durumlarda satici en az 6000 dolar talep ederdi,
yani

E[Yp|Ys < 6000 = E[Yp|" fmon *] = 6000

ve alig verig gergeklesirdi. Ancak, eger araba “karpuz” ise, satici en az 10000 dolar
talep ederdi, halbuki alici en fazla

E[Yz|Ys < 10,000] = E[Yg] = 9,000 < 10,000

kadar Odeyecekti, bu nedenle de satici yliksek kalite bir arabayr makul bir fiyata
satamayacakti.



Piyasanin “karpuz” igin g¢alismamasinin(break down) nedeni bu modelde saticinin
aliciya arabanin kalitesinin disik olmadigi konusunda kabul edilebilir bir garanti
verememesidir, bu nedenle alici alig veriginde kétii bir araba alma ihtimalini hesaba
katar.

Kosulu ve kosulsuz beklenen dederler arasindaki énemli bir iligki Yinelenen
Beklentiler Kanunudur (daha once gordugumuiuz Toplam Olasilik Kanunu'na ¢ok
benzer):

Onerme 1 (Yinelenen Beklentiler Kanunu).
E[EY|X]] = E[Y]

ISPAT: g(x) = E[Y|X = X] olsun. g(x) X'in bir fonksiyonudur. Beklenen degeri simdi
hesaplayabiliriz:

Elg(X)] = [ g(x) fx(x)dr = [ EY|X = z|fx(z)dz
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