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1. Medyan ve Yuzdeliklerin Ozelikleri

Rasgele bir degiskenin medyanini sdyle tanimlariz
P(X> medyan(X)) = 1/2

X kesikli ve c.d.f'de sigcramalara neden olan nokta yigiimalarina sahip ise, bu tanim
yararli olamayabilir, bu nedenle daha genel durumda, medyani asagidaki gibi
tanimlariz

) o1
Medyan( X ) := min {m ceR:P(X <m) > E}

Dar tanim ile ilgili degisiklik, c.d.f.’nin sureksizlige sahip olmasi ve 1/2'nin Uzerine
clkmasiyla, medyani sadece sureksizlik noktasinda aramaktir. X dagiliminin diger
ylzdeliklerini de tanimlayabiliriz.

Tanim 1. Rasgele bir degisken X igin, a. quantile asagidaki ile verilir
g(X,a):=min{ge K: P(X <gq > a}
Ayrica q(X, p/100)’yi p’nci yuzdelik(percentile) olarak adlandiriyoruz.

Bu tanimdan hareketle, medyanin 50°nci yuzdelige tekabul ettigine dikkat ediniz.
Diger daha sik kullanilan ondaliklar (quantile) (p = 10, 20, 30, ..., 90) ve ceyreklikler
(quartile) (p = 25, 50, 75)drr.

Beklenen degerlerde yaptigimiz gibi ondaliklarin 6zellikleri icin ¢ok zaman
harcamayacagiz, fakat medyanin beklenen dederden farkli davrandigi iki 6nemli
noktaya temas etmek istiyorum: ilki igin, Jensen’in Esitsizliginde bir u(X) fonksiyonu
icin beklenen deger, E[u(X)], 6nemli oranda X’in olasilik yiginin bulundugu bdlgenin
edriligi u(x))e bagh oldugunu gordik. Genel olarak, medyan medyan(u(X))
u(medyan(X))'ten farkli da olacaktir, ancak bunun dikkat edilmesi gereken bir
istisnas! sudur:

Onerme 1. X’i desteklemek igin u(X)’in kesin artan oldugunu varsayalim. O zaman

medyan(u(X) = u(medyan(X))



ISPAT: Xin medyani P(X < medyan(X)) =1/2’yi saglar. u(x) kesin artan oldugu icin,
herhangi bir sabit m degeri igin olay X < m olay u(X) < u(m)’ye esittir. Bu nedenle
P(u(X) < u(medyan(X)) = P(X < medyan(X)) = 1/2'dir, boylece u(medyan(X))
gercekten u(X)'in medyanidir.

Sezgisel olarak, medyan kesin artan donugsum ile korunan rasgele degiskenin ordinal
Ozeligine baglidir.

Beklenen degerin, ¢oklu rasgele degiskenin dogrusal fonksiyonun beklenen degeri
beklenen degerlerin ayni dogrusal fonksiyonuna esit oldugu manasinda, dogrusal
oldugunu gérdiik. izleyen érnekte gésterildidi gibi medyan icin bu dogru degildir:

Ornek 1. Varsayalim ki X, ve X, asagidaki benzer marjinal dagilimdan elde edilen

0.6 eger =0 ise
f1,L|:;g} — []l ng_‘,r Tr = l ise
0 diger biitiin durumlarda

ve birbirinden bagimsiz olan kesikli rasgele degiskenler olsun. O zaman Y = X1 + X,
0,1 ve 2 degerlerini alabilir ve p.d.f.si

036 eger 1 =0 ise
0.48 efer y=1 ise
0.16 efer y =2 ise
0 diger biitiin durumlarda

fy(y) =

X1 ve Xz’nin medyani sifirdir, ancak medyan(Y) = 1 # 0 + 0 = medyan(X;) +
medyan(Xy).

Daha genel olarak, ortalamalarin ondaliklari ondaliklarin ortalamasindan farkli
olabilir. izleyen érnek bu anlayisin oldukca pratik bir baska yorumunu vermektedir
(asagidaki sayisal 6rnegi verdigi icin Aleksandr Tamarkin’e tesekkurler).

Ornek 2. X; sozel, X, analitik ve X3 sayisal seklinde (i¢ béliimden olusan standart bir
test olan GRE sinavina girdiginizi ddgiiniin. Testin her béliimde puaniniz yizde 90’lik
dilimin UGzerindedir. Bu, genel puanda da yiizde 90’k dilimin lzerinde oldugunuz
anlamina mi gelir? Genel olarak cevap hayirdir?

Varsayalim ki, siz dahil, sinava giren 100 kigi vardir ve puanlarin dagilimi séyledir: 84
kisi hi¢bir béliimden bir tek puan bile almaz, siz her béliimden 250 puan aldiniz, ve
bunun disinda sinava giren ug tard kigi vardir ki her birisi sadece bir béliim igin her
nasilsa dar gorusli bir dahiye benzeyen bir yetenege sahiptir. Daha agik olmak
gerekirse, 5 kisi sbzelde c¢ok asiri yeteneklidir ve sbzel bélimden 800 diger
bolumlerden O alirlar. Diger 5 kisi analitik béliimden 800, ve bir diger 5 kisi ise sayisal



bélimden 800 alirken &teki béliimlerden O alirlar. Toparlayacak olursak, puanlarin
bilesik dagilimi séyledir (bu tipik GRE puanlarin dagiliminda oldukga farklidir)

i

0.84 (1,72, 73) = (0,0,0)
0.01 (z1, 79, T3) = (250,250, 250) (sen)
- | ) 005 (21,29, 73) = (800,0,0)
i x5 (F1, 72, 73) = 1 g5 (1,29, 3) = (0,800,0)
0.05 (1,29, 73) = (0,0, 800)
0 diger biitiin durumlarda

%

Dolayisiyla, siz her béliimde en az %95’lik dilimdesiniz, fakat 15 kiginin toplam skoru
800 iken sizin ki sadece 7507dir, bu nedenle her ¢ bolime gore toplam puanlarin
sadece %85’lik dilimindesiniz.

2. Varyans

Varyans rasgele bir degiskenin yayilmasinin élgusudur

Tanim 2. Rasgele bir degiskenin varyansi asagidaki ile verilir:
Var(X) =E |(X — :[}{;}ﬂ

Bazen biz varyansi o* = Var(X) ile ifade ederiz.

Ozelik 1. Sadece ve sadece bazi sabit sayilar icin P(X = ¢) = 1 ise Var(X) = 0'dir.

Ozelik 2. Eger Y = aX + b ise, 0 zaman
VarY = a?Var(X)
ISPAT: Yine, sadece stirekli duruma bakalim. Beklenen deger igin elde edilen énceki

sonuglar kullanarak

Var(Y) = /OL (aX +b—E[aX + b])* fx (z)dr = / (ax — aE[X])? fx (z)dz

of =

= a? [ (z — E[X])?fx (z)dx = a*Var(X)

Yayilmanin Olcimu igin rasgele degisken gibi bir ¢esit birim kullanmak daha uygun
dusger. Ancak, bu son sonug¢ Var(X)'in biriminin X’in biriminin karesi olabilecegini ima
etmektedir. Bu nedenle, varyans yerine siklikla standart sapma o(X)'i kullanirz:



Ozelik 3.
Var(X) = E|X?| — E|X|?
ISPAT:
Var(X) = E [[X - E[X]ﬂ — E[X? - 2XE[X] + E[X]?]
= E[X?] - 2EX|E[X]+E[X])* = E[X? - E[X]?
Ozelik 4. Eger

Y =01 Xi+aXo+...+a, X, +D
ve Xy, ..., Xn bagimsiz ise, 0 zaman
Var(Y') = af‘v’ar(Xﬂ - t'L%VHLrI:XQ} + ...+ z':i\-"ar(Xn]l

Ornek 3. Varsayalim ki X kesikli bir rasgele degiskendir ve p.d.f.si séyle olsun:

() = % eger T {—2,0,1,3,4} ise
J f\[i} — 0 diger biitiin durumlarda

Eger Y =4X - 7 ise, Y'nin varyansi nedir?
Var(Y) = 42Var(X) = 16(E[X*] — E[X]?)
Simdi asagidakini hesaplayabiliriz.

E[X]= (1/5)(-2+0+1+3+4)=6/5

ve
_ 1 . s o o 30
EXY=—-((-22%4+0*+12+324+43) =" =56
o] .

D

Bundan 6tird,

) 6> 150 — 36 1824
Var(Y) = 16 [ﬁ - (—) ] — 16 — ~ T3

D 25 25

Ornek 4. Varsayalim ki Y ~ B(n, p). Y n sayida bagimsiz denemenin sonuglarinin
toplami olarak yazilabilir



. . . . | p olasihg ile
Y=X1+...+X,. burada X; = { 0 ?—pali:h@ile
Sunu hesaplayabiliriz
Var(Y) = Var(Xy) + ... + Var(X,)
O halde Xi’nin varyansi nedir? Agikgasi
E[X{] = p’dir
ayni zamanda,
EX2=1-p+0-(1—p)=p
Dolaysiyla, Ozellik 3’e gére,
Var(X;) = E[X7] —E[X:]* =p—p® = p(1 — p)

Bundan otird,

n

Var(Y') = E Var(X;) = np(1 —p)

i=1

Varyans bir beklenen deger oldugu igin, rasgele degiskenin fonksiyonunun beklenen
degderini dogrudan rasgele degiskenin fonksiyonunun varyansina uygulayabiliriz: eger
Y =r(X) ise,

i e 2
Var(Y) = E[Y2] — E[Y]? = E[r(X)?] — E[r(X)]? = / r(t)2 fx (t)dt — U ?'[i]ffi}

o — D

2.1 Daha Yuksek Dereceli Momentler

Beklenen degderin ilgili dagilimin konumunun 6lgustu oldugunu gérmustik, ama ote
yandan varyans yayilmayi oOlcer. Dagilimi karakterize etmek icin rasgele degiskenin
diger momentlerine bakabiliriz, drnegin simetrik mi? Kalin kuyruklu mu? vs.

Tanim 3. X’in r’nci momenti asagidaki ile verilir,
ul. = E[X"]
ve r’nci merkezi momenti soyle tanimlanir:
pr = E[(X — E[X])"]

Beklenen deger, dolaysiyla, X dagiliminin birinci momenti, varyans ise ikinci merkezi
momenti olarak da ifade edilir.



Bir dagilimin sik sik kullanilan diger 6zelikleri sunlardir:
ps = E[(X — E[X])*]

bu dagilimin ¢arpikligi olarak adlandirilir, ve agsagidaki de X'in basikligidir.
pa = E[(X — E[X])"]

Yuksek basiklik olasilik yigiimasinin kuyruklarda yogunlastigini ifade eder.



