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1. X,Y gibi 2 Rasgele Degiskenin Birlesik Dagilimi
(devami)

X ve Y ayni S drneklem uzayinda tanimlanmis iki surekli rasgele degiskendir. (X,Y)'nin
bilesik p.d.f.’si, fxy(X,y), (X,y) diuzleminin herhangi bir alt kiimesi olan A i¢in asagidaki
ifadeyi saglayan bir fonksiyondur.

P((X,)Y)eA)= //f_n-[;:'.g;}ef.‘:'fi"g;
. JA
Tek-degiskenli durumda oldugu gibi, bu yogunluk asagidaki kosullari saglamak

zorundadir:

her bir (x, y) € R? icin fxy(X,y) = 0

ve

/- / fxy(z, y)dedy =1

Boylece,

e herhangi bir nokta sifir olasilikhdir
e duzlemdeki herhangi bir tek-boyutlu egri sifir olasiliklidir

Ornek 1. Wyoming uzerinde rasgele bir yerde bir UFO gériliir. Diinyanin egimini
gormezlikten gelirsek, Wyoming gercekgi bir sekilde 276 x 375 milllik bir dikdértgen
olarak tarif edilebilir. UFO’nun konumu bitin eyalet Gizerinde uniform olarak dagimigtir
ve rasgele boylam degeri X (111-104 derece arasi) ve rasgele enlem degeri Y ( 41-45
arasi) olarak ifade edilsin.

Bu, koordinatlarin birlesik yogunlugunun asagidaki ifade ile verildigi anlamina gelir.
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eger — 11l <z < —104 ve 41 <y <45

diger bitin durumlarda

Eger bir UFO 40 mil'lik bir uzakliktan goériilebilirse, eyaletin asagi yukari tam ortasinda
yer alan Casper’dan gérilme olasiligi nedir?

Simdi soruna grafik yardimiyla ile bakalim: Casperdan UFO’nun gérilebilecegi yerlerin
kimesi, Casper etrafinda 40 Mil yarigapli bir daire ile ifade edilebilir. Ayni zamanda,
uniform yogunluga gére, UFO’nun eyaletin A yerinden goériilebilme olasiligr (yani A
lizerinden sabit yogunlugun integrali) A’'nin kapladigi alan ile orantilidir. Dolaysiyla,
herhangi bir integral almak zorunda degiliz, ¢linkii olasiligi bulmak tamamen geometrik
bir uygulamaya indirgenebilir.
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Kaynak: MIT OpenCourseWare

Sekil 1. Casper, WY’de gorilebilen (x, y)'deki UFO

Olasiligi s6yle hesaplayabiliriz:

Alan(Casper'dan itibaren 40 mil' den az)

P(Casper'dan itibaren 40 mil'den az) = Alan(Batin Wyoming)

40%1

=————=0 .
375x276 /o9

Uniform dagilimi igin genellikle karmasik integral almaya ihtiya¢ duyulmadigina dikkat
etmelisiniz, ¢linkii her seyi salt geometrik olarak isleyebilirsiniz.



Son ornektekinden farkli olarak, olasiliklari elde etmek igin yodunluk fonksiyonun
integralini almanin yolu yoktur, ¢lnkud herhangi bir sabit olmayan yogdunluk, olasilik
yigilmasi agisindan farkli bolgeleri yeniden agirliklandirir. Bunu, agik ve sistematik bir
sekilde izleyen ornekte gorecegiz:

Ornek 2. Cim bigme makinenizde 2 buji oldugunu varsayalim, ve X 1°nci bujinin 6mrini
Y'de 2'nci bujinin émriini temsil etsin. Varsayalim ki dagilimi asagidaki gibi ifade
edebiliyoruz.

-}L_} —A{x4) - T > {] - |::]
f".'b'::!.!jl"l = { £ eger @I = ve y =

0 diger bitin durumlarda

Sayfa 4’teki Sekil 2 birlesik yogunlugun nasil gériinecegini géstermektedir.

Kaynak: MIT OpenCourseWare

Sekil 2: 1. ile 2. Bujinin X ve Y Omiirlerinin Birlesik Yogunlugu

Dogrusu, bu yogunluk bujilerin birbirinden bagimsiz olarak zaman igerisinde
degismeyen sabit bir A oraninda bozuldugu varsayimindan turetilebilir.

Egder her iki buji calistigi surece ¢im bicme makinesi de cgalisacaksa, ¢im bigme
makinesinin 1000 saat i¢erisinde bozulma olasiligi1 nedir?
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Kaynak: MIT OpenCourseWare

Sekil 3. “Cim Bicme Makinesi 1000 Saatten Once Bozulur” Olayinin ilk Durumu

1000 1000 _ _
P(X < 1000,Y < 1000) = / / Ale= M=) dydy
L]

1000 1000

= / / AZe—? }‘”n’yca’
1000 ][]G-[]

= / e ([ a’;r,r) dr
I[][][]

_ / l: ..—][]G[])-. dr

JO
_ {l _ e._:_m[m,x}?

S0z konusu olasilik, birinci bujinin bozulmasi halinde sadece ikinci bujinin kullaniimasi
durumunda nedir? Yani P( X + Y < 1000)i nasil hesaplariz? Bunun sadece
ilgilendigimiz “olay1” degistirdigine dikkat ediniz, yani integralini hesapladigimiz R? alani
degisti, halbuki hala ayni yogunlugun integralini aliyoruz.
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Kaynak: MIT OpenCourseWare

Sekil 4: “Cim Bicme Makinesi 1000 Saatten Once Bozulur” Olayinin ikinci Durumu

Tekrar etmek gerekirse, surekli iki-degiskenli rasgele degiskenler ile alakali olaylar
duzlemdeki alanlara tekabil eder. Ve bu alanlar Gzerinden yodunlugun integralini alarak
olasiligi buluruz.

2. X,Y gibi 2 Rasgele Degiskenin Birlesik c.d.f.’si

Sadece tanimlari verecegim. Bu derste bunu c¢ok fazla kullanmayacagiz, fakat bunu
gbrmeniz gerekiyor.

Tanim 1. Rasgele degiskenler (X, Y) igin birlesik c.d.f., (x, y) € R?icin, Fxy(X,y)
fonksiyonu olarak tanimlanir.



Fxy(z,y) =P(X <2.Y <vy)
Birlesik c.d.f."den olasiliklari agsagidaki gibi hesaplariz.
Pla< X <be<Y <d)=F(bd)— Fla,d) — F(b,e) + Fla,c)
Son terimi eklemek zorundayiz ¢linkl daha énce iki kere ¢ikarildi.
Birlesik c.d.f.’ler p.d.fler ile agsagidaki sekilde iligkilidir: strekli rasgele degigskenler icin

Fxy(z,y) = [ / fxy (u, v)dudv

)

U..
ydtar

ey (2.9) = 5o Fy (2.9

Kesikli durumda,

Fxvy(z,y) = Z Z Fxy (u,v)

UL T Y

3. Marjinal p.d.f.ler

Eger birlesik dagihmlarimiz varsa, tek degisken X'in dagilimini yeniden elde etmek
isteyebiliriz. Eger X ve Y bilesik p.d.f.’si fxy olan kesikli rasgele degiskenler ise, 0 zaman

fx(z) = me-['.r.m

Tom

fr(v) = ) fxv(z.y)

Tim =
Eger X ve Y surekli ise, esas itibariyle toplami integral ile degistirmemiz gerekir, boylece
fx(z) = [1 fxy(z,y)dy
friy) = [_1 fxv (z,y)de
Ornek 3. Bu 6rnek 1977'de' Redbook dergisi tarafindan toplanan gercek evlilik-disi
iliskiler verisine dayanmaktadir. Ankette, kigilerden evliliklerini 1°den (mutsuz) 5’e

(mutlu) olceklemeleri ve evlilik-disi iliskilerinin sayisi bolu yillar itibariyle evlilik stresini
belirtmeleri istenmis. Simdilik 6nce “evlilik kalitesi” X ile yillar itibariyle evlilik sdiresi Y’nin

Werinin mevcut oldugu adres: http://pages.stern.nyu.edu/wgreene/Text/Edition6/tablelist6.htm



bilesik dagilimina bakalim. P.d.f.’den elde edilen ‘“hiicre” olasiliklarindan baslayabiliriz,
ve daha sonra tablonun solunda ve altinda bulunan marjinal p.d.f.’leri doldurabiliriz:

liging bir sekilde, her ne kadar marjinal dagilimlar esit dagilmissa da, birlesik dagilimlar
tablonun alt sol ve Ust sag kbgelerinde, birlesik p.d.f.lerde daha dlisiik degerler alarak
st sol ve alt sag kégelerinde yogunlasmig gibi gériiniiyor.

}.-'
Ixy 1 ! 12 Ix
4.66% 11.48% 12.98% | 29.12%
X 2 5.16%  14.81% 12.31% | 32.28%

13.48% 16.47% 8.65% | 38.60%
fv  23.30% 42.76% 33.94%  100.00%

—

el

Ornek 4. Gegen seferki iki bujili 6rnegini hatirlayiniz. Birlesik p.d.f agagidaki gibiydi:

A2e—Mz+y) efer =0 ve y=0

fxv(z,y) = { 0 diger bitin durumlarda

X’in marjinal yogunlugu soyle olur:

0

filz) = / Fxy (=, r,rdz;—[ Ae— M+l dy
_—}.i

= de / e Mdy = Ae™ — 0] = Ae™®
J0

Benzer sekilde,

fy (y) = Ae

4. Bagimsizhik

Eger P(AB) = P(A)P(B) ise, A ve B olaylarinin bagimsiz oldugunu sdylemistik. Simdi
benzer bir kavrami rasgele degigkenler i¢in tanimlayacagiz.



Tanim 2. Eger herhangi bir A, B c R bélgesi i¢in asagidaki iliski saglanirsa rasgele
degiskenler olan X ile Y'nin bagimsiz oldugunu séyleyebiliriz,

P(X € A,Y € B) = P(X € A)P(Y € B)

Bu gereklilik kosulunun kati olduguna dikkat edinizz: X € A ve Y € B turl olaylara
bakiyoruz ve o ¢iftlerin timundn karsihkl bagimsiz olmasini istiyoruz.

Bu tanim kendi basina pratik degildir gunkt kontrol etmek zordur, ancak eger X ile Y
bagimsiz ise, tanimdan hareketle su ifadeyi elde ederiz:

Fxy(z,y)=P(X <2.Y <y) = P(X <2)P(Y < y) = Fx(z)Fy (v)
Buradan, genellikle dogrulanmasi daha kolay olan asagidaki kosulu elde edebiliriz.

Onerme 1. X ve Y bagimsizdir eder sadece ve sadece bunlarin birlesik ve marjinal
p.d.f.leri agsagidaki iliskiyi saglarsa,

fxy ’f y) = Ix 'IJ*'J'f‘r' {!IJ

ISPAT: Kesikli rasgele degiskenler igin, bu dogrudan A = {x} ve B = {y} tanimlari
uygulanarak elde edilebilir. Strekli degiskenler icin, eger X ile Y bagimsiz ise

Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y)

denkleminin her iki tarafinin da tirevini alarak asagidakine ulasiriz:

. = ) e ) ) ] )
fxv(z,y)= Fu T, y) = — [Fx (z)Fy (y)] = — fx(z)Fy (y) = fx(z) fr (y)
Hydx dy

dydr

Bunun aksine, eger marjinal p.d.f.lerin carpimi birlesik p.d.flere esit ise, 0 zaman
integralini aliriz

PIXeAYeB) = [ Fxvlz, y)e .!J.'fa—[ [f-.‘ x) fy (y)dydzx

- ([eos) (] pom

Dolaysiyla marjinal Uzerindeki kosul bagimsizligi saglar ve esitligin her iki yoninu de
ispatlamis oluruz.

Ornek 5. Eviilik Disi iliskiler 6rnedine geri dénecek olursak, “evlilik kalitesi” X ile yillar
itibariyle evlilik sdiresi Y’nin marjinal p.d.f.lerini rapor ettigimizi hatirlayiniz, yani



fx(1) =29.12%, fx(2)=3228%, fx(3) = 38.60%
ve
fr(1) =2330%, fy(8) =42.76%, fy(12) = 33.94%

Eger iki rasgele degisken gercekten de bagimsiz ise birlesik dagilim nasil gériinmelidir?
Burada sunu elde ederiz.

Fry (3.1) = fx(3)fv (1) = 38.60% - 23.30% = 8.99%

Birlesik p.d.f.’nin o noktadaki gergcek degeri 13.48di ve acikca Qgérildigi gibi iki
degisken bagimsiz degildir. Simdi bagimsizlik varsayimi altinda tablonun geri kalanini
doldurabiliriz. Bunu son tablomuzla karsilastirinca bazi sistematik c¢eliskiler oldugunu
gorebiliriz, 6zelikle olusturulan birlesik p.d.f. fyy belirgin bir sekilde diyagonalde
yogunlagsmamaktadirlar, halbuki bu gercek birlesik p.d.f.lerin lizerinde durmaya deger
ozelligiydi.
'}f
fxv 1 8 12 fx
1 6.78%  12.45%  9.88% 29.12%
X 2 7.52%  14.81% 10.96% | 32.28%
3 8.99% 16.50% 13.10% | 38.60%
fy 23.30% 42.76% 33.94% 100.00%

Fakat gercekten bu X ile Y’nin bagimsiz olmadigi anlamina mi gelir? Dikkat edilmesi
gereken bir husus, olasiliklari, belirtilen dagilimdan “cekilen” érneklemden edindigimiz
birlesik p.d.flerden hesapladik, bu nedenle gercek hiicre olasiliklarini dogru bir sekilde
Olcebilme konusunda bazi belirsizlikler var. Dersin son béliimiinde, “olusturulan” ve
gercek p.d.fler arasindaki farkin X ile Y’nin bagimsiz olmadigini gbsterecek kadar
buiyiik olup olmadigini formal olarak 6neren bir yéntem gbrecegiz.

Ornek 6. Daha 6nceki iki bujili 6rnedini hatirlayiniz. Birlesik p.d.f. agsagidaki gibiydi

Fey (1) = Me M=) ager 220 ve y =0
XyiT. )= 0 diger btin durumlarda

ve bir 6nceki bolumde de marjinal p.d.f.leri elde etmistik



fx(z) = Ae ™
friy) = Ae

Dolayisiyla, bunlarin ¢arpimi sbyledir:
Fx(@)fy (y) = Ne e = fxy(z,9)
Boylece 1'nci ve 2nci bujinin yasam stireleri bagimsizdir.

Aciklama 1: Sdirekli rasgele degiskenler icin, bilesik ve marjinal yogunluklarin
bagimsizhiginin kosulu asagidaki gibi yeniden belirtilebilir: Her ne zaman bilesik p.d.fnin
faktériini alirsak, yani,

fxv(z.y) = g(x)h(y)

o0 zaman X ile Y bagimsizdir. Burada g(.) sadece x’e ve h(.) sadece y’ye bagldir.
Ozelikle belirtmek gerekirse, marjinal yogunluklari dodrudan hesaplamak zorunda
degiliz.

Ornek 7. Diyelim ki, asagidaki gibi bir birlesik p.d.fmiz var

oy et eger 2 =0,y > 0ise
fxv(z,y) = 0 diger bitiin degerler igin

O zaman, 6rnegin g(x) = ce™ ve h(y) = e “dir diyebiliriz. Her ne kadar bunlar uygun
yogunluklar degilse de, X ile Y’nin bagimsiz oldugunu géstermek icin yeterlidir.

Ornek 8. Varsayalim ki asagidaki gibi bir birlesik p.d.f.miz var.

a ] - -
) crTy  efer T =y =1
v (T, y) =
fxy (z.y) { 0 diger bitiin durumlarda

X ve Y bagimsiz olabilir mi?

Her iki durumda (yani x> <y < 1 saglanir mi yoksa saglanmaz mi?) p.d.f. x ve y'nin
fonksiyonlarina ayrigtirilirsa (faktér, CN) (sifir b6limdii icin dogrulugu stphelidir) bile, X'in
desteginin Y’ye bagimli oldugunu gorebiliriz ve dolaysiyla X ve Y bagimsiz olamaz-
O6rnegin eger X = 1/2 ise, Y > 1/4 olmak zorundadir. Béylece

S U A S AN
P(.& > 5. «;Ejzﬂa_P(.’i fi)P(i ;‘I)



X ve Y’nin bagimsiz olabilmesi igin iki rasgele degiskenin bilesik desteginin dikdértgen
(buyiik ihtimalle bitin R? olmak zorunda olduguna dikkat ediniz. Eger degilse,
gerceklesen bazi X degerleri icin, belli Y degerleri gergeklesebilecekken,
gerceklesemez. Fakat eger dogruysa, yani X'in Y hakkinda bilgi verdigini bilirsek, o
zaman onlar bagimsiz olamaz. Destek icin bu kosul tek bagina bagimsizligi sagdlar.



