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1. Bayes Teoremi

Son derste kosullu olasiligi acikladik ve Toplam Olasilik Kanunun A olayin
kosulsuz olasihgini P(A) kosulu olasihiga (P(A|Bi) baglayan bir yol oldugunu gorduk.
Kosulu olasiliklar arasindaki bir diger énemli iliski P(A|B) kosullu olasiligini P(B|A)
kosulu olasilikla iligkilendiren Bayes kanunudur, yani kosul sirasini tersine cevirme
yoludur. Bu sonug, istatistigin ve olasiligin birgcok alaninda dnemli bir rol oynar, en
onemlisi de B “verisi’ni goOzlemlerken” “dinya hali” A’yr “6grenme” durumlarinda
oynadigi roldar.

Ornek 1. Antik Yunanhlar (belli ki heniiz istatistik hakkinda ¢ok sey bilmiyorlardi) her bir
gemi batisindan sonra, kurtulan biitiin deniz adamlarinin deniz tanrisi Poseidan’a dua
ettiklerini fark ederler. Bu gézlemden hareketle, onlarin gercekten kurtulmasinin nedeni
dua etmis olmalari oldugu yorumu yapilir. Bu érnek gercekte 16nci yiizyil ingiliz filozofu
Francsi Bacon tarafindan giindeme getirilmistir. istatistiki terimlerle, “kurtulanlar’i olay A
ve “dua etme’yi olay B olarak tanimlayallm. Bbylece, soru dua etmenin kurtulma
olasiligini ylikseltip yikselmedigi olur, yani (P(A|B) > P(A) = p iliskisi dogru mu, degil
mi? Bltlin kurtulan denizcilerin dua etmis oldugu gbézlemi P(B|A) = 1’e déndsdr. Bu bilgi
gercekten de dua etmenin kurtulma sansini énemli 6lctde artirip aritmadigi sorusunu
cevaplandirmak icin yeterli midir? P(B|A) ile ilgili bilgiyi kullanarak P(A|B) hakkindaki
bilgiyi nasil égreniriz?

Kosullu olasiligin tanimdan asagidaki iliskiyi elde ederiz,
P(AB) = P(A|B)P(B)= P(B|A)P(A)
ikinci denkligi yeniden diizenleyince

P(B|A)P(A)

Lr, —
P(AIB) = —5ps

iligkisini elde ederiz. Asagidaki olay boluntuleyebilecegimizi daha 6nce gormustuk,



P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|A°)P(A)
Bdylece su sonuca variriz:

__ P(B|A)P(A)
3 — :
PIAIB) = BB PA) + P(BIAT) P(AT)

izleyen teoremde o&zetlendigi gibi bu sonucu S’nin herhangi bir béliintisine
genellestirebiliriz.

Teorem 1. (Bayes Teoremi) Eder A;, A, ..., S’nin bir bélintisu ise, P(B) > Ol
herhangi bir B olayi icin asagidakini yazabiliriz
. P(B|A;)P(A;) P(B|A;)P(A;)
P(A;|B) = = — —
(4:]B) P(B) > ;51 P(B|A;)P(A;)

e P(A) olay A/nin 6nceki olasiligidir (yani deneyden onceki olasilktir)
e P(A|B) A/’ nin sonraki olasiligidir (yani deneyden ve B hakkinda —Bayes
teorimden elde edildigi gibi- bilgi elde edildikten sonraki olasiliktir)

Optimal karar vermenin istatistiksel teorisinin tiuma bu basit fikir Gzerine kuruludur:
Bayes Karar Teorisi

Ornek 2. Onceki, batan gemiden kurtulan deniz adamlari érnegi igin, P(B|A) = 1’i ve
(kosulsuz) deniz adamlarinin kurtulma oranini P(A) gbézlemleyebiliyorduk. Ancak,
P(BIA®)Yi (bogulanlar arasinda dua edenlerin orani) gézlemleyemedigimiz icin, dua
etmenin kesinlikle kurtulma sansini artirip artirmadigi ile ilgili soruyu cevaplandirmak
icin yeterli bilgiye sahip olmadigimizi da gérebiliyoruz. Onlarin da 6lim korkusundan
dua ettigini rahatlikla varsayabiliriz (yani P(B|A®) = 1). Béylece asadidaki iliskiyi elde
edebiliriz,

l-p

'-'l-'-'.-' ) —
P(A|B) l-p+1-(1—p)

—p= P(A)

Antik Yunanlilarin muhakemesi, bir bakima, “kurtulan sapma” sina bir érnektir (hos! en
gercekgi ifadesiyle): Bayes teoremi bize, eger sadece kurtulanlari gbzlemlersek,
kurtulamayanlar hakkinda ¢ok sey bilmedikge kurtulan alt-niifusun neden kurtuldugu
konusunda bir yargiya varmayacagimizi gosterir.

Ornek 3. Bayes kuralinin 6nemli bir uygulamasi da tibbi testlerin nasil yorumlanacagi
ile ilgilidir. Bir doktorun c¢ok nahos bir hastalik igin bir hastaya test uyguladigini
varsayalim ve hastanin gergekte hasta oldugu olayina A diyelim. Test pozitif bir sonug
verebilir, ki biz buna B olayI diyecegiz, veya negatif sonu¢ verebilir, bu da B dir.



Hastanin hastalikli olup olmadigini belirleme konusunda test tam olarak giivenli degildir,
fakat pozitif test sonucunun olasiligi,

P(BJA) =% 99, P(B|A®) = %5

Sonug olarak, hastaligin nispetten ender gérildigini ve hastalarin yasi, cinsiyeti ve
diger 6zelliklerine bagl olarak nufusun %5°ni etkiledigin biliyoruz. Diyelim ki test pozitif
sonug¢ verdi. Hastanin gergekten hastalikli olmasinin (kosullu) olasiligi nedir? Bayes
kurali asagidaki iligkiyi verir

P(B|A)P(A) P(B|A)P(A) 0.99 - 0.005

: = — S L _ ~ 0.0905
P(B) P(B|A)P(A) + P(B|AS)P(A®) ~ 0.99-0.005 + 0.05 - 0.995 7

P(A|B) =

Hastaligin genel yayginligi, P(A), oldukga diisik oldugu igin, pozitif test sonucu bile
hastaligin nispeten zayif kaniti oluyor.

Ornek 4. Romeo ile Juliet bir suredir gériigtiyorlar ve bir giin sevgililer giinii (hatirlatmak
icin: bu Cumartesi’dir) gelir. Romeo Juliet’e ya miucevher hediye edebilir, J, ya da ona
bir serenat yapabilir, S. Juliet micevher ister. EJer Romeo onu gergekten sevdiyse,
onun istegini gézlerinden okuyabilirdi. Dogrusu, Juliet ona bu istegini iki hafta énce,
Amerikan futbol ligi finalinin son yarim saatinde séylemisti. Juliet ayni zamanda
Romeo’nun kendisini hala sevip sevmedigi konusunda ilk kez slipheye diigser. Buna L
olayi diyelim. Spesifik olmak gerekirse,

P(L) =0.95
Juliet, Rome kendisini seviyorsa, ona P(J|L) = 0.80 olasilikla miicevher verecegdini veya
P(S|L) =0.20

olasilikla serenat yapacagini da biliyor (Bu sadece Juliet”in diisinddgddiir, unutmayin
ki Romeo Amerikan futbolunu da ¢ok seviyor). Eger Romeo onu artik sevmiyorsa,

P(SIL®) = 0.80

olasiligiyla Julietin ne sevdigi konusunda bir fikri olmayacak ya da ona bir serenat
yapacaktir (veya daha gergekg¢i bir sekilde, énceki sene Julietin istedigi gulleri verebilir
ya da sevgililer gininu tamamen unutabilir). (Not: Serenat yapmak Romeo igin ¢ok
utang verici olabilir ama ayni zamanda daha da ucuzdur). Sonugta Romeo Juliet’e
serenat yapar. Juliet onu hemen terk etmeli mi? Bayes teoremine gére, Julietin
Romeo ’nun egilimi hakkinda sonraki inanci asagidaki iligki ile verilir

P(S|L)P(L) (1—0.8)0.95 ECIE

3
= : St = : =18 30 T 082
P(S|L)P(L) + P(S|L®)P(LY) (1 —0.8)0.95 + 0.8(1 — 0.95) IL 1, i.% 16

P(L|5)



Bunun Juliet i¢in iyi olup olmayacagina kendisinin karar vermesini bekleyecegiz.

Gercek hayatta, bir cok insanin bu tlr yargilari ¢ok iyi degildir ve, son iki 6rnekte oldugu
gibi, testlerin guivenirligini gereginden fazla 6nemseme egilimindedirler. Bilissel psikoloji
literattiriinde, bu durum “Temel-Oran Yanilgisi” olarak bilinir. Ornegimizde “temel-oran”
etkilenen veya saglikli insanlarin, sirasiyla, P(A) ve P(A°) oranlari ile Romeo’nun Juliet
sevip, P(L), veya sevmeme, P(LC), 6n bilgisidir. Eger bu olasiliklar ¢ok farkl ise,
sezgilerdeki muhakemenin yanilgisi ¢ok fena olabilir.

Ornek 5. Monty Hall paradoksu': Bir zamanlar TV'de bir yarismacidan A, B, ve C’ gibi
t¢ kapidan birisini segmesi istenilen bir programi vardi. Kapilarin birinin arkasinda bir
odlil (son model bir gamagsir makinesi gibi) ve diger iki kapinin arkasinda ise birer kegi
olurdu. Eger yarismaci arkasinda 6dlil olan kapiyi segerse, 6dlil kendisinin olurdu. Eger
arkasinda keci olan bir kapiyi agarsa, higbir sey kazanmazdi. Oyunu biraz daha ilging
hale getirmek icin, yarismaci ilk segimini yaptiktan sonra sunucu her zaman diger iki
kapidan arkasinda kegi olan birini agardi. Bu durumda, yarismacinin istemesi halinde
sectigi kapiy diger kapall kapiyla degistirmesine izin verilirdi. Kapiyi degistirmek iyi bir
fikir olur muydu?

Genellestirmeyi bozmadan, varsayalim ki ben A kapisini segtim. Odiiliin A kapisinin
arkasinda olmasinin kosulsuz olasihgr 1/3’tir. Eger &6dil gergekten A kapisinin
arkasinda olsaydi, sunucu, esit olasilikla her ikisinin arkasinda keg¢i olan B kapisini ya
da C kapisini acacakti. Eger ilk tahmin yanlis olsaydi, hem yarismaci tarafindan
secilmeyen hem de arkasinda 6dil olmayan bir tane kapi kalmis olacakti. O halde,
Benim A’y1 segmem durumunda, sunucunun o esnada C'yi agma olasiligi

11
2 et A P(C aculdi|Odiil A'nin arkasinda)P(0diil A'nin arkasinda -5 1
P(Odiil A’'nin arkasinda|C agildi) = (€ aguidi )P ) — 22 =
P(C agildy) 3 3
Diger taraftan

1
P P(C acildi|0diil B'min arkasinda)P(Odiil B'nin arkasinda 12 2
P(Odiil B’nin arkasinda|C ag¢ildi) = (€ agid] 2P ) = ===
P(C agildy) 3 3

Bu durumda, kapilari degistirerek 6dilli kazanma sansimi ylikseltirdim.

Sezgisel olarak, yeni agilan kapi 6dulin A kapisinin arkasinda olma ihtimali konusunda
hi¢ bilgi icermemektedir, cinkl sunucu onu higbir sekilde agmayacaktir. Gercekte A'yi
se¢memiz halinde, “A’da 6dul var” ile “C acildi” olaylari bagimsizdir. Ancak, sunucunun
B kapisini agmamasi iki nedenden kaynaklanabilirdi: (1) 6dul A kapisinin arkasindaydi,
sunucu C’yi tamamen rasgele acti, (2) 6diul B kapisinin arkasindaydi, sunucu basgka

1 . RTIR
Bu konudaki tartismayi su adreste okuyabilirsiniz:
http:/ /people.csail.mit.edu/carrall / probSem /Documents /Monty-NY Times_pdf



segenegi olmadigi igin C'yi acgti. Dolaysiyla, C olasiligini ortadan kaldirmak sadece B’ye
“avantaj” saglar.

2. Ozet B6liim 1: Olasilik

Dersin ikinci Unitesine gegmeden once simdiye kadar yaptiklarimizi, agina olduklarinizi
ve kendinizi rahata hissedeceklerinizi 6zetleyelim:

2.1 Sayma Kurallari

N arasindan n’i yere koyarak cekmek: N" olanak

e N arasindan n'’i yere koymadan ¢ekmek: (sz!n)' kadar olanak
e Permutasyonlar: N! olanak
e N'den n kombinasyonu: (V) olanak
2.2 Olasiliklar
e Bagimsizlik: P(AB) = P(A)P(B)
e Kosullu olasilik: Eger P(B) > 0 ise, P(AB) = %

e Sadece ve sadece A ve B bagimsiz ise P(A|B) = P(A),
e Toplam Olasilik Kanunu: P(Bi) > 0 icin S’nin By, ..., B, bolintlist asagdidaki
gibidir

P(A) =Y P(A|B;)P(B))
i—1

e Bayes Teoremi

P(B|A;)P(A;)

.‘Il" A Yo —
P(AiIB) = =5

Olasilik muhakemesi igin goérdugumuz birkag genel sey daha var

e manipulasyonlari kullanarak ilgilenilen olay! yeniden formule ederek olasiliklari
kolay hesaplanabilir bir seye dénlstirme (6rnedin timleyen, boluntiler vs.)

e temel oranin kosullu olasiligi marjinal/kosulsuz olasiliga donustirme 6nemi
(Ornegin Bayes Teoreminde oldugu gibi veya kalp cerrahi drnegindeki
kompozisyon etkisi gibi).



e bazen A ve B bagiml olaylarini C’ye kosullayarak bagimsizlastirabilme (veya
bagimsiz olaylari bagiml yapmak).

3 Rasgele Degiskenler
Simdi dersimizin ikinci blyuk konusu olan rasgele dediskenler ile devam edelim.

Ornek 6. Yazi Tura atma, versiyon |: Tura, H, geldiginde 1, yazi, T, geldiginde 0
degerini alan bir X degiskeni tanimlayalim. Bu rasgele deney igin orneklem uzays S =
{H, T} ve rasgele degiskenin genigligi {0, 1}dir.

Tanim 1. Reel-degerli bir rasgele X degiskeni bir deneyin sonuclarini reel sayilar ile
eslestiren agsagidaki gibi herhangi bir fonksiyondur.

- E"I —F ?‘5
X { s+— X(s)

Tarihsel olarak, 1800 yillarda rasgele degisken fikri gelistirildigi zaman matematikgiler ile
diger bilim adamlarinin disincesinde “hakiki”’ rassaligin iglevi yoktu. Onun yerine, sans,
analiz ettigimiz durumun butin parametreleri hakkinda tam bilgi sahibi olmayisimiz ve
bir deneyin sonucunu tahmin etmede doganin kanunlarindan (giya tam belirleyici)
faydalanma konusundaki yeteneksizligimizin bir sonucu olarak goéruliyordu. Bunlarin
tumuna yapabilmek “Laplace Seytani” olarak bilinir ve GUnli matematikgi Pierre Simon de
Laplace asagidaki gibi agiklar:

Zamanin herhangi bir aninda bir akil dogaya canlilik veren butin gugcleri
ve onu olugturan buatin varliklarin kargilikh durusunu bilmis olsaydi, eger bu akil
verisini analiz etmek icin verecek kadar engin olsaydi, kainatin buyuk
bedenlerinin ve en hafif atomlarin hareketini bir tek formul ile 6zetleyebilseydi:
boyle bir akil i¢in higbir sey belirsiz olmazdi ve gelecek tipki gecmis gibi
gozlerinin éniinde olurdu.?

Ardindan gelen Fizik’teki (6rnegin quantum fizigindeki gercek belirsizlik) veya hesap
teorisindeki (6rnegdin Godel teoremi: Bir akil kendisinden daha karmagsik olmali ¢unku
tahminleri tahmin etmeye calistigi kainatin bir pargasidir) gelismeler bu diinya gorasunu
korumadi ama hala bizim olasilik kavraminin temel altyapisini olusturmaya devam
etmektedir: etrafimizdaki dinyanin rassali§i esas itibariyle onun hakkindaki yetersiz
bilgimizi yansitmaktir.

Z Laplace, P. (1814): A Philosophical Essay on Probabilities.



Ornek 7. Bir 6rnek olarak, Yazi Tura atmanin Ikinci Versiyonu: Laplace’nin fikrini
gostermek igin, drneklem uzayinin yukarida ilk yapilanlardan daha karmagik tanimini
digtnebiliriz: Klasik mekanikte herhangi bir zaman noktasinda paranin durumunun (kati
cisim) tam bir agiklamasini verebiliriz (en azindan prensipte). Ve o zaman klasik
mekanigin kanunlarini kullanarak onun tam yonunu ve 6zelike Tura (H) veya Yazi (T) ile
sonuglanip sonuglanmayacadini tahmin ederiz. Daha spesifik olarak, paranin havaya
atildigi andaki mekanik sistemin durumunu 6rneklem uzay: olarak agiklayabilirdik. Bir
sistemin durumunun tam acgiklamasi (cok ideal!) (1) konumu, (2) paranin kdtlesinin
merkezinin ivmesi ile (3) yonu ve (4) belli bir to zamanindaki agisal momenti ile verilir.
Bunlarin her birisinin ii¢ koordinati vardir, yani S = R*?. Her nokta s € S acikga iki
olaydan {H, T} birine aittir. Turanin gelmesi olayi, Hc S, igin X = 1 ve yazi i¢cin X = 0
degerlerini verirsek, bu eslestirme asagidaki gibi ifade edilen rasgele degiskendir.

X:=RY — {0, 1},

{s —1 Egers € H
s — 0 diger durumlarda yani eger s € T

Sekil 1: Metalik para atmanin stroboskopik resmi (Andrew Davidhazy ve
Rozhester Institute of Technology, School of Photo Arts and Sciences’in
misaadesiyle. izin alinarak kullaniimistir. © Andrew Davidhazy, 2007)

Problem -—neredeyse tam olarak- ¢ok belirsiz oldugu igin (knife-edged), sonug,
baslangi¢ durumundaki s € S’deki ufacik degisikliklere karsi ¢ok duyarlidir (6rnegin,
diyelim ki, yandan gegen bir arabanin yarattigi ¢cekim gibi digsal etkilemeler hesaba bile



katilmadan). Parayi nasil firlattigimiza bakmadan, istenilen sonucu kesin olarak verecek
baslangi¢ durumunu, ivmeyi vs. kontrol altinda tutmak tamamen imkénsizdir. Ayrica,
tipik olarak bir sistemi agiklayan diferansiyel denklemleri kesin dogrulukla ¢6zmek te
imkénsizdir. Bu nedenle, sadece S’nin bir pargasi olma olasiliklarini verebiliriz, ki bu H
ve T sonuglarinin olasiliklarini eglestirir. Dolayisiyla, bu durumda “hakiki” bir rassalliga
ihtiyag olmazsa bile, bu pratikte bizim igcin nasil ¢alistigini gésterir.

Bu tanim rasgele degisken ve olasilik hakkinda ne digtindligimiiz konusunda felsefi
noktayi 6ne c¢ikarirken (belli ki cok kullanisli degil), uygulama amaciyla, problemin ilk
aciklama gekline bagli kalmay: tercih edecegiz.

Aciklama 1. X genigligindeki herhangi bir A c R olayi igin, 6rneklem uzay S’nin olasilik
fonksiyonu asagidaki ifade araciligiyla X igin bir olasilik dagilim fonksiyonu meydana
getirir.

P(X e A)=P({seS:X(s) € A})

X bicimsel olarak 6rneklem uzayini reel sayilara dénudstiren bir fonksiyon olmasina
ragmen, genellikle onu degisken olarak ele aliriz. Yani argumanlari belitmeden onun
olasilikla ilintili cesitli degerler “aldigini” sdyleriz. Bagka bir ifadeyle, uygulamalarin ¢cogu
icin, ilgili herhangi bir 6érneklem uzayr S ve S’nin olasiliklarini referans gostermeden,
sadece P(X € A)i belirtiriz. Ornegin yazi tura 6rneginde — yukarida agiklandigi gibi-
S’deki koordinatlar(metal paranin baslangic durumu, ivme, yénu gibi) arasindaki dogru
iliskiyi, sonuglarini (sayisal olarak imkansizdir) ve koordinatlarin bir olasilik dagilimini

anlamaya galismayacagiz, sadece (P(X=1)=P(X=0) = %’yi bilmemiz yeterlidir.

Ornek 8. Eger 10 tane metalik parayi birbirinden bagimsiz olarak atarsak, Bir rasgele
degisken tanimlayabiliriz, X = (Toplam Yazi Sayisi). Bu tir rasgele degiskenlerin
dagilimlarini asagida detayl bir sekilde analiz edecegiz.

Ornek 9. Bir secimin sonuglari ile ilgileniyor olabiliriz. Diyelim ki 100 milyon se¢men ve
iki aday var. Her se¢men adaylardan sadece birisi igin oy kullanabilir, hangi segmenin
hangi aday icin oy kullandigina bagli olarak 2*°° °%°°® kadar farkli sonug vardir. Simdi,
Aday A icin (ve esas ilgilendigimiz secim icgin) kullanilan toplam oylar ile ilgili olarak bir
rasgele X degiskeni tanimlayabiliriz. Oylarin sayisinin her bir degeri igin, esas
sonuglarla ilintili bir say! vardir, yani aday A’nin butiin sonuglari almasinin tek bir yolu
vardir. Her bir sonucun olasiligini basit olasilik cinsinden formiile edebiliriz ve oradan
hareketle benzer degerler lizerinde toplulagtirma yaparak verilen toplam oy sayisinin
olasiligini elde edebiliriz.

Aciklama 2. Rasgele olaylarin tiimd, ilgilendigimiz gibi, sayisal bir 6zelige sahip degildir
(6rnegin, eger olay “yarin yagmur yagacak” ise, ne kadar yagacagi ile ilgilenmeyebiliriz).



O zaman rasgele degiskene ilismemek gerekir, sadece olaylarla daha ©nceki gibi
ilgilenebiliriz. Bagska bir segenek olarak ta, olayin geceklesmesi halinde 1 diger
durumlarda O alan bir rasgele degisken tanimlayabiliriz (gelecekte bazen ‘hile” ye
basvuracagiz).



