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1. Olaylarin Olasiligi

Simdiye kadar, olaylarin sadece tanimlarina ve Ozeliklerine baktik — bazi
olaylarin gergeklesme olasiligi ¢ok dusukken (6rnedin Schwarzenegger’in 44ncu
baskan olarak segilmesi gibi) bazilarinin gergeklesmesi nispeten kesindir- ancak
olaylarin olasiliklari, yani olaylarin orneklem uzayinin kalanina gore gerceklesme
ihtimali, hakkinda hicbir sey sdylemedik.

Bicimsel olarak, P olasii§ S¥deki A = {A1, A2, ..} olaylar yiginindan reel sayilara
giden bir fonksiyon olarak tanimlanir.

_P‘{j — PI(RA)

Kullanigh bir olasilik tanimi yapabilmek icin, her hangi bir olasilik fonksiyonu P’nin
asagidaki aksiyomlari saglamasini bekleriz:

(P1) Herhangi bir A € A igin P(A) =0
(P2) P(S) = 1, - yani “kesinlikle bir sey olacak’

(P3) Ayrik A1, Ao, ..., kimelerinin herhangi bir dizisi igin

P (U Ai) =" P(4)
i>1 i>1

Matematiksel bir not olarak, bu aksiyomlarin (ve sonraki derste P(A)'nin 6zelliklerinin
tiretimlerinin) bir anlam ifade edebilmesi i¢cin A yigini S’yi ve onun elemanlarinin
timleyenleri ile birlesimlerini icermek zorundadir. Bu, bir dnceki sayfada dipnotta

! Olasiligin tutarh bir tanimi igin, olaylar grubu asagidaki 6zelikler sahip olmak zorundadir

(S1)SeA

(S2) Eger A € A ise, 0 zaman onun tiimleyeni A€ A

(S3) Herhangi sayilabilir A;, A,.... olaylarin birlesimi A’dir, yani A; UA, U ... €A

Bu olaylar yiginina S’nin sigma-cebiri olarak adlandirilir. Bu dersin amaci igin, bu énemli degildir, ve
eldeki sorunun bu tir aksiyomlara uygunu oldugu gergegini veri olarak kabul edecegiz.



acikladigimiz sigma-cebirdir. Bu ders icin, bu 6zellikleri daha fazla Gzerinde tartismadan
verilmis kabul edecegiz.

Tanim 1. Bir drneklem uzay! S dzerinden tanimlanan bir olasilik dagilimi (P1) —(P3)
aksiyomlarini saglayan P(A) ile gosterilen bir sayilar yiginidir.

P(1)-P(3) aksiyomlarinin olaylara bir tek olasilik atamadigina dikkat ediniz. Onun
yerine, bu aksiyomlar sadece olasiligin ne olmasi gerektigi konusunda sezgilerle tutarh
bir sekilde herhangi bir olasilik dagiliminin saglamasi gereken minimum kosullari
verirler(gercekte bunu asagida kontrol edecegiz). Prensipte, bu o6zelikleri saglayan
herhangi bir P(.) fonksiyonu gegerli bir olasilik olusturur, fakat bunun eldeki rasgele
deneyin iyi bir agiklamasi olup olmadigini anlamak igin Ozelikleri ayri ayri gérmek
zorundayiz. Bu her zaman zor bir sorudur. Bu dersin 5. béliminde (Ozel Dagilimlar),
belli standart durumlar igin bazi populer P(.) secimlerini tartisacagiz.

2.0lasihigin Bazi Ozelikleri

Simdi, P(1)-P(3) aksiyomlarinin gercekten de olasilik fonksiyonumuzun sezgisel
olarak bekledigimiz 6zeliklere sahip olmasini sagladigindan emin olmak icin yeterli
oldugu konusunda kendimizi ikna etmemiz gerekiyor. Sezgisel olarak fonksiyonun su
Ozeliklere sahip olmasini bekleriz: (1) Bir olayin olma olasiligi ile olmama olasiliginin
toplami bir olmali, (2) imkansiz olayin, @, gergeklesme olasiligi sifir olmali, (3) Egder A
olayi B olayini igeriyorsa, B olayinin olasiliyi P(A)'dan blytk olamamali, ve (4) herhangi
bir olayin olasiligi [0,1] araliinda yer almali. Simdi, temel aksiyomlari kullanarak bu
Ozelikleri ispatlayalim.

Onerme 1.
P(A®) = 1 — P(A)
ISPAT: Tiimleyen A® tanimina gére,
1 (22 prgyTemmZA™ by 5 49 ") pray + pea”)

burada son adimda ANA® = @ kullaniimaktadir, yani A ve onun tiimleyeni ayriktir. Bunu
yeniden duzenledigimizde,

P(A®) = 1- P(A)

elde ederiz. Zaten gostermeye c¢alistigimiz da budur.



Onerme 2
P@)=0
ISPAT: ¢ = S oldugu icin, dnceki dnermeyi kullanarak

Omerme 1 (P2}

PM=PSY) = 1-PS)'="1-1=0

oldugunu gosterebiliriz.

Onerme 3. Eger B c A ise, 0 zaman P(B) <P(A)dr.

Dipnot olarak, bu kural sezgisel gérinmesine ragmen, bilissel psikologlar
insanlarin giinliik olasilik muhakemesi icinde bu kurali sik sik bozduklarini kesfettiler?.

ISPAT: Olasilik aksiyomlarini kullanabilmek icin, A olayini birlesim ve kesisim
Ozelliklerini kullanarak bélintilere ayirmak yararli olacaktir.

A=ANS=An(BUB)=(ANB)U(ANBY)=BuU(ANnB°

Burada, son adimda B < A ise (AnB)=B kullanimistir. (P3) aksiyomunu
kullanabilmek icin B ile (4 n B®) nin ayrik olduguna dikkat etmek gerekir.

BN(ANB)=BNn(B‘NA =BNB)YNA=0nNA=0
Dolayisiyla, aksiyom P(1)’i kullanarak

P(A) =P(B) + P(AnB%) > P(B)
sonucuna ulagiriz.

Onerme 4: Herhangi, bir A olayrigin 0 < P(A) < 1.

ISPAT: 0 < P(A) aksiyom (P1)dir. ikinci esitlik igin, (P1) ayni zamanda P(4A¢) > O’
sadlar.

Dolaysiyla 6nerme 1’e gore

2 Ornegin, Daniel Kahneman ve Amos Tversky tarafindan yapilan bir calismada birkag kisi Linda’nin
tarifini asagidaki gibi veriyorlardi:

Linda 31 yasindadir, bekardir, gevezedir, ve ¢ok zekidir. Felsefe egitimi aldi. Ogrenci iken, ayirimcilik ve
sosyal adalet konulariyla ¢cok derinden ilgilenirdi ve ayni zamanda niikleer karsiti gbsterilere de katilirdi.

Linda'nin bir gise memuru olma olasiigi sorulan kisiler, onun feminist bir gise memuru olma olasiligi
sorulan kisilere gére daha dusik degerler verme egilimindeydiler.



P(A) = 1- P(A°) < 1

Onerme 5
P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)
ISPAT: Onerme 3'te oldudu gibi Olay A ve B'’yi bélimlere ayirabiliriz.
A=ANS=An(BUB) =(ANB)U(ANnB%
Ayni sekilde,
B=(BnA)U (BnA®

Bunlarin boéluntld oldugu kolayca kontrol edilebilir. Yani kimelerin her bir ¢ifti ayriktir.
Dolayisiyla aksiyom (P3) kullanilarak gorilecegi gibi

P(A) =P((ANB)U(ANB)) =P(ANB)+P(ANBC)
ve
P(B) = P(BNA) + P(B N A%

Dolaysiyla, (An B), (An B¢)ile (B n A) A U B’nin boluntusi oldugdu igin (P3)
kullanilarak (sekil 1 s6z konusu fikrin grafiksel gésterimini vermektedir)

P(A)+P(B)=P(ANB)+[P(ANB)+P(BNA)+P(BNAS)|=P(ANB) +P(AUB)

Son denklemin yeniden dizenlenmesi istenen sonucu verir.



Kaynak: MIT OpenCourseWare

Sekil 1. A U B’nin ayrik olaylara boluntilenmesi

3 Ornek: “Basit” Olasilik

Sonuglarin olay gerceklesmeden once simetrik oldugu, yani bir olayin olma
olasihdinin digerinden fazla olmasi icin bir sebebin olmadigi sonlu bir drneklem
uzayimizin oldugunu varsayalim. Eger n(C) bir C olayindaki sonuglarin sayisini ifade
ederse, olasilik

A
P(A) := %

olarak tanimlanir. Yani, olasilik, A olayinda yer alan S’deki butin olasi sonuglarin
oranina esittir. Bu dagilim, “basit” olasilik daglimi veya “mantiksal” dagihm olarak
adlandirilir. Para veya zar gibi her bir sonucun olasili§i esit olan araclar icin adil
olduklari séylenir. Simdi t¢ aksiyomun da saglanip saglanmadigina bakalim.

(P1): P(A) = 0 n(.)'nin sadece (zayIf ihtimalle de olsa) pozitif degerler almasinin
dogrudan sonucudur

. _ ne)_
(P2:P(S)= 70=1

(P3) Ayrik iki A ve B olayi igin

n(AU B) _ n(A)+n(B)+n(ANB) n(A) N n(B)

P(A - B) - n(S) 71(5) B H(S) n(S’)

= P(A) + P(B)

ikiden fazla kiime igin, argiimanlar esas itibariyle 6zdestir.



Ornek 1. Kusursuz bir zarin bir kere atildigini varsayalim. Bu durumda 6rneklem uzayi
S ={1,2,...,6})a egittir, dolaysiyla n(S) = 6. Gelen sayinin kesinlikle 4’ten blyiik olma
olasiligi nedir?

Olay A = {5, 6} oldugu igin, n(A) = n({5,6}) = 2. Buradan P(A) = % =2=2

Eger bir zar iki kere atilirsa, iki rakamin toplaminin 4 veya daha dlisiik olma olasiligi
nedir?

Bu durumda: S ={(1, 1),(1, 2), ..., (2, 1),(2, 2), ..., (6, 6)} oldugu icin n(S) = 6> = 36.

Olay B = “Rakamlarin toplami < 4” = {(1, 1),(L, 2),(1, 3),(2, 1), (2, 2),(3, 1)}

ne _ 6 _1

Dolaysiyla P(B) = " " 36" s

Biraz sonra, belli olaylar sonucunda olusan sonuglari saymak icin daha sofistike
teknikleri gorecegiz.

4 Sayma Kurallari

Simdiye kadar baktigimiz érnekler, sirasiyla, A ve S ‘deki sonuglari saymanin
kolay oldugu nispeten basit érneklerdi. Eger S bircok elemana sahipse ve A yeterince
karmasik olursa, o zaman n(A) ve n(S)yi elde etmek igin bitiin sonuclar listesine
bakmak hem sikici olur hem de pratik olmaz. Bu derste, kombinasyonlarin ve
permutasyonlarin farkl olaylar sonucunda ortaya ¢ikan sayilabilir objeler (sonuglar) igin
basit kurallar veren “kombinatorik” lere bakiyoruz.

Ornek 2. Unlu satrang oyuncusu Bobby Fischer (3 hafta énce 6é/dii) sonunda “klasik”
satranci oynamaktan sikilir ve sadece 8+8 piyonun aligilageldigi gibi yerlestirildigi
ancak, ilk sirada, diger taglarin (1 sah, 1 vezir, 2 fil, 2 at ve 2 kale) her bir beyazin ayni
cins siyaha karsilik gelecegi sekilde rasgele yerlegtirildigi bir varyant Onerir. Diger
kisitlamalar ise (1) bir fil siyah karede iken digeri beyaz karede olmak zorunda, (2) sah
ilk seferde iki kale arasindan hareket etmek zorundadir (rok yapmaya izin vermek igin).

Bunun arkasindaki diiglince, satrang oyuncularinin sadece standart baslama
pozisyonu ile iyi igleyen standart oyun agmayi kullanma egilimde olduklari igin, yeni
varyant, oyunun ezberlenmeyi imkénsizlagtiracak kadar yeterli sayida olugturulmasi



durumunda, oyuncular: yaratici bir sekilde oynamaya zorlamaktir. Fakat kag tane farkli
muhtemel baslama pozisyonu vardir?

Biz aslinda bu gin derste bu sinifta tanitilan bazi sayma tekniklerini kullanarak
bu hesaplamalari yapacadiz. Eger sikildiysaniz, soruna saldirmanin (tercihen zarif
sekilde) bir yolunu bulmaya baslayabilirsiniz. .

Simdilik, dogrudan rasgele deneyler veya olasiliklar hakkinda konusmayacagiz
fakat konu disina c¢ikarak daha sonra derste kullanacagimiz sonuglari hesaplama ve
sayma yontemlerini ele alacagiz.

4.1 Olusturulmus Deneyler

Kural 1 (Carpim Kurali). Eger bir deney birincisi m olasi sonuca ve ikincisi birincisinin
sonucu ne olursa olsun n olasi sonuca sahip 2 béliimden olusuyorsa, o zaman deney
mxn sonuca sahiptir.

Ornek 3. Eger bir sifrenin 8 karakterli (harf ve rakam) olmasi gerekiyorsa, o zaman s6z
konusu deney her birisi 2x26 + 10 = 62 sonucu olan 8 pargaya sahiptir (sifrenin bliy(ik
ve kiiciik harfe duyarli oldugu varsayimina gére). O halde, toplam olarak 62° (kabaca
218 trilyon) kadar farkli sifre elde ederiz. Agikgca sbylemek gerekirse, onlarin timdnd el
ile saymaya calismak iyi bir fikir olmazdi.

Ornek 4. Bilgisayar sistemlerinin ¢ogunda kullanilan standart ASCIl karakter seti 127
karakter igerir (bogluk harig). Hafiza igin her karaktere 1 byte = 8 bit isnat edilir.
Gecgmisten gelen sebeplerden o6tiri, aktarma veya koddaki kopyalama hatalarini tespit
etmek igin 8nci bit tutarlilik kontrolinde “parite” olarak kullanilirdi. Bundan 6tliri, her
birisi {0,1}’den olusan sonuca sahip 7 parcali bir deneyimiz ve bu nedenle de toplam 2’
= 128 sayida farkli karakterimiz var.

Ornek 5. Bir kart destesinde 52 kart vardir, dolayisiyla eger mavi ve kirmizi destelerden
birer kart cekersek 52x52=2704 olas! kart kombinasyonu elde ederiz (eder cekilisten
sonra hangi desteden hangi kartin geldigini bilemezsek, o zaman daha az sayida ayirt
edilebilir sonuclar elde ederiz). Diger taraftan, eger ayni desteden geri koymadan iki kart
cekersek, hangi karti énce c¢ektigimizden badimsiz olarak, ikinci kartr cekmek igin
destede sadece 51 kart kalmis olur. Elbette hangi 51 kartin kaldigi hangi ilk kartin
cekildigine bagli olacaktir, ancak bunun c¢arpim kurali icin 6énemli o/lmadigina dikkat
edilmelidir. Bu nedenle, eder ayni desteden iki kart ¢ekersek, 52*51 = 2652 olasi
kombinasyonumuz olacaktir.



Son 6rnek genel sekilde agiklamaya calistigimiz iki tir deneyi gostermektedir: her biri
farkli sayma kuralarina sahip geri koymali 6rneklem ile geri koymasiz érneklem.

e N buyukligundeki bir gruptan geri koyma ile n tanesi ¢ekilmistir.
N.N....N =N"

n tane

mumkin sonug.

e N buyukligundeki bir gruptan geri koymadan n tanesi gekilmistir (N > n)

N(N-1)(N-2)...3-2.1 _N!

Pymi=N(N-1D(N-2)...(N—(n—1)) = N-n)(N—(nt1)..32-1_ (N—n)

muUmkin sonug¢
k! :=1.2...(k-1)k (k faktoryel olarak okunur) ve 0! = 1 olarak tanimlanir.

Gergekte, bu iki sayma kurali carpim kuralindan elde edilir, fakat bunlar istatistikte ¢cok
onemli olduklart igin onlari ayri degerlendirdik.

4.2 Permutasyonlar

Ornek 6. Karistirilmis bir deste, siralanmis bir destenin permiitasyonudur: Her ne
kadar siralama ¢ogu durumda farkli olsa da, her bir kart tam olarak bir kere destede yer
almaktadir.

Tanim 2. Objelerin sirali herhangi bir yeniden diizenlenmesi permutasyon olarak
adlandirilir.

Permutasyon olusturmanin, yerine koymadan, N Uyeli bir gruptan N tane c¢ekilis yapma
oldugunu not ediniz.

Ornek 7. 12 ton teknigi modern klasik muzikte bir besteleme tertibidir. Bu tertip icinde
her parca bir tona dayanir. Her yarim tonlu élgegin (kromatik gam) on iki notas! (C, C
keskin, D, D keskin, vs....B’ye kadar) tam olarak bir kere gortlir. Bu nedenle, her bir
tonun dizisi yarim tonlu 6lgegin bir permiitasyonudur ve prensipte farkli olan her olasi
“melodiyi” sayabiliriz (yaklasik olarak 479 milyon).

Ornek 8. Meshur gezgin satici problemi. Diyelim ki ihtiyari olarak siralanmig, aradaki
mesafesi belli 15 kasabadan ge¢mek zorunda olan bir saticiyr ele alip ve her
kasabadan (en azindan) bir kere gegen en kisa yolu bulacagimizi varsayalim. 157k



gruptan 15 tane ¢ekme formulimuazu kullanarak 15! sonucuna varabiliriz. Bu 1.3 trilyon
farkli yol demektir. Bu karmagik bir problemdir, bu nedenle ¢6zmeyecegiz.

Saticinin her bir kasabada 5 mulisteriyi ziyaret ettigini hayal edebiliriz. Eger
mlusteriden musteriye mimkin olan bditin yollar diginecek olursak, (15x5)!
permutasyon elde ederiz (bu ¢ok fazla!). Ancak, arastirmamizi saticinin kasabada iken
5 mdgteriyle ayni anda (tanimlanabilir bir sira ile) gbériisme seklindeki yolculuk plani ile
sinirlandirmak mantikli gibi gériiniiyor. Her kasabadaki mdsteriyi gérebilmesi igin 5!
olasi siralama vardir ve ziyaret edebilecegi kasabalar igcinse 15! olasi siralama vardir.
Dolaysiyla, carpim kuralini kullanarak s6z konusu ilave sinirlamayi saglayacak
permiitasyon sayisinin hesaplayabiliriz:

5151....5! 15! = (5!)*°15!

15 tane

Bu hala c¢arpici bir sekilde yiiksek bir rakamdir, fakat sinirlandirilmamig (15.5)!
permiitasyonundan kesinlikle cok daha dtisiiktir®.

4.3 Kombinasyonlar

Ornek 9. Eger bir tek desteden kag farkli poker eli gekecedimizi saymak istersek, yani
bir tek desteden yerine koymadan 5 kart cekmek gibi, kartlarin ¢ekilme sirasiyla degil
ancak her hangi bir kartin gekilip ¢ekilmedigiyle ilgileniriz.

Tanim 3. Herhangi siralanmamis égeler toplamina kombinasyon denilir.

Bir kombinasyon bir gruptan yerine koymadan gerceklestirilen cekiliglerle olusturulur.
Fakat simdi 6gelerin cekilis sirasiyla ilgilenmedigimiz icin, sadece siralamasi farkli ama
ayni 6gelerden olusan cekilisleri iki kere saymak istemiyoruz. n elemanh bir yigindan
cekilis yapabilecegimiz n! kadar farkli siralama vardir (yani n tane elemanin
permutasyon sayisi). Dolayisiyla, N objeden n tane farkli obje kombinasyonu:

% k! K'ye gore ok hizli bliyiidiigi igin ok az kisi faktoriyelin dlgegi hakkinda sezgiye sahiptir. “Bliyiik” k
degerleri icin oldukga iyi is géren Strling’sin tahmin

o~ vz (£)

e

Poptler bilimde oldukca ylksek rakamlari karsilastirmak igin yaygin olarak kullanilan bir hesaplama
gbzlemlenen kéinatin toplam atom sayisini tahmin etmektir.Bu deger asagi yukari 10%° (dogrusu, bu
rakami algilamak da bile gugli ¢ekiyorum). Faktoriyle cinsinde 10'® ~ 59rdur. 75! sayls| kabaca 2.5 x
10% (iki bucuk milyon trilyon trilyon) carpi kainattaki atom sayisi olarak ifade edilebilir.
Bu sekilde karmasik hesaplamalardan kaginmak isteyece@imiz igin, sadece faktoriyellerin oranlar ile
ilgileniriz, bu nedenle de 6nce hangi terimin birbirini gotirecegini gérmek gerekir. Ornegin :—i:=
98.97.96.95.94!

94! '



C __Yerine koymadan N'denn kadar gekilis sonuglarinin sayist _ N!
Nn —

n 6genin gekilis sirast sayisi T (N-n)nl’

Bu ayni zamanda binom katsayisi olarak bilinir ve genellikle

N!
(17\{) = (N-n)!In!’

olarak ifade edilir.

Not: Her ne kadar faktoriyellerin oranlarina bakiyorsak da, binom katsayisi daima
tamsayidir (kombinasyon sayisinin anlamli olabilmesi icin gereklidir).

Ornek 10. Poker i¢in, bu formtli kullanarak (552) = 2598960 olasi el oldugunu
hesaplayabiliriz.

Ornek 11. islevsel bir ¢alisma grubu, diyelim ki, 5 kisiden fazla olmamali (bu sayi icin
pedagojik bir gerekce yoktur, sadece matematiksel igslemlerim geredinden fazla
karmasiklagmasini 6nlemek istiyorum). Bu derse su anda 28 &grenci kaydini
yaptirmistir.  Kac¢ tane uygun c¢alisma grubu mimkindir (kendi basina c¢alisan
ogrenciler dahil)? Her bir 1, 2, 3, 4, 5 grup bliyliklikleri igcin ¢alisma gruplarinin sayisini
hesaplamak ve toplamini almak zorundayiz. Bu durumda (eger herhangi bir hata
yapmadiysam)

2 2 2
S = ( ‘18 )+( 298 )+( ‘38 )+( 248 )+( ‘58 ) — 98+ 378 43,276 + 20,475 + 08, 280 = 122, 437

¥

kadar miimkuiin ¢alisma grubu vardir.
Simdi dersin basindaki “zor problem”imize geri dénelim:

Ornek 12: Fischer’in Rassal Satrancina Geri Déniis: ilk olarak kale ve filler hakkindaki
(1) ve (2) nci sinirlamalari gérmezlikten gelelim, yani satrang tahtasinin alt sirasinda
taslarin herhangi bir sekildeki yerlesimine izin verelim. 8 beyaz tasi (siyahta olabilir, bu
6nemli degil) tahtanin alt sirasindaki 8 kareye dagitmak zorundayiz. Dikkat ederseniz
bu bir permliitasyondur, bu nedenle 8! kadar olasi siralamamiz var. Ancak, “sagdaki” ve
“soldaki” taglarin egit olasi kuralindan 6&tiirti kale, vezir ve filler cifterdir. Dolayisiyla,
sirasiyla iki kale/ffil/veziri birbiriyle degistirerek 2x2x2 olasi bir baglangi¢ pozisyonu
olusturma yolu vardir. Bundan 6&tiirti, farkli oyun sayisi

!

Oyun Sayisi = % =7!=5040



kadardir.

Daha o6nce séyledigimiz gibi, gercek kurallar Fischerin Rasgele Satrancina ilaveten
sunlari empoze eder: (1) bir fil siyah karede ise digen beyaz karededir, (2) sah iki kale
arasinda ilk hareketini yapabilir. Bu varyant igin, eger siralari doldurma siralamasi
konusunda biraz zekiysek, garpim kuralini kullanabiliriz. Oncelikle iki fili, tesadifen
secilen bir siyah kare ile tesadifen secilen bir beyaz kareye yerlestirmeyi éneriyorum.
Boylece 4x4 olanagimiz vardir. Sonra, at geri kalan 6 kareden birine yerlestirilir (6
olanak). iki veziri geriye kalan 5 kareden herhangi birine yerlestiririz. Bu bir

kombinasyondur, yani (g) = % = 10 tane vezir yerlestirme yolu vardir. Sah ve kaleler

icin bir sinirlama oldugundan, geriye kalan lg¢ tasi bos olan U¢ alana yerlestirmek icin
her zaman bir tek yol/ vardir. Toplam olarak, elimizde

Oyun Sayisi = 4x4x6x10x1 = 960
kadar oynanacak potansiyel “oyun” vardir.

Taslari yerlestirme konusunda kritik nokta, ¢arpim kuralini uygulayabilecegimizden emin
olmaktir, yani ilk tasi yerlestirme seklimiz geriye kalan taslarin yerlestirilme olanaklarinin
sayisini etkilememelidir. Gorebildigim kadariyla, bu sadece filler icin 6nemlidir: ddsdndn,
o6nce kale ile sahi ve sonra filleri yerlestirmigiz. O zaman (a) her (¢ tas ayni renk
alanlara (o durumda filleri 1x4 = 4 sayida olasi farkli renkli yerlere koymus olacaktik)
veya (b) taglardan birisinin diger iki tastan farkli renkli bir alana (bu bize fil igin 2x3 = 6
farkli secenekle bas basa birakacaktr) konulup konulmadigini ayirt etmek zorunda
kalacaktik. Once filleri, sonra sahi kalelerden énce yerlestirdigimiz sirece, daha sonra
nasil devam ettigimiz 6nemsiz gibi goriintyor.

5. Bagkanin Olim Tarihi Paradoksu (Calisma Sorusu)

Yasayan veya Olu baskanlar ile ilgili komplo teorileri tipik olarak “sira disl’
tesadfler Gzerine kurulur. Ornegin, suikaste ugrayan iki Amerikan baskani icin, yani
Lincoln ve Kennedy, bir kisi az ¢ok dikkate deger ortak noktalarla alakali ¢cok uzun bir
liste olugturabilir. Ornegin, Lincoln’un vuruldugu tiyatroya gitmemesi konusunda uyaran
Kennedy adinda bir sekreteri varken, Kennedy'nin de suikastten oOnce Dallas’a
gitmemesi konusunda uyaran Evelyn Lincoln adinda bir sekreteri varmis (Hos! En
azindan Wikipedia oyle diyor).

Bir diger belirgin tesadif ise 39 baskandan dlmus olan bazilarinin ayni 6lim
tarihine sahip olmalaridir: Filmore ve Taft’in ikisi de, 8 Mart’ta, dimuslerdir. John Adams
ve Thomas Jefferson’un ikisi de 4 Temmuz 1826 tarihinde, bagimsizlik bildirgesinin



imzalanmasindan tam olarak 50 yil sonra, dlduler. Ve James Monroe tam olarak 5 yil
sonra, 4 Temmuz 1831’ de dldu. Bunlar sasirilmasi gereken seyler mi?

ilgili olaya ait sonuclarin oranlarinin olasiliklara esit oldugu varsayimi altinda,
simdi iki belirlenmis bagkanin belli bir ginde, Subat 6 diyelim, Olmesinin basit
olasiligina bakalim. Bu durumda, iki baskanin 6lum gunlerinin 6 Subat’a denk
gelmesinin sadece bir tek kombinasyonu oldugunu buluruz. Fakat saymanin garpim
kuralina gore toplam olarak 365 kadar olasi élim giinii kombinasyonu vardir. Buna
gore, sdz konusu olayin olasiligi son derece diisiik bir rakam olan 1/365%dir.

Ancak, duble dlumun potansiyel adayi olarak bir yilda ¢ok sayida bagkan ve gin
eslesmesi vardir. Simdi, 39 bagkandan en az 2’sinin ayni gunde 6lmesi olayi olan A’'nin
olasihgi, prensip olarak bir ¢ift, iki cift, U¢ cifti vb bagkanin ayni 6lim tarihine sahip
olmasinin butiin olasi kombinasyonlarin orani olarak hesaplanir. Bu sorunu ¢ézmenin
en zarif sekli ise AUA® = S ve ANA® = @ oldugu igin aksiyom (P2) ve P(3)ten P(A) =
P(S) — P(A°= 1 — P(A°) elde ederiz. Olay A® “39 baskanin tiimi farkli 6lim giniine
sahiptir” olarak formule edilebilir. Eger sadece iki 6lu bagkan varsa, ilkinin 6liminden
sonra ikinci bagkanin farkh bir ginde dlmesi icin 364 farkli yol vardir. Simdi her bir n
baskana farkli bir 6lum guni tayin etme olanaklarinin sayisini belirlemenin yerine
koymadan 365’ten n tane cekilise tekabll ettigini farketmemiz gerekir, bu nedenle

365! .
(365—n)! dir.

olanaklarin sayisi

Bagskanlara mumkun olan tum farkli 6lum gunlerini atama sayisi yerine koyarak
cekilis ybntemine tekabll eder, dolaysiyla bu sayi 365™dir.

Buna gore ayni 6lim tarihli en az bir ¢ift baskanin olma olasiligi

365!

_ Cy —
P(A)=1-P(A") =1 —esoy

burada, n = 39 icin asagi yukari %87.82’e esittir. Bu formulu kullanarak, farkl sayidaki
baskan icin de bu olasiliklari hesaplayabiliriz:

n P(A)
1 0

2 0.27%
5 2.71%
10 11.69%
20 41.14%
30 70.63%
60 99.41%

366 100.00%




Son satirdan gorilebilen, olasiligin bire yikselmesinin sezgisel olarak nedeni
Olim gunlerinden daha fazla baskan olumlerinin gergeklesmesinden 6tirt, potansiyel
farkli 61im gundnidn “kalmamasidir”.

Bu nedenle, bu paradoksu ctzmek icin, iki belirlenmis baskanin ayni gunde
O0lmesi aslinda buylk bir tesaduf iken (¢cinki bu olay cok dusuk bir olasiliga sahiptir),
artan baskan sayisiyla beraber, bdyle bir olay icin farkli kombinasyon sayisi ¢ok hizli
artar. Bagka bir ifadeyle, her bir bireysel sonucun gerceklesme olasiligi ¢ok dugukken,
‘potansiyel tesaduf sayisi” ¢ok hizli bir yUkselis goOsterir, bundan otard buydk bir
olasilikla en azinda bazi tesadufler gergeklesmek zorundadir.

Diger komplo teorilerinin arkasindaki hikaye muhtemelen aynidir: insanlar son
derece fazla detayi tarayarak Kennedy ile Lincoln arasinda nispeten daha az sayidaki
ilging paralellikleri bulmaya caligiyorlar. Istatistikte, bu tiir arastirrma stratejisine “data
mining” adi verilir ve bu baglamda gergekte “yanhs bulus” olarak meydana gelen bu
ender tesaduflere deginiriz. Bu tesadufler sistematik bir iliskinin sonucunda dedgil, fakat
ayni anda arastirabilecegimiz veya test edebilecedimiz ¢ok sayidaki potansiyel iliskinin
sonucunda ortaya ¢ikmaktadir.



