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Aciklamalar: Bu, kitaplarin ve notlarin kapali oldugu bir sinav olacaktir. Hesap
makinasi kullanabilirsiniz. Lutfen 6nce sinavi bagtan sona okuyarak anlagiimayan yerleri
sorunuz ve sorulara harcayacaginiz zamani ayarlayiniz. Hesaplama hatalarinin
yapilmasi durumunda kismi puan almak igin lutfen yaptiginiz batin islemleri gosteriniz.
Sinavi bitirmek igin asagdi yukari 85 dakikaniz var. iyi sanslar.

1. (24 Puan) Kisa Sorular
Bu sorular icin ¢ok fazla zaman harcamayin. Her birisi icin kisa cevap yeterli olacaktir.

(a) Rasgele bir X dediskeni verilmigken, X’in standardizasyonu olan Z’yi
tanimlayiniz ve varyansini turetiniz.

(b) Varsayalim ki Xo5 Xi ~ N(1, 4) dagilimli i.i.d. olan ne = 25 gdzlemin
ortalamasidir. Orneklerin ortalamasi X,5'in 0.5 ile 1.5 arasinda olma olasihgi
nedir?

Dogru/yanlig/belirsiz: Eger dogru ise kisa bir aciklama yaziniz (tercihen biraz cebir
kullanarak), eger yanlhs ise dizeltmeyi deneyiniz.

(c) Phoenix’te faaliyete bulunan Sunshine Havayollari tarafindan gergeklestirilen
ucuslar Seattle’da faaliyete bulunan Air Grey Skies’a gére ABD’deki bitlin 6nemli
havaalanlarinda en uzun rétara sahiptir. Bu nedenle, Sunshine Havayollarinin
rasgele secilen bir ugusunun beklenen rétari Air Grey Skies’in rasgele segilen
ugusuna goére daha uzundur.

(d) Merkezi Limit Teoremi bir i.i.d. olan Xj, ..., X g6zlemlerinin bir blyuk
ornekleminde X/lerin normal dagilimli olduklarini sdyler.

2. (20 Puan)

Varsayalim ki X ve Y bagimsiz olmak zorunda olmayan rasgele degiskenler olsun ve 0
<p < 1’dir.

(a) Sadece varyans ve kovaryansin tanimini kullanarak agagidakini gosteriniz
Var(pX + (1 —p)Y) = p*Var(X) + 2p(1 — p)Cov(X,Y) + (1 — p)*Var(Y)

(bu problem igin, sinifta tlretilen varyansin 6zeliklerini kullanmamaniz gerekiyor)



(b) X ve Y’nin varyansi ve o(X,Y) korelasyon katsayisina gore pX + (1-p)Y’nin
varyansi nedir?

(c) Varsayalim ki Var(X) = Var(Y)'dir. pX + (1-p)Y’nin varyansi X’in varyansindan
blyuk muduar, kiicuk mudar?

(d) Simdi, X ile Y’nin iki farkh matematik sinavindan elde edilen puanlar oldugunu
varsayalim. Bir ¢esit “matematik yetenegiyle” ilgileniyorsunuz ve asagidaki
Ozelikleriyle, iki puan guralttla (noisy) (bir ihtimal aralarinda korelasyon var)
Olcumluddr:

EX]=E[Y]=pu, Var(X) = 0%, Var(Y) =gy, ve Cov(X,Y) =0oxy

Sadece bir 6lgcimu kullanmak yerine, onlari agirliklandiriimig bir ortalama pX +
(1-p)Y olarak birlestirmeye karar verdiniz. Bu agirliklandiriimis ortalamanin
beklenen degderi nedir? p’nin hangi degeri agirliklandirilmis ortalamanin
varyansini minimize eder?

3. (10 puan)

(a) Chebyshev Esitsizligine gore (|X - E[X]| > €) olayinin olasilidi, X rasgele
degiskenin varyansi Var(X) ile nasil iliskilidir?

(b) Sen ve arkadasin saat 19:30’da Inman Meydaninda bulusmayi planliyorsunuz.
Her ikinizde tam zamaninda orada olmaya c¢alisiyorsunuz ve oraya varis
zamanlariniz birbirinden bagimsizdir. Ayrica, varis zamanin (dakika cinsinden)
standart sapmasi o’nin ikiniz iginde ayni oldugunu varsayalim. En az %92’lik
olasilikla, higbirinizin digerinin 10 dakikadan fazla beklemek zorunda kalmamasi
icin, o en fazla ne olabilir?

4. (21 puan)

1960’ta delikli kartlar kullanan bir super bilgisayar ile ¢alisiyorsunuz. Bu tir makineler
icin, kodlar kartlara delinirdi. Bu kartlarda eger ilgili yere bir delik agiimigsa orasi bir bit
yani “1” olarak, diger durumlarda “0” olarak okunurdu. Kodu bilgisayara yiklemeden
once, bagka bir makine onu farkh bir formattaki delikli karta kopyalamak zorundaydi. Bu
sure¢ tamamen hatasiz galigmiyordu. n bit uzunlugundaki bir kod igin, X kadar

_ n . . . - . . n
kopyalama hatasi A = 5000 parametreli bir Poisson dagilimidir, yani Xi ~ P(SOOOO).




(a) Problem hakkinda distnmenin bir yolu soyledir: n bitlik bir kod kopyalanirken,
her bir bit icin sabit, fakat kiicuk, p kadar 1 ile sifirin yerinin (veya tersi)
kanistiriima olasiligi vardir. Eger farkh bitler arasindaki kopyalama hatalar
bagimsiz ise, hata sayilarinin dagilimi nedir? Eger n ¢ok blyuk ise, yukarida
Onerilen gerekce diginda Poisson dagilimini kullanmanin gerekgesi ne olabilir? —
lGtfen olabildigince agik olunuz.

Simdi varsayalim ki makinenin yapabilecegdi tek kopyalama hatasi “1”i yazmasi gereken
yere yazmamasi olsun, érnegin bir kart delikte sikismis olsun ve makine onu “1” yerine
“0” olarak okusun. Diger taraftan butun “0”lar dogru kopyalanacaktir. n uzunlugundaki
bir kodda “1”lerin sayisi olan Y’nin “1”in p = 1/2 olasiligiyla binom dagilimh oldugunu
varsayalim.

(b) n uzunlugundaki bir kod i¢in X kopyalama hatasinin sayisi i¢in beklenen deger ve
varyansi belirleyiniz. Butiin iglemleri gdsteriniz. Ipucu: A parametreli bir Poisson
dagiliminin p.d.f.sinin asagidaki gibi oldugunu hatirlayiniz:

fx(z) = _;;! eger r=0,1,2,... ise
J A 0 diger biitin durumlarda

ve

E[X] = Var(X) = A

5. (15 Puan)
Varsayalim ki X ~ U[0, 1], [0, 1] araliginda bir uniform dagihmidir ve Y’nin p.d.f.’si
asagidaki gibidir:

AtV sor Y < 0
fry)=14 " eger U =1 lse
| 0 diger biitin durumlarda

Y = u(X)’i saglayan bir u(.) fonksiyonu belirtiniz (ipucu: Y’nin c.d.f.’si nedir?).

6. (10 Puan)

Varsayalim ki Var(X) = Var(Y) = 1, E[X] = 2, E[Y] =1 ve korelasyon katsayisi o(X,Y) =
é’tijr. iki rasgele degisken arasindaki farkin karesinin beklenen degeri, E[(X —Y)?], nedir?



Standart Normal Dagilim Altindaki Birikimli Alan
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Standart Normal Dagilim Altindaki Birikimli Alan

(Devam)

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 05714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6343 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7703 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015

0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 095059 09115 09131 09147 09162 0.9177
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0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 09616 0.9625 0.9633
0.9641 0.9648 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9700 0.9706
09713 09719 0.9726 0.9732 0.9738 09744 0.9750 0.9756 0.9762 0.9767
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2.0 09772 09778 0.9783 0.9788 09793 09798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0,9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9874 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 09918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.9930 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 09984 09984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 09988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990

Source: B. W, Lindgren, Swristical Theory (New York: Macmillan. 1962), pp. 392-393.
Kaynak: MIT OpenCourseWare



