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Problem Seti 8 - Cozumler
14.30 Ekonomide Istatistiksel Yontemlere Giris

Konrad Menzel

Son Gun: 28 Nisan 2009

Soru Bir: Bliyuk Sayilar Kanunu ve Merkezi Limit Teoremi

Bu dersten 6greneceginiz iki 6nemli kavram buyuk ihtimalle Blytk Sayilar Kanunu ve
Merkezi Limit Teoremi ile bu iki kavramin etrafimizdaki dinyaylr anlamamiz igin
ortalamalar kullanmamiza nasil olanak verdikleridir.

1. Buyuk Sayilar Kanunu’nu belirtiniz (Iitfen sadece ders notlarindan kopyalayiniz).

e 1in Cozumu: Varsayalim ki batin i degerleri icin Xy, ..., X5 E[X] = pn ve

Var(Xi) = o2< oo’'lu ardisik i.i.d. gekilisti. O zaman € > 0 (normalde kuguk bir
sayidir) asagidaki drneklem ortalamasini saglar:

lim J'"[|)E’,, — |l >e€)=0

Olaslilik agisindan X,’in pye yakinsadigini sdyleriz.

2. Blyik Sayilar Kanunu'nun ortalamasi p ve varyansi o olan bir X rasgele

degiskenin i.i.d. ornekleminin ortalamasi hakkinda bize ne sdyledigini aciklayiniz.

e 2’nin C6zumul: Buylk sayilar kanunu bize bir rasgele degisken X'in i.i.d.
ornekleminin ortalamasinin yogunlugunun vyari ¢api € olan bir “epsilon
topu”nun icine yogunlastigini sdyler. Ya da, ayrintt vermek gerekirse,
herhangi bir & > 0 igin, eger bir rasgele degiskenin sonsuz Orneklemini
alirsak, onun ortalamasinin yogunlugu p’'nun etrafinda birikecektir.

Varsayalim ki Nisan 2009 boyunca Cambridge’de yasayanlarin issizlik oranini bilmek
istiyorsun. igsiz “16 yasinda ve daha biyiik referans haftasinda calismayan, gegici
hastaliklar disinda calismaya musait, ve referans haftasiyla biten son doért haftada is
bulmak icin ¢aba gdstermis kisidir. isten kovulan ancak kovuldugu yerden geri
caginimay! bekledigi icin ig aramak geregini duymayan Kigiler de igsiz olarak
siniflandinlir.” (kaynak: http://www.econmodel.com/classic/terms/ur.htm).



Varsayalim ki telefon gorusmesiyle rasgele degisken X = 1 (galisan) icin bir drneklem
olusturdunuz, burada 1(.) bir kisinin ¢alistigini ifade eder.

1. lIssizlerin toplam isgiiciine bélimii olan issizlik oraninin, a, bir tahmin edicisini, &,
yaziniz. Bir Bernoulli rasgele degigkeni icin tahmin ediciniz bir Momentler
Yontemi tahmin edicisi mi?

e 1'in C6zUmU: Tahmin edici secimi @ = 12?’:1&- olacaktir. Bu tahmin edici bir
N
Momentler Yontemi tahmin edicisidir. Bu tahmin edici sadece 1 ile 0

degderlerini alan bir Bernoulli rasgele degiskeni olan Xi'nin dagiliminin
ortalamasini kullanir.

2. Tahmin edicinizin tutarli olabilmesi igin X ile ilgili yerine gelmesi gerekli kosullari
(en az ug) ifade eden tahmin ediciye Buyuk Sayillar Kanunun nasil
uygulanacagini aciklayiniz(yukarida ders notlarindan kopyaladiginiz Blyuk
Sayilar Kanunu’'nu ile).

e 2’nin C6zUmU: Bu bir ortalama oldugu igin, blylk sayilar kanunu bu tahmin
ediciye uygulanir. Baska bir ifadeyle, daha ¢ok kisi ile anket gorismesi
yaptikga, tahmin edicimiz, @ -P a olur, burada a gergek issizlik oranidir.
Orneklem igin G¢ kosulumuz vardir: (1) i.i.d. rasgele degiskenler yigini, (2)
sonlu ortalama, ve (3) sonlu varyans.

3. Yazdiginiz her bir kosul igin, issizlik orani igin ortaya koydugunuz varsayimlarin
gegerliligi icin yorum yapiniz.

e 3'Un Cozumi: Kosul (1):Orneklemimizin i.i.d.’ligi telefonla yapilan anket
¢alismasiyla uygulanabilir. Ancak, eger sadece gece yarisi Kizilay’da yartyen
insanlardan “kolay bir érneklem” segersek, buyuk ihtimalle kitleyi temsil eden
bir orneklemimiz olmayacaktir (yani, 6rnedimiz bagimsiz veya benzer
dagilimli olmayacaktir).

Kosul (2): Sonlu ortalama kosulu, rasgele degiskenin 0 ve 1 ile sinirlandiriimis
olmasi ile saglama alinmis olur.

Kosul (3): Bir Bernoulli rasgele dediskeni p(1-p) varyansina sahip oldudu igin,
sonlu varyans kosulu benzer sekilde saglama alinmis oluyor. Burada p 1
olma olasihgidir ve rasgele Bernoulli degiskeni 0 ve 1 ile sinirlandiniimistir.

Simdi Merkezi Limit Teoremine daha yakindan bakacagiz.



1. Merkezi Limit Teoremini belirtiniz (litfen sadece ders notlarindan kopyalayiniz).
e 1'in COzUmMU: Varsayalim ki Xy, ..., X, ortalamasi p ve varyansi g%< o olan
bir dagilimdan elde edilen n buyukligunde bir rasgele drneklemdir. O zaman
herhangi bir sabit x igin:
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vn X’nin ortalamasi p ve varyansi o2 olan bir Normal'e dagiimda yakinsadigini
(bazilari buna kanunda yakinsam der) sdyleyebiliriz. Sembolik olarak
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2. Merkezi Limit Teoreminin ortalamasi p ve varyansi o olan bir X rasgele

degiskenin i.i.d. (bagimsiz, benzer dagiliml) érnekleminin ortalamasi hakkinda

bize ne sdyledigini agiklayiniz.

e 2’nin Cozumu: Merkezi Limit Teoremi bize bir i.i.d. rasgele 0Orneklemin
ortalamasinin dagilimda Normale yakinsadigini séyler. Bunun anlami, X'in
dagiliminin ne olduguna bakmanda, onun ortalamasini Normal Dagilimin
ortalamasi ile karsilastirabiliriz demektir.

3. Tahmin edicinizin asimptotik olarak normal dagilimli olmasi igin issizlik orani igin
yazdiginiz tahmin edici ile ilgili yerine gelmesi gerekli kosullari (en az Ug¢) ifade
eden tahmin ediciye Merkezi Limit Teoreminin nasil uygulanacagini aciklayiniz.
Bu kosullar Buyuk Sayilar Kanunu’nun uygulanmasi icin gerekli olanlardan farkl
midir?

e 3’Un CdzUmMU: Issizlik orani bir kisinin calisip calisamamasinin rasgele bir
Bernoulli degiskeninin rasgele 6rnekleminin ortalamasinin bir tahmin edicisi
oldugu igin, dagiiminin Normal olacagini biliriz. Ug¢ gerekli kosulu Blyiik
Sayilar Kanununkiler gibidir: (1) i.i.d. rasgele érneklem, (2) sonlu ortalama, ve
(3) sonlu varyans.

4. N - oo iken tahmin edicinizin yakinsadigi dagilimi yaziniz. Burada N anket
calismasi uyguladiginiz Kigi sayisidir.
e 4’Un C6zUmU: Sunu yazariz:



VN(& — a) =4 N(0, a1 — a)).

5. X’in varyansi i¢in bir tahmin edici yaziniz. Tahmin edicinin tutarli olabilmesi igin
rasgele degisken Y = X? igin gerekli olan varsayimlar hakkinda yorum yapiniz.

e 5in Cozumu: X'in varyansinin bir tahmin edicisi birinci ve ikinci merkezi
olmayan momentler icin iki Momentler Yontemi tahmin edicisini kullanarak bir
tahmin edici olusturmak igin Varyans denkligini, Var(X) = E[X?] - E[X]%
kullanmak olurdu
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Benzer sekilde, issizlik oraninin tahmin edicisinden yararlanarak varyans benzeri
orneklemi kullanabilirdik ve sunu yazardik:
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Bu iki tahmin ediciden herhangi birisi i¢in, X sinirli oldugundan bu ornek igin
tamamen uygun olan E[X?]’e ihtiyacimiz var. Ancak, ayni zamanda sinirlama igin
varyansin varyansina ihtiyacimiz var:

Var((X — a)?) = E[(X — a)] — E[(X — a)?]? <

Bunun saglanmasi igin yeterli tek kosul E[X"] < co’dur. Bernoulli rasgele degisken igin
hos olan sey, biitin k > 1 icin 0 < E[X*"}] = E[X"] <1’dir. Bu nedenle, genel olarak,
Bernoulli rasgele degiskenin butiin momentlerini kolayca sinirlayabiliriz.

6. Simdi, Xin bir Bernoulli rasgele dediskeni oldugu gercegini kullanarak, X'in
varyansinin farkli bir tahmin edicisini momentler yontemi tahmin edicisi olarak
yazabilirsiniz (yani igsizlik oraninizin tutarl bir tahmin edicisinin fonksiyonu gibi).
Formuller farkli gérunmesine ragmen, bu iki tahmin edici sayisal olarak ayni
midir? Blyuk Sayilar Kanununu uygulamak icin yapilan varsayimlarin aynisini
tutmaya gerek var mi?



e 6'nin Cozumi: X bir rasgele Bernoulli degiskeni oldugu icin, kolayca
varyansinin p(1-p) oldugunu hatirlayabiliriz. Burada p rasgele bir degisken
icin basari veya 1 ¢cekme olasiligidir. Farkli bir tahmin edici soyle olabilirdi:
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Bernoulli rasgele degigkeni icin, iki tahmin edici gergekte sayisal olarak aynidir. Ancak,
dordiincli denklemde bir Bernoulli degiskeni (yani 1> = 1 ve 0% = 0) igin X® = X
kullandigimizdan, benzer bir sekilde Momentlerin Yéonteminden Maksimum Olabilirlik
Tahmin Edicileri olustursak bile, bu sonu¢ genel olarak diger rasgele degiskenler igin
elde edilmez. Beklenmesi gerektigi gibi, iki tahmin edici sayisal olarak benzer olduklari
icin, Buyuk Sayilar Kanununun uygulanabilmesi igin kesinlikle ayni varsayimlarin
saglanmasi gerekir.

7. Ortalama issizlik oraninizin tahmin edicisi ile X'in varyansini kullanarak: Eger
tahmin edicinizin %95 olasilikla /#nun 0.002 (yani % 0.2 igsizlik orani) kadar
etrafinda olmasini arzuluyorsaniz, kag kisiyi aramaniz gerekir? (issizlik Subattan
Marta 8.1'den 8.5’e yukseldigi icin, Nisan igin beklentinizin 8.7°’ye bir artis
seklinde oldugunu varsayin).

e 7’nin CoézUmu: Merkezi Limit Teoremini uygulamak igin zorunlu kosullari agik
bir sekilde belirttigimiz son problem setinde yaptigimiz gibi bu sadece benzer
bir gu¢ hesaplamasidir (bunun sadece bir uygulama oldugunun farkinda
olmalisiniz) .
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a ‘in sadece bir ortalama oldugunun farkina varinca, uygun bilesenleri yukaridaki
Merkezi Limit Teoremin tahmininde yerine koyariz ve tahmin ediciler soyle olur:
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burada varyansi tahmin etmek icin, bu ayki issizlik oraninin beklenen degerini, E[&] =
0.078, kullanmamiz gerekir. Ayri bir segenek olarak, varyansi tahmin etmek igin, Mart
ayinin issizlik oranini (% 8.5) kullanabilirdik. Ikisini de kullanip, 6rneklem bulyGkIiganiin
nasll farklilagtigina bakacagiz:
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issizligi dlcen Current Population Survey (CPS)Ynin her ay yeterince biyiik dérneklem
kullanip kullanmadigini anlamak igin, web sayfalarini inceledim: “Her ay, 2200 ¢ok iyi
egitilmis Census Bureau c¢alisani 60000 6rnek hane halki Gyesi ile isglcu aktiviteleri
(calisma veya is arama) ve arastirma haftasi (genellikle ayin 12’sini iceren hafta)
boyunca Uyelerin isglcu ile alakasiz durumlari ile ilgili olarak yuz ylze gorisme
yapar’(kaynak: http://www.bls.gov/cps/cps~htgm.htm). Boylece, 60000 hane halki ile,
aylhk issizlik istatistiklerinde dusuk hata payini gergeklestirmek igin, CPS’nin igsgicunde
yer alan 75000’den fazla kisinin ¢alisma durumu hakkinda bilgi edinmesi olasidir.
Ancak, alt-ntfus gruplari hakkinda bir sey soyleyebilmek icin bazi demografikler icin
orneklemi fazla aldiklarindan, genel issizlik oranini dogru tahmin edebilmek i¢cin daha
fazla hane halkina gitmeleri de gerekebilir.

Ancak, issizligin %5 etrafinda oynadi§i normal ekonomik kosullarda, %0.2 gibi bir hata
payinin sadece 45619luk bir 6rneklem gerektirdigini not ediniz. Bu nedenle, ayni
seviyedeki issizlik oraninin dogrulugu daha yiksek bir érneklem gerektirdigi icin (bir
Bernoulli rasgele degiskenin maksimize oldugu issizligin %50’sine kadar), yuksek
igsizlik orani CPS’nin dogru tahminini zorlagtirir.

Boylece, ne zaman igsizlik oranini analizlerde kullanirsaniz, bunlarin hatah élguldagunu
hatirlamalisiniz! Gergek issizlik oranini bilmiyoruz, fakat onu kabul edilebilir bir hata
paylyla(%0.2) biliyoruz! Bunun anlami, Nisan ayninda 75000 Kkisilik orneklememizle
issizlik oranini %8.7 olarak tahmin etsek bile, hicbir zaman issizlik oraninin %8.5’ten
(yaklasik olarak %0.2 hata payi ile) %8.7’ye (yine yaklasik olarak %0.2’lik hata payi ile)
ciktigindan kesin emin olamayiz. iste! istatistigi anlamak budur! :)

Soru iki: Sapmasiziiga karsi Tutarlilik

Birincisi, sapmasizlik ve tutarlilk arasindaki fark nedir? ikincisi, drneklem ortalamasi
%Z?’lei’nin i.i.d. rasgele degiskenleri, X;, ...Xy in N buyukligundeki 6érnekleminin
sapmasiz bir tahmin edicisi oldugunu ispat ediniz, burada E[X|] = x Ucuncusi, ilave bir
varsayim altinda oOrneklem ortalamasinin g'nun tutarli bir tahmin edicisi oldugunu
gOsteriniz ve yapmaya ihtiya¢ duydugunuz varsayimi belirtiniz.

e CoOzim: Notlarda sdyle yaziyor, “Eder butiin 0, icin Eeo[0] = 6o ise, bir § =

6(X1, ..., Xn) tahmin edicisi 0 icin sapmasizdir’. Tutarlilik tanimida séyledir:
“‘Eger, butun € > 0 icin, n’i arttirrken, tahmin edici olasilikta 6¢’a yakinsarsa,
bir X1, ..., X, 6rneklemi icin 8’nin 6 icin tutarl bir tahmin edici oldugunu

soyleriz”,
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Bu suretle, sapmasizlik bir tahmin edicinin ortalamasinin (beklenen degerinin)
gercek parametreye esit oldugunu sdyleyen bir sonlu-orneklem argumanidir.
Diger taraftan, tutarhlik i¢in sonlu érneklem gerekli olmamasina ragmen, tutarhlik
bazen “asimptotik sapmasizlik” olarak anilir. Diger bir ifade ile eger n — oo ise,
batin sapma sifira gider. Ortalamanin sapmasiz oldugunu ispatlamak tekrar
tekrar yaptigimiz bir seydir:

(bu buttn 6 icin gegerlidir).

= I l L ,
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X, -P i gostermek sadece Bilyiik Sayilar Kanununu uygulamayi gerektirir. Tek
gerekli ilave varsayim Var(X) = g2 < oo’dur. Buylk Sayilar Kanununu kullaninca
sunu elde ederiz: butun € > 0 igin,

lim Pﬂ (| Xn—p|>€¢) = 0
lim P, ( Xo—pl<e =1

Bu bize érneklem ortalamasi X,'in tutarliigini verir.

Soru Ucg: Kavram Kargasahgindan Kaginmak
Anlam belirsizliklerinden ve benzer kavramlarin kullanimindan kaginmak igin:

1. “istatistik” kavramini tanimlayiniz. istatistik rasgele bir degisken midir?
e 1'in C6zUmuU: Bir istatistik bir 6rneklemin(data), X4, ..., X, fonksiyonudur. Ve
bir rasgele degiskenin fonksiyonu ayni zamanda bir rasgele degiskendir.

2. “Tahmin edici” kavramini tanimlayiniz. Bir tahmin edici rasgele degisken midir?
Bir tahmin edici ile bir istatistik arasindaki fark nedir? Ya da bu soru anlamli mi?

e 2'nin Cézimi: 6'in tahmin edicisi @ bir istatistiktir, bir § = 8(X1, ..., X) (yani

X1, ..., Xpin bir fonksiyonudur). Bir tahmin edici ayni zamanda rasgele bir

degigken olan bir istatistik oldugu icin, bir rasgele degigskendir. Dahasi, bir



tahmin edici tahmin etmeye calistigi 6zel bir kitle parametresine sahip bir
istatistiktir. Boylece, her ne kadar ekonomi disinda ikisi donusumlu olarak
kullaniliyorsa da, ikisi arasinda bir fark vardir.

3. Bir tahmin edicinin “gerceklesmesi” kavramini tanimlayiniz.

e 3'Un Co6zumda: Bir tahmin edicinin gergeklesmesi bir gerceklesmis orneklemi
kullanarak bir tahmin edicinin hesaplanmasidir (ya da rasgele bir
orneklemden, Xi, ..., X,, elde edilen cekilisler yiginidir). Bu tahmin olarak
adlandirilir.

4. “Tahmin” kavramini tanimlayiniz.
e 4’Un COzUmu: Tahmin bir tahmin edicinin gergeklesmesidir (gergeklesmis bir
orneklemin fonksiyonu).

5. Bir rasgele degisken X’in “standart sapma’sini tanimlayiniz.
e 5’'in Cozumi: Bir rasgele degiskenin standart sapmasi /Var(X)'tir.

6. Bir tahmin edici 8(X)in “standart hata”sini tanimlayiniz.
e 6'nin CozUmu: Bir tahmin edicinin standart hatasi tahmin edicinin standart

sapmasidir: /Var(@(X)). Bu nedenle, standart hatayi rasgele bir degiskenin

(tahmin edici), 8(X), standart sapmasi olarak diisinebiliriz.

Soru Dort: Delta Yontemi

Standart hata tahmin edicisi 87 = %Z?’zlzf icin standardize edilmis basikligi E[Z] =
5* olan bir standart rasgele degisken belirleyiniz. N’'nin “biiyiik” oldugunu varsayalim.
(ipucu: 87'in asimptotik dagilimi nedir?)

e Cozim: 7 tahmin edicinin standart hatasi sadece standart sapmadir, fakat ilk
once varyansi turetmek gerekir:
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Bu bize \/Var(@z) = \/%’in standart hatasini verir. Ve 8z sadece bir ortalama

oldugu igin, 8z Normal dagilimhidir.

Simdi de, E[X]) = p, Var(X) = o® ve standart basikhg E[(Xa;fm = §* olan bir rasgele
degisken X icin standart hata tahmin edicisi 6x = %Z’i"zl(xi—u)z elde etmek icin

degdisken degistirmeyi uygulayiniz.

e Cozim: Oyin standart hatasini elde etmek kolaydir. X sadece Z’'nin konum-
Olcek donugumu oldugu icin, sadece ters donugum oZ + p = X’i kullanmalyiz.
Bu bize 6°8, = 8y dénlsimiin verir.
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Bunu daha detayli bir sekilde dogrulamak istiyoruz:



Var (0\) = var

Var (9\) =) ]

Bdylece, standart hata:

Var (él) = -::rz\l/ -‘f—f

Normal dagihmli rasgele degiskenlerin donugumlerinin dagilimlarini elde etmenin daha
genel versiyonuna Delta Yontemi adi verilir: Wikipedia: Delta Yontemi. Ancak, bu tek
degiskenli basit donusum igin, sadece rasgele degiskenlerin dontsumu i¢in hali hazirda
ogrendiginiz yontemleri kullanabilirsiniz.

Soru 5: Maksimum Olabilirlik Tahmin Edicisi
Maksimum olabilirlik tahmin edicileri ekonomide ¢ok yaygin olarak kullanilirlar.

1. I.i.d. Poisson rasgele degiskenleri, X1, ...X, in N biyukligiindeki bir érnekleminin
olabilirlik fonksiyonunu belirtiniz.
e 1'in CO6zUmU: Elimizde f(xy, ..., xn) = [IM,f(x;) gibi bir bilesik yogunluk
-A3x
fonksiyonu var, burada f(x;)) = %’tir. Olabilirlik fonksiyonu tam olarak bu
yogunluk fonksiyonudur:
N
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2. Log-Olabilirlik fonksiyonunu belirtiniz ve basitlestiriniz.
e 2'nin C6zUmu: Log-olabilirlik fonksiyonu basitgce yogunluk fonksiyonunun
logudur:
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3. Birinci sira kosulunu aliniz ve A’nin maksimum tahmin edicisi i¢in ¢ézinuz.
e 3’Un C6zUmu: Log-olabilirlik fonksiyonun turevini aliyoruz:

AL(\|x) . i ' ¥ e
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4. (3)teki Maksimum Olabilirlik tahmin edici (MLE) dersteki Momentler Ydntemi
(MoM) tahmin edicisiyle nasil kargilastirilir.

e 4’Un C6zumu: Derslerdeki Momentlerin Yontemi tam olarak ayni tahmin

ediciydi. Boylece, A i¢cin maksimum olabilirik tahmin edicisi sadece



orneklemin ortalamasidir. Xi'nin ikinci merkezi olmayan momentini kullanarak
bir diger tahmin edici segenegi asagidaki gibi olabilir:

X = "'k/lT 2-5—1 ds — ]T Z:’—l T

Bu tahmin edicinin sapmali oldugunu duasinur muasuntz? Tutarli oldugunu
dUsundr musuniz? Bu bir MLE oldugu icin blyuk ihtimalle en etkin tahmin edici
degildir (yani Var(1) > Var(1)).




