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14.30 Ekonomide Istatistiksel Yontemlere Giris

Konrad Menzel

Son Gun: 14 Nisan 2009

Soru Bir

PDF @(z) ve CDF @(z)'li standart Normal Dagilimi daha yeni 6grendik. Daha sonra ¢ok
kullanacagimiz i¢in, kendimizi bu dagilima ahgstiralim.

1. z={3,-25,-2,-15,-1,-0.5,0,0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3} icin u = ®(z)'yi bulunuz.
e 1'in CozUmU:

01_1 =
-3.0000 0.0013
-2.5000  0.0062
-2.0000  0.0228
-1.5000  0.0668
-1.0000 0.1527
=0_5000 0.3085

0  0.5000
0.5000  0.6515
1.0000  0.8412
1.5000 0.9332
Z_00ao 0.977Z
2.5000  0.9938
3.0000  0.9987

2. Bolim (1)'deki cevabinizi kullanarak z = {0, 0.5, 1, 1.5, 2, 25, 3}icinu =1 —
Pr(|Z] < z)'yi bulunuz. Cevabinizi nasil elde ettiginizi aciklayiniz(matematiksel
ifadeler ile). Bu u’'nun degerlerini en ugta gergeklesen sonucun “olasilik degerleri”
anlamina gelen “p-degerleri” olarak adlandiracagiz. Bu yedi de@eri ezberleyin-
daha sonra kesinlikle kullanacaksiniz.

e 2’nin Gézumu:



gl 2 =

0 1.0000
0.5000 0.6171
L.0000 0.3173
1.5000 0.133¢
Z.0000 0.04L%
Z.5000 0.012Z4
3.0000 0.0027

3. z={0.001, 0.005, 0.01, 0.02, 0.05, 0.10, 0.20} icin z = ®™(u)’yu bulunuz.
e 3'Un CO6zUmU:

QL_3 =
0.0010 =-3.0302
0.0050 —-2.5758
0.0100 -2.3263
0.0200 -2.0537
0.0500 -1.6443
0.1000 -1.2816
0.2000 -0.8416

4. Bolum (3)'teki sonuglari kullanarak her bir u igin z = ®™(1 - u)yi elde ediniz.
e 4’°Un CozUmu:

Ql_4 =
0.0010  3.0302
0.0050  2.5758
0.0100  2.3262
0.0zZ00 2.05837
0.0500  1.6449
0.1000  1.2816
0.2000  0.8416

5. Bolum (3) ve (4)’teki sonug ve/veya yontemleri kullanarak z'yi elde ediniz. (3)’teki
her bir u icin 1 — Pr(|Z] < z) = u’dir. Z'nin bu degerleri “iki-tarafli a-dizey kritik
degerleri” olarak adlandirilir. Buradaki 6rnekte o = u'dur. Ornegin, soyle deriz,
“standart normal dagilimin (iki-tarafli) %10 kritik degerleri z =...’dir”. Daha sonra
bu cok faydali olacaktir, bu yedi dederi ezberleyin.

e 5’'in Cozumu:



Q1_5 =

0.0010 2.2905
0.0050 2.8070
0.0100 Z.5758
0.0z00 Z.3263
0.0500 1.3600
0.1000 1.6443
0.z2000 l.281¢6

. Son olarak, Bolim (2) ve (5)te elde ettiginiz 14 z ve u degerini kisa bir tabloda
siralayiniz. z = 0 ve p = 1 ile baglayiniz ve Z'leri ilgili olasiliklari ile beraber sag
tarafta siralayiniz.

6'nin C6zUmu:

QL_6 =
0 1.0000
0.5000  0.6171
1_0000 0.3173
1.28186 0.z000
1.5000 0.1336
1.6443  0.1000
1.9600 0.0500
Z.0000 0.0455
Z.3Z63 0.0Z00
£.5000 0.01z4
2.5758  0.0100
Z2.28070 0.0050
3.0000 0.0027
3.2905 0.0010
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Soru iki

1. Bir rasgele degisken X verilmigken, X'in standardizasyonu Z'yi tanimlayiniz ve
varyansini turetiniz.

e 1in Cozumu: Xin Z standardizasyonu sonlu bir donustirmedir. Burada
ortalamayi ¢ikarip standart sapmaya (varyansin karekoku) boliyoruz.

X —E[X] X — fy
Z p— _ = —
\/V{l?"(}f) a

Varyansi 1'dir:
Var(Z) = Var (“" ﬂ‘“’-‘:] = nlg Var(X —u,) = L Var(X) = }_}1.1--:?2 =1

- 3

2. Varsayalim ki X2 Xi ~ N(1,2) dagihimli n = 20 gézlemli bir i.i.d. érneklemin
ortalamasidir. Bu ortalamanin beklenen degeri ve varyansi nedir? Dagilimi nedir
(ipucu: Onerme 24 civarindaki ders notlarina bakiniz)? Orneklem ortalamasi
X0'in 0.75 ile 1.25 arasinda olma olasiligi nedir?



e 2'nin Co6zUmu: k kadar i.i.d. rasgele degiskenin toplaminin beklenen degeri
sadece tek gekilisin beklenen degeridir:

1 : ;
IE[I{XI == e o Xﬁr}_- == E[.}E]

Bu durum, ortalamanin 1 olmasini ve varyansin simdiye kadar turetmedigimiz ayni
formall izlemesini beklemememiz gerektigi anlamina gelir:

| ) | L ) "
V(IJ‘ !Z(/Y[ et JXk')] = p‘/ a'r(1X] PR o JX;{)
1 . _
— k—z(Va'r(X]) + ... + Var(Xi))
1
= ﬁk Var(X)
Var 2 (Xi+..+Xe)| = l Var(X)
I XY T e N = I P4

Burada ikinci satirdaki k rasgele degiskenin bagimsizliklarini ve uglincu satirdaki es
dagilimi kullandik. Bu 6zel probleme 6zgt olarak varyans:

. 1 Ii
V(L'I'(..X;gu) = E‘i = E

Bu, ortalamasi 1 ve varyansi 1/5 olan bir normal dagiimdir(24. Onermeye gore).
Orneklem ortalamasinin 0.75 ile 1.25 arasinda olma olasilidi, P(0.75 < Xy < 1.25),

X20—1:

asagidaki gibidir. Orneklem ortalamasini standardize edip rasgele degisken Z = X\F [
5

elde ederiz:



= P (~0.2.5\/5 < B 0.25\/.5)

= 1-—2(0.2881)
— 0.4238

3. Problem Seti 5'te, k i.i.d. Ustel rasgele degiskenin ortalamasinin (ve toplaminin)
sonlu dagiimini belirlemek igin buklim formalint kullandik ve ortalamanin
dagilima bagl olmadigini da belirttik. k i.i.d. rasgele degiskenin toplaminin
varyans! nedir? Ortalamalarinin varyansi nedir? Ustel RVlerin (zerindeki
ortalamalarin normal dagihima yaklastigini (problem set 5‘in cevap setinde) fark
ettik. Bu 6zelligin Ustel dagilima 6zgu oldugunu disunir misiniz?

e 3'Un C6zUmU: Bu sorunun cevabin 1’de tlretmistik:

Var (X, + ...+ Xix] = kVar(X)
1

1 :
Var E(XI + o+ X ) = E‘/CIJ‘(){)

Ustel RV’lerin normal dagilima yaklasan ortalamasi Ustel dagilima 6zgli degildir. O,
PDF’si Merkezi Limit Teoreminin dogrulugu icin gerekli olan genel kosulu saglayan
rasgele degiskenin 6zelligidir.

Soru Ug

Varsayalim ki ortalamasi u ve varyansi 3 olan bir normal dagilimdan n buyudklugunde bir
rasgele drneklem secildi ve ortalamasi, X,,, hesaplandi.

1. X,'in ortalama p'nun 0.1 kadar etrafinda olma olasiliginin en az %90 olmasi igin n
ne olmalidir?*

! Bunlar bizim glc hesaplari olarak adlandirdigimiz seylerdir ve ¢ok para harcamadan dnce eger varsa ekonomik
olarak anlamli etkileri belirlemek i¢in bize garantili bir sekilde anket ¢alismasi ve deney olusturma konusunda
yardimci olurlar. Ornegin genellikle log ticretlerin normal dagilimli oldugunu diisiiniiriiz. Bazen, log licretlerin
ortalamasinin gergek degerine yeterince yakin olmasi icin bir anket ¢alismasinda kag tane gozleme ihtiyacimiz
oldugunu bilmemiz gerekir. Dahasi, Merkezi Limit Teorisi hakkinda 6grenecegimiz gibi, ilgilenebildigimiz herhangi



e 1'in Cozumu: Gug hesabi soyledir:

P (

X.—p| <01) > 0.90

X, —p 0.1
—_—| < > 0.90
v3m | /3]
0.1
P11Z] £ > 0.90

 /3/n

bunun saglanacagi minimum n’i bulmak maksadiyla esitlik icin ¢dzebiliriz (n +1 icin
olasihgin yukselisini veya dugusunu kontrol ederek gergekten bunun bir minimum olup
olmadigini kontrol edebilirsiniz). Olasilik ifadesinin saglanmasi igin énce Z igin kritik
degere ihtiyacimiz var:

P(|Z| <z) = 090
z = 1.6449

Ortalama icin simdi bunu kritik dedere esitleyecegiz:

1.6449

Il
i
Il

Bu bize n = 812 verir.

2. X.'in ortalama p'nun 0.01 kadar etrafinda olma olasiliginin en az %90 olmasi icin
n ne olmaldir?

e 2'nin C6zUmu: Asagidaki ifadeyi elde etmek igin uzaklik igcin sadece farkli
degerler koyacagiz:

bir ortalama igin (n = 30 durumunda) 6rneklem elde ettigimiz dagilimin genele olarak n’in hesaplamasini
etkilemedigini gorecegiz.



1.6449 §
= | [ ——=1/3
& ( 0.01 "F)

bu durumda n = 81171°dir. Dolaysiyla, drneklemde 100 kathk artig, dogrulukta 10
katlik artigi, O(9), sadlar.

3. Yahoo! tecribeme dayanarak, online reklam gdosterimlerinin etkinligini belirlemek
icin denek ve kontrol farkliliklarina bakiyordum. Aylik satiglarin standart sapmasi
(6lcekli) 15.00 dolardir ve ortalama haftalik aliglar kontrol grubu igin 1 dolar ve
denek grubu igin 1 dolar + &'dir. EgGer kontrol grubundaki gézlemlerin yalnizca
%25'ine ve denek grubun %75’ine bakmakla sinirlandiriimis olsaydim, Xt - Xc
arasindaki farkin varyansi ne olurdu? Burada X1 tim denek kisilerinin érneklem
ortalamasi ve X biitiin kontrol kisilerinin ortalamasidir. Xt - Xc > 0 olasiliginin en
az %95 olabilmesi icin, N ne kadar buyuk olmak zorundadir? Denek ve kontrol
gruplari igin érneklem ortalamasinin normal dagilimli oldugunu varsayiniz. Bunu
genel § igin yapiniz ve 6 = 0.5 dolar ile 6 = 0.10 dolar igin hesaplayiniz. N’nin bu
degerleri buylik ma? Sonuglari yorumlayiniz.

e 3'lin Cozimi: A gibi bir rasgele degisken ile ilgileniyoruz. A = . Xt - Xcdir,

beklenen degeri [E[A] = E[Xt - Xc] = E[X1] - E[Xc] = § ve varyansi Var(A) = ;iN

4
+12

Var(Xy) + i Var(Xc) = 43—NVar(X) = (16/N)225. X1 - Xc > 0 olasiliginin en az %95
4
olabilmesi i¢in, N'nin ne kadar buyuk olmak zorunda oldugunu bilmek istiyoruz:

P(A<d) > 095

P(Z<z¥) = 0.95

5,

35225
3N
1,6449 (Bu son problemdekinin aynisidir, burada tek yanl olasilik elde ettik, o da énceki
problemin %90’nin yarisidir). Boylece,

burada z* = tir. Dolaysiyla sadece %0.95'lik kritik degeri bulmamiz gerekiyor:



0

1.6449 = 2" = ——
\/%\’7-22;)
e 1 LA
1.6449 /m .
N = R =995
g Vg —F

§ = 0.5 dolar igin, N = 1.298.735'in %95’lik kesif olasilig yaratir. Diger taraftan %95’lik
kesif olasihgr yaratmak igin & = 0.10 dolar icin sadece toplam gozlemin 4’te birine
ihtiyacimiz var, yani N = 324.684. Eger denek ve kontrol gruplarinin her birisini %50
olacak sekilde dengelersek, 4/(16/3) = 0.75 carpimi kadar daha az N’ye ihtiyag
duyacaktik. Fakat, bu durumda, reklam vyapanlar reklamlarini ¢ok fazla kisiye
gostermeyeceklerdi. Ogrenmeyi kazanmaya degis tokus ederken, ekonomik disiince
bizi daha duguk guce sahip deney yapmaya zorlamaktadir. Dahasi eger kontrol edilebilir
ozelikleri kullanarak varyansi 15%den disiirebilmenin bir yolu olsaydi, sadece hata
varyansini hesaplamalarda kullanirdik, ve belki de gbézlem sayisini biraz daha
dusururdik (ya da arzuladigimiz 6 dizeyine dustrerek buylk olasilikh kiguk etkileri
kesfe ederdik).

Soru Dort

Bir tablo, hesap makinesi, internet, similasyon, veya baska herhangi bir yéntemi (kopya
hari¢) kullanarak asagidaki kritik degerleri belirleyiniz:

1. T ~tdagihmi: 1 - P(|T| < t;dof) = 0.05, dof = 5, 10, 20, 30, 50. Bunlar Normal’in
0.05 kritik degerleri ile nasil karsilastinlir? (dof: serbestlik derecesidir, CN)
e 1'in Cozumu: Serbestlik derecesi ve t-dagihmi kritik degerler asagidaki

tablodadir:
Q¢_1 =
L.00ao0 Z2.5706&
L0, 0000 2.2281
Z0. 0000 Z_0860
30. 0000 £ 0423
50,0000 2.00Beg

Bunlarin hepsi 0.05’lik Normal'in kritik degerinden, yani 1.96’ten, buyukttr. Hakkinda
istatistik hesapladiginiz bilimsel sorunuzun ¢ikarimini etkileyecegi igin, ortalamayi



kigcuk sayidaki gozlem (N < 100 gibi) ile hesaplamaya calistigimizda bunu
hatirlamak 6nemli olacaktir.

2. X ~ x2 dagihmi: P(X = x;k) = 0.05, k = 1,2,3,4,5,100. Bunlar Normal'in 0.05
kritik deg@erleri ile nasil karsilastirilir? (ipucu: k ile b6l ve ortalama gibi bir seyin
kara kokinu al. k =1'e yogunlas ve sadece ylUksek serbestlik derecelerini
N(k,2.k)'nin kritik deg@erleri ile karsilastir.)

e 2’nin Cozumu:

Q4_2 =
1.0000  3.8415
2.0000  5.9915
2.0000  7.8147
4_0000 S.4877
S5.0000 11.0705

100.0000 1lz4.342Z1

k = 1 icin, elde ettigimiz kritik deger sadece karesi alinmis Normal kritik degerdir: 1.962 =
3.84. Daha buyluk Kler igin, ortalamanin karekdokli daha dusUktir. Bu sadece
ortalamanin yogunlagmasina neden olan bir diger Buyuk Sayilar Kanunu 6rnegidir.

Soru Bes

Yy ~ x2, ve Y, ~ yZ,iken, %’nin dagilimi nedir? k,— o iken, payin dederine ve
2 2

varyansina ne olur? (ipucu: iki i.i.d. y? rasgele degiskenin toplami ne olur? O zaman,

onlarin ortalamasinin varyansi nedir? Peki onlarin k;lerinin toplamina ve ortalamasina

ne demeli?) Oranin yakinsadigi ortalamanin hangi dagilima ait oldugunu dastnursuniz
(k1'i sabit tutarak).

e COzUM: %’nin dagiimi F(ky,ko)dir. Paydanin degeri koy? rasgele degiskenin

2/12
ortalamasina yakinsar. Her bir rasgele degiskenin beklenen degeri 1’dir. Boylece,

payda 1’e yakinsar ve varyans k2 — oo iken, kiVar()(lz) = ki.2—> 0. Bunun anlami
2 2

. Yi/k Y1 5 g T yo . .
Y, ~ x2, iken ﬁ - k—1 dir. Bundan 6tlrd, oran yz,’in dlgeklenmis versiyonuna
2 2 1

yakinsar, ki o, buyik k; i¢in yaklagik olarak N(1, ki)’dir. Dahasi, Eger simdi
Merkezi Limit Teoremi hakkinda dusunecek olursak, kiy;’'nin toplami, ortalamasi
ki ve varyansi kyVar(y?) = k;.2'ye esit olan bir Normal'e yakinsayacaktir.



