MIT OpenCourseWare
http://ocw.mit.edu

14.30 Ekonomide Istatistiksel Yéntemlere Girig
Bahar 2009

Bu materyale atifta bulunmak ve kullanim kosullari igin http://ocw.mit.edu/terms sayfasini ziyaret
ediniz.



http://ocw.mit.edu/
http://ocw.mit.edu/terms

Problem Seti 6 - Cozumler
14.30 Ekonomide Istatistiksel Yontemlere Giris

Konrad Menzel

Son Giin: 7 Nisan 2009

Soru Bir

X [0,1] araliginda uniform olarak dagilan bir rasgele degisken olsun (yani ilgili aralikta
f(x) = 1, diger yerlerde sifirdir). Problem Seti 4’'te asagidaki her bir dénisimin PDF’sini
belirlemek igin “2-Adim”/CDF teknigi ve doénustirme ydntemini kullandiniz, Y = g(X).
Simdi PDF’leriniz olduguna goére asagidaki her bir dénuastim igin (a)E[g(X)], (b) g(E[X]),
(c) Var(g(X)) ve (d) g(Var(X))'i hesaplayiniz:

1
1. Y = X4, [0, 1Jarahginda fy(y) = 4y>tir, diger durumlarda sifirdir.
e 1’in C6zUmu: 4 bilesen hesaplayacagiz:

(a)
E[g(X)] = j;]] y(4y*)dy = (”__1;}*)'3} = 1 — ().80 va da X'i kullanarak hesaplayabiliriz:
Elg()] = ) vidz = (429)} = £

(b)

Q(E[AD = (f[]]ﬂ-'d;ﬂ) :]l = (i) 4 — 4:1"2 —0.84

(c) Varyans (a)’daki sonucu kullanir
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(d) ilk 6nce Var(X)'i hesaplamamiz gerekiyor:

Var(X)

Var(X)

Ve sonra donusturiuriz:
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g(Var(X)) = (55)* = T.,;jﬁ = 0.E3T

2. Y=¢7 [é, 1]arahginda fy(y) = %’dlr, diger durumlarda sifirdir.
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e 2’nin C6zUmu: 4 bilesen hesaplayacagiz:

(@)
IE[_(] (X)] = f] J(l dy = (y)§ =1 — L = 0.632 yada X'i kullanarak hesaplayabiliriz:

e

9(X)) = [le®dr = (~e*)} = -1 +1.

(b)

b [t

g(E[X]) = e~ (ozd) — ¢=(2) = 0.607

(c) Varyans (a)’daki sonucu kullanir, y = E[Y] =1 - g

Var(g(X)) = /l(y—:a)'zgdy
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Var(g(X)) = 0.033

(d) (a)daki Var(x)'i kullanarak, Var(x) = 1/12, g(.)’yi uygula: g(Var(X)) = 8_1_12 =0.920.

3. Y=1-e%]0,1- i] arahginda fy(y) = i’dir, diger durumlarda sifirdir.



3’Un C6zUmU: 4 bilesen hesaplayacagiz:

(a) Bu problem icin biraz fazla cebirsel islem yapacagiz:

E[g(X)] = A_:y(

E[g(X)] = 1-1+2>=2=0.368
ya da onu soyle hesaplariz:
Blg(X)] = ff(l—e?)dz = (z+e ) =1+1-1=1
(b)
G(E[X]) = 1— e~Ut==) — 1 _ ¢(3) — 0,303

(c) Varyans (a)’daki sonucu kullanir, y = E[Y] = 1 - i bu varyansin bir belirleyeniyle
birlestiriimistir:



Var(g(X)) = E[g(X)? —E[g(X)?

-1

]
= (——y —10”1—y)—y> =
0 e

Var(g(X)) = 0.0328

(e) (a)daki Var(x)'i kullanarak, Var(x) = 1/12, g(.)’yi uygula: g(Var(X)) = 1- 8_1_12 =
0.080.

4. Yukaridaki her bir donusum icin (a)E[g(X)] nasil (b) g(E[X]) ile ve (c) Var(g(X))
nasil (d) g(Var(X)) ile karsilastirilir? Not edilmesi gereken herhangi bir genelleme
var mi? Aciklayiniz.

e 4’Un C6zUmU: Asagidaki tablo karsilastirmayi verir:

| (a) (b) (¢) (d) |
X7 | 080 | 0.84 [0.027 | 0.537 |

e X 10632 |0.607 | 0.033 | 0.920

1 —e | 0.368 | 0.393 | 0.033 | 0.080

Bizim gordugumuz X% ve 1 — e gibi konkav fonksiyonlarin E[g(X)] < g(E[X]) 6zelligine
ve konveks fonksiyonlarin ise E[g(X)] > g(E[X]) 6zelli§ine sahip oldugudur. Bu, dogrusal
g(.) disinda, Jensen Egitsizligine bir 6rnektir, E[g(X)] # g(E[X]). Jensen Esitsizliginin bir
uzantisi h(x) = (g(x) - E[g(X)])?i tanimlamak ve g(.)’nin konkavli§ina bagl olarak, h(.)nin
konkav mi yoksa konveks mi oldugunu belirtmek olurdu. Basit bir tiretme su sonucu
dogurur:



5 — :
—h(z) = 2Ag(z) - Elg(@))g()
2

x>

hz) = 2(¢'(z)g'(z) - Elg(z)] ¢" ()
+ +/— /=

Dolaysiyla, esas itibariyle, konkavlik tamamen muglaktir ¢cinktl herhangi bir fonksiyon

icin pozitif veya negatif olabilen - [E[g(X)]'e baghdir. Bu nedenle, genel olarak,

g(Var(X))in Var(g(X)) ile nasil karsilastirilabilecedi konusunda hicbir sey sdyleyemeyiz.

Bunun istisnasi, g(.) dogrusal olmadikc¢a, herhangi bir sapmaya isaret edemesek bile

belki de onlar genel olarak birbirine esit degildir. O zaman, aa—;h(x) > 0 iken, ikinci terim

sifirlanacagi i¢in, konveks fonksiyonunu garantilemis oluruz.

Soru iki
Asagidaki her bir PDF icin beklenen deger ve varyansi hesaplayiniz.

1. f(x)=ax*"',0<x<1,a>0.
e 1'in CozUmu: ilk 6nce beklenen degeri hesaplayacagiz:

1
E(X] = / T - ax”'dz
0

E[X] =

Simdi varyansi hesaplayabiliriz:
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2. (X)) = % x=1, 2, ..., n’dir ve n bir tam sayidir.

e 2'nin C6zUmu: Once beklenen

E[X]

E[X]

degeri hesaplayalim:
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Simdi varyansi hesaplayabiliriz. Bunun igin sonlu seri, ¥¥_; x?'nin toplamini bilmemiz
gerekiyor (bunu hesaplamanin ¢ok sayida zekice yollar vardir ancak isterseniz surada
bulabilirsiniz: http://en.wikipedia.org/wiki/List~of~mathematical~series).



Viar(X) =
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3. f(x) = 2 (x-1)%0<x<2

e 3'lin C6zUimi: Once beklenen degeri hesaplayalim:
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Simdi varyansi hesaplayabiliriz:
Var(X) = E[X? -E[X]?
4 18 .
= / ¥ —(z —1)dz —1
0 2

3 : Bl
= — (.7:’1 —22° +2%)dz — 1

~ s_ 1,1 sy
— 2( z” 21 +,‘ )g—1
Ty | 1 1
= 32— =16 8)—1
2(0 2 +3)
Virlx) = 2
5

Soru Ug

Varsayalm ki X, Y ve Z bagimsizdir ve ortalamasi sifir, varyansi bir olan ayni
dagilimhdir. Asagidakileri hesaplayiniz:

1. EB3X +2Y + Z]
2. Var[sX —3Y —2Z]
3. Cov[X —Y +4,2X +3Y + Z]
4. E[3XY]
e 1'in CozUmu:
EBX +2Y + Z] =3E[X|+2E[Y]+E[Z] =3:0+2-04+1:-0=0

e 2’nin C6zUmU:



Var(5X —3Y —2Z] = Var(5X)+ Var(=3Y) + Var(—22)
= 25Var(X)+ 9Var(Y) +4Var(Z)

25:14+9:-1+4-1

Var[5X —-3Y —-2Z] = 38

e 3'Un COzUMU:
Cov[X —-Y +4,2X+3Y+2Z] = Cov[X —-Y,2X +3Y + Z]
= Cov[X,2X]+ Cov(X,3Y)+ Cov(X, Z)
+Cov(-Y,2X) + Cov(-Y,3Y) + Cov(-Y, Z)
= 2Var(X)+3-Cov(X,Y) + Cov(X, Z)
-2-Cow(Y,X)—-3-Var(Y) — Cou(Y, Z)
= 2:143-04+1-0—2:0—-3:-1—-1-0
Cou[ X -Y +4,2X+3Y+ 2] = -1

e 4’Un COzUmU:

E[3XY]| = /ex./ , 3zyf(x,y)dydx
@ yey
= 3 / y / s (@) )y
= 3 / _ ofx(o)s / Uiy
— 3E[X|E[Y]=3-0-0
E[BXY] = 0

Soru Dort

Rasgele degiskenler X ve Y ile sabit sayilar olan a, b € R i¢in asagidaki ifadeleri
basitlestiriniz.



1. Var(aX + b)

W]

. Cov(aX +¢,bY +d)
3. Var(aX +bY)
o Tin Cozimi:
Var(aX +b) = Var(aX) = a*Var(X)
e 2'nin CozimU:
Cov(aX +c,bY +d) = Cov(aX,bY) = abCou(X,Y)
e 3iin Cozimi:

Var(aX +bY) = Var(aX)+ Var(bY) + 2Cov(aX,bY)
= a’Var(X)+v*Var(Y) + 2abCov(X,Y)

Soru Bes
(Bain/Engelhardt, s. 190)

Varsayalim ki bilesik PDF’'si 0 < x < 1 ve 0 <y < 1 durumlarinda f(x, y) = 4(x — xy),
diger durumlarda sifir olan X ve Y surekli rasgele degiskenlerdir.

1. E[X*Y]'yi bulunuz.
e 1'in Cozumu:



i
E[X?Y) = / / 2y - 4(x — zy)dydx
0, | |
= / 4(z’y — «’y*)dyda
o Jo
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2. E[X-Y7yi bulunuz.

EX -Y] = —E[Y]

= f / (z —y) - 4(z — zy)dyda

= 4/ /(w2—x2y—:vy+a:y2)dydx
0 Jo

2 3

1
1. 5 4 1
= 4]0 (z* — -2-;1”3 - §:D+ gx)dr
1 1 1
= 4(§$3 —— 6173 — ZCUQ + 61'2)(])

|
= 4/ (:r:Ey—l:rzy2 lry + lry)ld'n
0

Eger dikkatli bir sekilde bakarsak, E[X] ve E[Y]'nin ne oldugunu gorebiliriz:



E[X] =
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Bunu daha sonra kullanacagiz.

3. Var(X —Y)’yi bulunuz.
3’Un Co6zUmu:
Var(X -Y) = E[X -Y)} -E[X -Y]?
1 pl
= [ [ @-v* 46— ai)dyaa -
o Jo 9

1 pl
= / / (2% — 2zy + y?) - 4(z — zy)dydr — é
0 0

1 pl

: 3 : 3 5 ' : 1
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- 4@ gt e o e
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T
- UGF5 s S
Var(X —Y) = %

Eger yine dikkatli bir sekilde cebirsel islemlere bakarsak, E[X?] E[Y?] E[XY]i
hesapladigimizi géreceksiniz:



. 1

"11 2 — —
E[X“] 5
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E[Y4] = =
Yy = 3
2

E[XY] = =2
[XY] = 3

_ Cov(X)Y)
,pXY—J—m;
e 4’Un CoOzumul: Korelasyon katsayisinin her U¢ parcasini da hesaplamamiz

gerekiyor. Yukarida elde edilen momentleri kullanarak, Kovaryans ile
baslayacagiz:

4. X ve Y’nin korelasyon katsayisinin degeri nedir?

Cov(X,Y) = E[XY]-E[X]|E[Y]

Cou(X,Y) =

Var(X) = E[X? -E[X]?

Var(X) =

Var(Y) = E[Y?-E[Y]
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Simdi ise sonug yeterince agiktir,



. Cov(X,Y) B 0 _0
fx VVar(X)Var(Y) T

X ile Y’nin dikdortgen destedi ile birlikte PDF’nin faktorlere ayrilma yetenegine (f(x,y) =
4(x — xy)'in faktorleri fxy(x) = 2x ve fy(y) = 2(1-y)’dir) dikkat edenler, X ile Y’nin bagimsiz
oldugunu hemen fark etmiglerdir. Bunun anlami korelasyon katsayisinin sifir olmasi
gerektigidir ¢unku iki bagimsiz rasgele degisken icin Kovaryans sifirdir.

5. E[Y|x]'in de@eri nedir?

5'in Cozumu: E[Y|x]'i elde etmek igin, bir dogrusal yogunluk icin kovaryansin sifir oldugu
gerceginden hareketle yukarida tahmin ettigimiz X'in marjinalini kullanarak kosullu
yogunlugu hesaplamamiz gerekiyor (sifir korelasyon bagimsizlik anlamina gelmez.
Agikga bagimsiz olmayan X ve Y = X? icin [-1, 1] araliginda bir uniform dagilim
dagsunun, onlarin kovaryansi gergekte sifirdir):

N flzy) 42(l-v) ...
flylz) = ) - & =2(1—vy)

Fakat X ve Y bagimsiz olduklari icin, f(y|x) = fy(y)'nin anlami : E[Y|x] = E[Y] = é’tijr.

Soru Alti

X ile Y'nin bilesik PDF’si 0 < x <y < oo igin f(x,y) = e, diger durumlarda sifir olsun.
E[X]y]'yi bulunuz.

e (Cozum: Bu tarz sorulari daha dnce gérmustuk. Yapmamiz gereken sey Y = y'ye
kosullanmig X’in dagilimini elde edip boylece onun beklenen degerini
hesaplamaktir. Bunun igin ilk 6énce Y’nin marjinal dagilimina ihtiyacimiz var.
Soyle hesaplanir:



Y
frlw) = [ evdo
J0O
= ge Y3

—Y

fr(y) = ye

Sonra bunu X|y’nin formalinde yerine koyariz:

y) = flo.y) e _1
j frly) yev gy

fX

Bununla simdi kosullu beklenen degeri hesaplayabiliriz:

: B |
EX|y] = / —xdx
0o Y
1d 2|x=y
= 1]21 ’.1,'—()
™ v Y
EXly] = 2.
(Xly] 5

Soru yedi

(Bain/Engelhardt, s. 190)

X (a,b) arahiginda tanimlanmis bir uniform, yani f(x) = ﬁ, dagihmli rasgele degisken

olsun. X’in k.nci merkezi momentini, & = E[(X - E[X])"], olarak tanimlayiniz. Standart

merkezi momenti - olarak tanimlanir. X’in k.nci standart merkez momenti icin bir

(u2)2

ifade bulunuz.

e (COzim: Yapmamiz gereken, sadece ikinci merkezi moment igin (varyans) bir
ifade gelistirmek ve sonra formUli k.nci momente genellestirmek ve sonra
formalinG bilesenlerinde yerine koymaktir. Uniform dagilim i¢in beklenen deger
destegin, E[X] = (b+a)/2, bitis noktalarinin ortasidir:



E[(X — E[X])] = /:bfa ( = b‘;“)kdw

Bunu k = 2 igin kolayca ¢ozebiliriz:

E[(X ~E[X)Y] = / -

2
e (b+a)+ (b+a))d1:

b a 2 4
-ty ity
= b—ln,(:_‘l;(bs_ 3) _ (’H‘”)(lz +(b ; a)? (b—a,))
- bla (%(b—a)(bz-i-ab+n,2) _¢ ’4“)2(11—0,))
= §b2 ¥ %ab + %az’ — }lb‘z — }I‘Zab ~ -‘lia.l
= —1172172 - éab+ —1—202
E[(X ~EIX]] = (b af

Gozlemleyebilen okuyucu yukaridaki ifadeyi agip ve sonra faktortine ayirarak buyuk bir
belanin icine girdigimizi gorecektir. K.nci momenti elde etmek icin simdi yapmamiz
gereken degisken degistirmedir:



E[(X — E[X])¥] =‘lbl (}—b;“)ih

b—a
1 !'_g_ﬂl
= / - 2z
b—a a—t
1 1 b—

@
2

k+1
= 5 N
b—ak<+1 |"—2!‘

B 1 1 b—‘a k41 a—b k+1
" b—ak+1 2 2

1 v v
= 2H (k4 1) [(b = a)k i b)k]

(b—a)*

E[(X —EX)H = (1+ 1) gomg o

Bu esas itibariyle ikinci momenti elde etmeye goére daha kolaydi. k = 2 ic¢in olan
formUlimazun hizli kontroll, dogru yolda oldugumuzu gosterir:

2(b—a)? _ (b—a)?
22.3 12

Simdi asagidaki formuallu uyguluyoruz:



[k E[(X — E[X])¥|
(m2)?  E[(X —E[X])?z

: b—a)*
(1+(-1)%) s

(b—a)? z
12

; b—a)k
(i =d)r) 3;7(4;7(—%1—)

=
e (\/E)L
(2)* Sy 2(k +1)

Simdi uniform dagilimin k.nci standardize edilmis merkez momenti icin formalimuz var.
Uniform dagiimis bazi rasgele sayilar turetin ve formuli kontrol edin!



