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Soru Bir

Varsayalim ki X’in PDF’si agsagidaki gibidir

e T forz>0

@) =19, forz <0

1. Y = X*?igin PDF tanimlayiniz.
e 1'in C6zUmu: PDF’yi bulmak i¢in, CDF’yi ya da “2-adim” yontemini kullanabiliriz:

y > 0igin
Fe(y) = P(Y <y)=P(X}<y) = /  fx(@)de
JaxZ<y
~ [ ix(a)ds
2z <y
.y'.i
— / e *dz
JU) :
= (e
Fy(y) = 1—e ¥
fr(y) = 2ye

iken y < 0 igin sifirdir.

2. k € Nicin W = X**nin PDF’sini tanimlayiniz.



e 2’nin CézUmu: Bu 1’in dogrudan bir genellestiriimesidir: w > 0 icin asagidakini
yazabiliriz,

Fw(w) = P(W<w)= P(X'i <w) = / fx(z)dx

= / fx(x)dx

l..

(5
= / e *dx
0

k

= (—e )¢
f"w(w) — S = (,’—nf"'
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Bu w < 0 igin sifirdir.

Soru iki

Varsayalim ki rasgele bir degisken olan X’in PDF’si asagidaki gibidir.

Zx 0<x<5icin
f(x) :{ 25 ¢
0 diger biitiin durumlarda

Ayni zamanda, varsayalim ki Y = X(5 — X)’dir. Y’nin PDF’si ve CDF’sini belirleyiniz.
Bunu iki yoldan g¢ozebilirsiniz. ilk olarak sinifta verilen formiili kullanarak fy(y)'yi
hesaplayabilirsiniz:

d
—g '(y){

fr(w) = fx(g7'(v)) )

g(x)in tek pargali monoton olduguna dikkat ediniz. ikincisi, tekrarlarda yaptigimiz gibi,
FY(y) = P[Y < y] bularak dogrudan c¢oOzebilirsiniz. Eger her iki yoldan yaparsaniz
fazladan puan alirsiniz.



e Cozim: Ik énce ters fonksiyon g™(y) = X'i bulmamiz gerekiyor. Céziimde sunu
elde ederiz:

Y = X(6-X)

0 = X4 LEx ¥
¥ - 5:':\/2;—43/"

Simdi aralik Gzerinden iki kdkl olan parcali monotonik g(x) bir fonksiyonumuz oldugu
icin, yukaridaki donusum sonuglarini uygulayabiliriz. Bunun bir parabol oldugunu
bildigimiz icin, iki monotonik parcayi elde etmek icin (biri montonik olarak artan, bir
azalandir) turevi sifira esitleyerek ¢ozeriz. Dolayisiyla, sunu buluruz:

J(z)=5-2x=0=a=

2| o

Orta noktada bir maksimum oldugunu anlasiliyor (ikinci turev negatif oldugu igin).

Simdi basitge formUlu fonksiyonun her iki yarisina uygulayip toplayacagiz:
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CDF’yi elde etmek igin sadece integralini alacagiz:
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Fy(y) = 1-5v/25—4y.

Hem PDF ve hem CDF 0 <y <25/4 araliginda tanimlanmigtir ve diger durumlarda PDF
sifirdir. Eger y < 0 ise CDF sifir, eger 25/4 <y ise CDF birdir. Sadece cevabimizi
kontrol etmek igin (fazladan not alabilmek igin), ayrica CDF ve “2-adim” ydntemini
kullanacagiz:
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bu 0 <y < 25/4 aralidi igindir. Ayni sonucu aldik. Harika!

Soru Ug
(Bain/Engelhardt, s. 226)

(6 Puan) X [0, 1] araliginda uniform dagiliml rassal bir degisken olsun (yani ilgili aralikta
f(x) = 1’dir, diger durumlarda sifirdir). Siniftaki iki yontemi (2-Adim/CDF teknigi ve
donusturme yontemi) kullanarak asagidakilerin her birsinin PDF’sini belirleyiniz:

1. Y - X1/4

e 1'in C6zUmU: ik 6nce g(x) = Xﬁ = g(y) = y*tiir. 12-adim” teknigini kullaninca:

Boly) = BV 2=l £ = /  frle)de

Jrzzd<y
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= {8
Fy(y) = ¢
firy) = 4y°

Doénustlrme teknigini kullanarak (g(x)’in sifir olmayan f(x) destegi icin monotik oldugunu
kontrol ettikten sonra agagidakini elde ederiz:

« g
—g ' (y)

Ix(a7'(y) 7
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Yukaridaki fy(y) [0, 1] arahidi icin tanimlanmigstir, diger durumlarda ise sifirdir.



2. W=¢e*

e 2’nin Cozimi: ik dnce g(x) = e* = g™*(w) = -log w (not: ekonomide veya diger
bir ¢cok bilim dalinda “log” tipik olarak e tabanli log olan ve “In” ile gdsterilen
“‘dogal logaritma’dir). Esitsizlige dikkat ederek, “2-adim” tekniginin sonucu
asagidaki gibidir:

Fw(w) = P(W<w)=Ple*<w)= / fx(x)dx

r:e~*<w
= / it =
Jaxx>—logw

= / dr =
Jrx<logw

s (1‘ ):)I‘Jg w

Fw(w) = logw
1
fw (w)

w

Doénustirme teknigini kullanarak (g(x)’in sifir olmayan f(x) destegi icin monotik oldugunu
kontrol ettikten sonra) sunu elde ederiz:

; : d ,
fww) = fx(g7'(w)) d_y-l(‘w)
W
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Yukaridaki fy(w) [é, 1] icin tanimlanmistir, diger durumlarda ise sifirdir.

3. Z=1-¢*

e 3'Uin Cozlimi: ik 6nce g(x) = 1- e* = g(z) = g}(w) = -log(1-z) (not: ekonomide
veya diger bir ¢ok bilim dalinda “log” tipik olarak e tabanl log olan ve “In” ile
gosterilen “dogal logaritma”dir). Esitsizlie dikkat ederek, “2-adim” tekniginin
sonucu:

Folz) = P(Z <2)=Ple"<2) :/ fx(z)dzx
r:l—e— 72

= / dx
Jz:z<—log(l—=2)

N\ log(l—2)
= (&)

Fz(z) = —log(l—2z2)

1
f2(2) = 71—

Doénustirme teknigini kullanarak (g(x)’in sifir olmayan f(x) destegi icin monotik oldugunu
kontrol ettikten sonra):
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elde ederiz. Yukaridaki fz(z) [0, 1- é] icin tanimlanmistir, diger durumlarda ise sifirdir.

Soru Dort
(Bain/Engelhardt, s. 227)
Eger X ~ Binom(n, p) ise, Y = n — X’in PDF’sini bulunuz.

C6zum: Rasgele degisken Y = n — X dogrudan bir kesikli ddontistmdur. Ters fonksiyonu
g'(y) = n — Y olarak yazariz. Simdi binom pdf'yi yazabiliriz:

fx(z) = (S)P“(l —p)* "

Yakindan bakinca dogrusal dontisimde yerine koyabilecedimizi gorurtz( monotoniktir,
Jacobian -1’dir, yani buttin olasi sonuglar i¢in mutlak degeri 1°dir):

f)(l) = ( n )pu—y(l - p)u-—(u—yl

n—uy

T -
= (-
Y

— Binom (n,1 — p)

Burada, n Bernoulli denemede, basit donusumun basitce basarisizligi basar olarak,
veya tersi, yeniden etiketlendirdigini goruyoruz. Bu bekledigimizdir.

Soru Bes
(Bain/Engelhardt, s. 227)

X ile Y’nin bilesik PDF’si 0 < x < 0 ve 0 <y < oo icin f(x,y) = 4e?*Vqdir, diger
durumlarda ise sifirdir.

1. W =X+ Y’nin CDF’sini bulunuz.

e 1in COzUmu: Z = X' i tanimlayarak, W ile Z’nin bilesik dagiimini belirleyerek ve
daha sonra Z’ ye gore integrali alip W’ nun marjinalini hesaplayarak, W = X +
Y’nin CDF’sini elde edebiliriz. ilk énce, w ve Z'yi elde etmek ve tersini bulmak
igin, x ve y’nin donugumunu tanimlayacagiz:



1 1T
9(z,y) = |, U] ]—(m:)
[0 1 [ w
g~ (w,z) = 1 —1 [ _ ]=(:r-:u)

Bir kere g(x, y)'yi matris formatinda dogrusal donusim olarak yazarsak, Jacobian’i elde
etmek oldukca kolaydir:
0 1
J =
1 =1

Boylece, g(x,y) dogrusal (ve bundan 6turi monotonik) oldugu i¢in, sadece donusturme
teknigini kullanabiliriz:

flrx,y) = d4e 2=tV

fw,2) = flg7"(w,2))|J]
f(zow—2)|-1

40—‘2(z+|f1:'—2:l )

— de” 2w

burada |.| determinantin mutlak degerini ifade eder. Simdi, CDF’yi elde etmek igin
W’nun marjinalini elde etmek gerekir. Sonra W’nun Z < W < oo seklindeki sinirini
belirleyen X ve Y sinirlarini géz 6nunde bulundurarak integrali alinz:

w

fww) = flw, z)dz

Simdi marjinali elde ettigimize goére, parcali integrali alarak CDF'yi elde ederiz:



Fu(w) = / fw (w)dw'
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Ayri bir segenek olarak, sadece bu probleme gore uyarlanmig buklim formulini
kullanabilirdik:

fu'(li'}:/ flz,w— z)dz
0

Bu ayni sonucu verirdi:

fwlw) = :f_\'(.z')fy(u' —z)dx
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Bu sonug yukaridaki integralin aynisidir.

2. U= % ve V = X igin bilesik pdfyi bulunuz.

e 2’nin Coézimi: 1'deki ydntemin aynisini kullanacadiz. g(x, y) ve g*(u, v)Yyi

tanimlayiniz:
. xr
_t}i:.l.‘. y) = {-—. T) = I:u{)
Y
g ) = (v,-)=(z,9)
U

ilgili Jacobian:



.JT —_— [ [}1! :]L }

burada Jacobian’in determinanti |J| = %’dir. x > 0 ve y > 0 oldudu igin, gcarpimin kokleri
hakkinda kaygilanmadan donustirme teknigini kullanabiliriz:
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Boylece, birlesik pdf'yi elde ettik.

3. U’'nun marjinal pdf'sini bulunuz.

3’Un C6zUmu: U'nun marjinal pdf'si v'ye gore integral alinarak bulunur:

> *® v +1
/ f(u,v)dv = / 4—e 2" du
w2
0 Jo




Sonug olarak, sadece gecerli bir PDF’ye ulastigimiz kontrol etmek igin, integralini alarak
gercekten de integralin bire esit oldugunu dogrulayabiliriz:

8 - 1
vlu) = [ mn’u



