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Aciklamalar

Problemleri ¢ozmek icin beraber calisabilirsiniz fakat yazili cevaplari herkes ayri ayri
getirmek zorundadir, bu nedenle yaptiklarinizin timini gésterdiginizden emin olunuz.
Her ne kadar yanlis sorular igin kismi puan verilse de, her bir sorunun her bir bolimu 1
puandir?

Soru l

MIT ekonomi boélimdndn tenur olmamis hocalar arasindan bolimua kurum genelinde
temsil edecek 3 kisilik bir delegasyon secilecektir.

a) Kac degisik sekilde delegasyon secilebilir?
e (aynin Cozimi: 10 tenur olmayan hoca oldugu igin, “10 se¢ 3" (%)) =
10! 10.9.8

317! 3.2.1
belli bir pozisyon icin secilirse, yani baskan, baskan yardimcisi,

= 120 farkh yoldan uU¢ hoca segilebilir. Dahasi, eder U¢ hoca

delegasyon sekreteri gibi, 0 zaman toplam olarak 17—(:' =10.9.8 = 720 kadar

yol olacaktir, gunkl hocalarin her bir 120 farkl kombinasyonu 3 pozisyona
6 farkli yoldan karisacaktir.
b) Eger iki kisi beraber gitmeyi ret ederse, ka¢ degisik sekilde delegasyon
secilebilir?

e (b)nin Co6zUmu: (a) boliminden 10 tenur olmayan hoca arasindan 120
farkl sekilde secim yapildidini bildigimizden, bu soruna en azindan iki
yonden vyaklagabiliriz. Ya iki sinir bozucu hocanin yer aldigi
kombinasyonlari g¢ikarabiliriz, ya da gitmeyi kabul etmeyen o iki hocadan
en fazla bir tanesinin bulundugu kombinasyonlari dogrudan sayabiliriz.

Birinci yol kolaydir. [120 - “ikisi beraber gitmeyi kabul etti” sayisi]
formiliiyle hesaplariz. ikisini ¢ikarabilmek icin, ikisini énce secmemiz
gerekir(bu problemin kisitlayicisidir- ¢ok karmasik hesaplamalardan
kaginmak igin bunu basinda veya sonunda yapmak zorundayiz).
Kombinasyon mantigina gore ikisini segmenin sadece bir tek yolu
vardir(onlari segmek igin permutasyonda kesin olarak sadece 2 yol
vardir: ya birini 6nce segersiniz ya da oOtekini): Bu bize diger kurul



dyelerini segmek icin 8 farkh yol birakir. Bdylece aradigimiz [120 — 8] =
112 cevabina ulastik.

Diger yonteminde ayni sonucu verecegini gostermek igin, sinir bozucu

hocalar ile ilgilenmeden, dnce grubu se¢menin yollarini sayalim: (g) =
8! 8.7.6 . s . s o
T aa1 o 56. So6z konusu iki hocayr se¢gmenin iki yolu oldugunu

hatirlayiniz. Simdi de iki sinir bozucu hocayl segmenin yollarini sayalim: :

(g) = 2?—;' = % = 28. Bdylece hesaplamanin son asamasina ulastik: (en

fazla bir sinir bozucu hoca) kombinasyon sayisi = (0 sinir bozucu hoca)
kombinasyon sayisi + 2. (1 sinir bozucu hoca) kombinasyon sayisi = 56 +
2.28 =112.

Bekledigimiz gibi iki yaklagimda ayni sonucu verdi.

c) Eger iki belirli kisi ya beraber gitme ya da hi¢c gitmeme konusunda israr
ederlerse, kac degisik sekilde delegasyon segilebilir?
e (c)nin Cozumi: eger iki Uye ya beraber gitme ya da hi¢c gitmeme

d) Eger ikKi
zamanli

konusunda israr ederlerse, daha dncekine benzer bir sorun ile karsi
karsiyayiz, fakat (b)deki rakamlari kullanarak c¢ok kolay bir hesap
yapabiliriz. ilgilendigimiz olay A, A = {ikisi de gider U ikisi de
gitmez}'dir. (b)’de asagidakileri bulmustuk:

{3 kisilik komite} sayisi = 120

{ikisi de gider} sayisi = 8

{Sadece birisi gider} sayisi = 28 x 2 = 56
{ikisi de gitmez} sayisI = 56

boylece, ilave sayma kuralini kullanmak icin, karsilikli dislayan
olaylarina ihtiyacimiz vardir. Fakat acikgasi {ikisi de gider} n {ikisi de
gitmez} = @, boylece iki hesaplamay: birlestirince: 8 + 56 = 64

kisi mutlaka MIT’nin yardimci dogentlerinden (6 tane) ve bir tanesi yari
hocalardan(4 tane) secilecekse, Ka¢ degisik sekilde delegasyon

secilebilir?

(d)’nin C6zUm{: Bolum (a)-(c)yi hali hazirda anladiysaniz bu sizin igin
kolay olmali. Bu sonucu zaten hesapladiginiz anlamina gelmiyor fakat
yontemlerin benzer oldugu anlamina geliyor. Problemi iki bolime
ayiralim: MIT hocalarini segmek ve yari zamanl hocalari segmek. Bu
bize MIT icin (6.5)/2 ve yari zamanllar i¢in (4) verir. Boylece
((6.5)/2)(4) = 60 sonucuna variriz. Bu sonu¢ akla uygun mu?



Birbirlerinden nefret edenlerin sonucundan daha az. Halbuki bu
beraber gitmeyi kabul etmeyen ama birini segmek zorunda oldugumuz
dort kisi problemine esit. Dolaysiyla, (b)de buldugumuzdan daha az
saymay!i beklerdik.

Soru 2

Onyedinci yiizyilda, italyan kumarbazlari (¢ zarin yiizeyindeki noktalarin toplami
uzerine bahse girerlerdi. 9 toplam yapmanin sansinin 10 toplam yapma sansina esit
olmasi gerektigine inanirlardi. Toplam olarak 9 yapmak igin 6 kombinasyon oldugunu
not emislerdi: (1,2,6), (1,3,5), (1,4,4), (2,3,4), (2,2,5), ve (3,3,3). Benzer sekilde 10 i¢in
de 6 kombinasyon vardir: (1,4,5), (1,3,6), (2,2,6), (2,3,5), (2,4,4), (3,3,4). Buna gore
kumarbazlar 9 ile 10’un sansinin egit oldugunu tartigirlardi. Ampirik olarak bunun dogru
olmadigini fark ettiler. Galileo kumarbazlarin problemini ¢ézdu. Nasil?

a) Ug zarin permitasyonlarindan kag tanesinin toplami 9'dur?
e (a)ynin Co6zUmu: toplami 9 yapan her Ggli siralama igin
permitasyonlar:

#{1,2,6} =3l= 6
#{1,3,5} =3= 6
#{1,4,4} =5=

#{2,3,4} =3'=
#{2,2,5) =5 =
#1{3,3,3} =5 =

- W O

Boylece, U¢ zarin toplaminin 9 olmasi i¢in toplam olarak 6+6+3+6+3+1 =
25 yol bulduk.

b) Ug zarin permiitasyonlarindan kag tanesinin toplami 10’dur?
e (b)ynin Coézumu: Asagidaki toplami 10 olan her bir Uc¢lu siralamanin
permutasyonlarinin listesidir: (1,4,5), (1,3,6), (2,2,6), (2,3,5), (2,4,4), (3,3,4)



#{1,4,5} =3'= 6

#41,3,6} =3l= 86
#{2,2,6} =g= 3
#14{2,3,5} =3l= 86
#{2,4,4}) =3= 3

#1{3,3,4} =2= 3

Boylece, U¢ zarin toplaminin 10 olmasi igin toplam olarak 6+6+3+6+3+3 =
26 yol bulduk

c) Ug zarin toplam olarak ka¢ tane permitasyonu vardir? Galileo'nun ¢dzimi
neydi? Aciklayin.

Soru 3

e (c)nin Cozimi: ¢ zarin toplam olarak 2° = 216 olasI permiitasyonu

oldugu igin, Galileo’nun ¢6zuimu carpim kuralinin bir uygulamasi
olmali. Her bir zar bize bagimsiz bir sonug¢ verdigi igin, Uuglu
siralamanin her bir permutasyonu esgit olasilikla mamkuandur. Boylece,
bunun anlami 3 zarin kombinasyonunu disinmekten ziyade, uniform
olarak ve esit olarak mumkdn olan permutasyonlar Uzerine
distnmeliyiz. Italyan kumarbazlar o zaman 10’larin olasiliginin 9'larin
olasihdindan fazla oldugu yonde bir ayarlama yaparlardi: 25/216 <
27/216.

Not: Sorunun ¢ok hizli (ama eksik) bir ¢6zUmuU olabilir. Her bir zarin
ortalama katkisinin 3.5 ((1+2+3+4+5+6)/6 = 21/6) oldugunu
bekledigimiz igin, simetri ve Merkezi Limit Teoreminin olasi sonuglarin
merkezinden uzak olan olaylarin olasiliginin (rasgele degiskenleri
toplayinca) daha disuk olacagindan hareketle 10 ile 11’'in ayni
olasiliga sahip olacagini beklerdik. Bu nedenle, 9 ortalama sonuc¢ olan
10.5'ten uzak oldugu icin, olasiligin monotonik olarak dusecegini
biliyoruz. Bu derste bunun hakkinda daha fazlasini sonra
ogreneceksiniz.

Venn diyagrami veya kutle diyagrami sonlu kutle yiginlari (seylerin gruplar)
arasinda butun varsayimsal olarak olasi mantik iligkilerini gosteren bir diyagramdir.
Venn diyagrami John Venn tarafinda 1880 civarinda kesfedildi. Bir ¢ok alanda
kullanihiyorlar, bunlar arasinda kutle teorisi, olasilik, istatistik ve bilgisayar bilimleri
yer alir (Wikipedia:http://en.wikipedia.org/wiki/Venn_Diagram).



a) Bir S drneklem uzayinda yer alan A, B, ve C olaylari i¢in bir diyagram ciziniz ve
olaylarin buttn olasi birlesim ve kesisimleri uygun bir sekilde etiketleyiniz.
e (a)nin Cozumu: Asagidaki gibi bir rnek verebiliriz:

b) Bir S 6rneklem uzayinda yer alan A, B, ve C olaylari igin bir diyagram ¢iziniz ve
olaylarin ANBNC = @ olan butin olasi kombinasyonlarini uygun bir sekilde
etiketleyiniz.

e (b)ynin C6zimU: su web sayfasindan uyarlanan 6rnek asagidadir:
http://www.cs.kent.ac.uk/events/conf/2004/euler/eulerdiagrams.htmi



c) Butdn birlesim ve kesisimlerin yer aldigi bir S érneklem uzayinda yer alan dort A,
B, C ve D olayi icin bir diyagram c¢iziniz(cok fazla zaman harcamayin sadece
eglence olsun diye yapiniz) ve olaylarin bittin olasi birlesim ve kesisimleri uygun
bir sekilde etiketleyiniz.  Bu diyagram kac¢ tane Kkarsilikli dislayan bdlge
icermelidir?

e (c)nin CozUmu: (b)'de belirtilen web sayfasindan alinan bir érnek:
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d) k € N olayh boyle bir diyagram kag tane karsilikli dislayan bolge icermelidir?

e (d)Ynin C6zumU: Bu problemi iki farkli yoldan deneyeceg@iz. mantiki
gerekgeyi ortaya koyacagi icin, tumevarim (1 icin dogru goster, sonra k
ve k+1 icin) ile bir ispat tercih edilebilirdi, fakat ufak érneklere bakarak
baslayacagiz.

e Eger sadece bir olayiniz varsa, iki olasi bdlge vardir: A ve A°. iki olay
ile biliyoruz ki sunlar vardir: AnB, A°nB, ANB®, ve A°nNBC. Bu dort
yapar. Belki de aslinda biz bir dizen goérlyoruz. Eger (a)daki resme
bakarsaniz ve butun bolgeleri sayarsaniz, 3 olay igcin sekiz tane
oldugunu gérirsiiniiz. llgili sayi icin formilin 2K oldugunu iddia
edebiliriz.

Tdmevarim ile ¢ézim soéyle olurdu: Bir olay ile, ya iceridesiniz ya
disarida, bu bize 2 verir. Varsayalim ki k igin formul dogrudur: Boyle bir
diyagramda 2° karsilikli dislayan olaylarin sayisidir. Simdi k+1’e
bakalim. Ayni mantikla k+1 olayda, hem kendisi ve hem de tumleyeni
2k olay ile kesisecektir ve 21 kadar karsilikli diglayan olay
olusturacaklardir.

Not: Bazilarinizin bu soruyu farkli yorumladigindan supheleniyorum.
Not degerlendirme surecinde benden kaynaklanan her hangi bir kafa
karisikliginin sorumlulugunu aldigimi géz énunde bulunduracagim.

Soru 4

Bir maymunun “‘ACCLLUUS”u duzenleyerek “CALCULUS” olarak veya “AABEGLR’i
duzenleyerek “ALGEBRA” olarak okunmasinin sansi var midir? ( 2puan)

Cevap: “CALCULUS” kac¢ harftir? Sekiz. “ALGEBRA” kac¢ harftir? Yedi.
“‘“ACCLLUUS” ta harflerin kag tane tekli permutasyon vardir? Burada ikiser C, L

ve U oldugu icin 2 =71 farkl permutasyon vardir. “ALGEBRA” da harflerin

21212!

kac tane tekli permitasyonu vardir? en fazla 7! ile baslayacagiz, fakat A'lari cift
alacagiz. Bundan dolayi 7!/2! farkli permitasyon olmak zorundadir, ki bu da
7Vden daha azdir. Dolaysiyla, bir maymunun Shakespeare vari daktilosunda
“‘ALGEBRA” tesadufi olarak iki kati kadar yuksek olasilik gorunecektir.

Soru 5.

Ders 1’de olay béluntisuni ogrendiniz. Bir oyun karti destesinden yapilan tek cekilisle
ug farkli boltintileme érnegi veriniz.



e Cevap: Cok sayida boélluntileme yapilabilir fakat burada sadece ¢ 6Ornek
verecegim:
o Ornek 1:{ {hepsi kupa}, {hepsi sinekli}, {hepsi maca}, {hepsi karo}}
o Ornek 2: {{hepsi kirmizi kart}, {hepsi siyah kart}}
o Ornek 3: {{hepsi cift say1}, {hepsi tek sayi}, {hepsi as}, {hepsi papaz}}

Soru 6

MIT nin futbol takimi bir sezonda 12 oyun oynar. Her bir oyunda kazanma olasiliklar
1/3, kaybetme olasiliklari 1/2 ve berabere kalma olasiliklar 1/6’dir. Oyunlar bagimsizdir.
Takimin 8-3-1 skoru yapma olasiligi nedir (8 galibiyet, 3 kaybetme ve 1 berabere)?
(yazim hatasi duzeltilmistir, CN)

e Cevap: her oyun bagimsiz bir olay oldugu igin, s6z konusu skoru belli bir sirada
elde etmenin olasiligini hesaplayabiliriz: (%)8(%)3(%)1 = 3.175e - 06. Bu oldukca

kiguktir! Ancak, hala o skoru elde etmenin farkh yollarinin sayisini

hesaplamamiz gerekiyor. Eger 12 oyun varsa ve 8’ini kazandiysak, 3'nu

kaybettiysek ve 2 beraberlik varsa, onlari % = 1980 farkli sekilde siralayabiliriz.

Bu cok yol demektir! Bunun anlami, Beavers'in s6z konusu saygin skoru elde
etme olasilig1 asagidaki gibi oldukc¢a duguk bir degerdir,

12! (1\® (1?1’ e
W(ﬁ) (Ej (g) = 00628715

fakat unutmayiniz ki bu sadece tam olarak s6z konusu skoru elde etmenin
olasihgidir. Eger en az onun kadar iyi bir skor istersek, daha iyi olasi sezonlari da
eklemek zorundayiz.

Not: Bu olasiliklar ve skorlar Beavers'in gergek performansindan alinmamistir.
Soru 7

800 millik yolculukla Ulkeyi boydan boya, Boston Limanindan Golden Gate Kopristine
kadar, dolasip gortlmeye deger butun yerleri gormek igin arkadasinizla Enterprise
firmasinda bir araba kiraladiniz. Kiraladiginiz araba ug farkli tirde olabilir: yeni (limon
degil), nerdeyse 1 yasinda, veya limon(bozulmak Uzere). Cok mil yapmak kiralik bir
arabadan ¢ok sey beklenmesine yol acar. Eger kiraladiginiz araba yeni ise (Yeni), 0.05
olasilikla bozulacaktir. Eger bir yasinda ise (Bir) 0.1 olasilikla bozulacaktir. Eger sadece
limon ise (Limon) , 0.9 olasilikla bozulacaktir. Enterprise’in size Yeni, Bir ve Limon
araba verme olaslliklari, sirasiyla, 0.8, 0.1 ve 0.1'dir. Yolculugunuz boyunca arabanizin
bozulma olasiligini hesaplayiniz.



Cevap: Her bir arabayi elde etmek karsilikli diglayan bir olay oldugu igin, basitce
her bir arabanin bozulma olasiigini arabayl elde etme olasihigiyla carpip
toplayabiliriz. Ozelikle, yeni bir araba almanin ve bozulmanin bilesik olasiligi 0.8
x 0.05 = 0.04°’tar. Ayni sekilde, bir yasindaki araba ile limon arabasinin bilesik
olasihgr 0.1 x 0.1 = 0.01 ve 0.1 x 0.9 = 0.09'dur. Dolaysiyla, arabanin
bozulmasinin toplam olasiligi basitce

0.04+0.01 + 0.09 =0.13
N N N~
Yeni Bir  Limon

Cep telefonunuzu yaniniza aldiginizdan emin olunuz, bdylece yardim
cagirabilirsiniz!

Soru 8

a) Bayes’in formulu gercekten dnemlidir. Bayes formalunu yaziniz ve kelimeler ile

aciklayiniz.
(@)nin CozumU: Bayes formulu kosullu beklenen deger formulinden kolayca
turetilebilir:

. P (A, B)

P(AB) = ——

AWE = )
P(A|B)P(B) = P(A B)

Bu simetri ile bize su formula verir:

P{B|AYP(A
P(4|B) = LELYEA

Genel bir versiyonu Toplam Olasilik Kanununu kullanmayi gerektirir:

P (BJA) P (A)

P(A|B) = _
(A|B) P (B|A) P (A) + P (B|A<) P (A°)

Bayes formulinin bize soyledidi, eger iki olayin marjinalini ve kosullardan birini

biliyorsak, diger kosulun dagilimini elde edebiliriz. Asagidaki problemlerde gdsterildigi
gibi, bu gergekten faydalidir.

Dahasi agsagidakiler birkag yaygin uygulamadir.



b) Varsayalim ki erkeklerin yluzde besi ve kadinlarin yizde 0.25’i renk kérudir.

Renk koru bir kisi rasgele secilmistir. Bu kisinin erkek olma olasiligi nedir? Esit
saylda erkek ve kadin oldugunu varsayiniz. Kadinlarin iki kati kadar erkek olursa
sonug ne olur?

(b)Y'nin Cozuimi: Olay A ve B erkek ve renk koru olmadir. Asagidaki formulu
yazariz:

P(Renk Kori|Erkek)P(Erkek)
P(Renk Korii)

P(Erkek|Renk Kori) =

(0.05) (0.5)
(0.5 x 0.05+ 0.5 x 0.0025)
0.95238095 = 95.2%

I

Bu sonuca, kitlenin %50’sinin erkek, %50’sinin kadin oldugu varsayimini yaparak
ulastik. Ayrica renk kord olmanin olasihigini, erkek olmanin olasiligi (bagimsiz
cekilig) ile renk korinl garparak ve kadin olmanin olasilidi ile renk kértind ¢arpip
(iki karsilikli diglayan olay) toplayarak elde ettik: 0.5 x 0.05 + 0.5 x 0.0025. Eger
kadinlarin iki kati kadar erkek olsaydi, A'nin farkli marjinalini hesaba katmak icin
formUll sadece ¢ok az degistirmemiz gerekirdi. Bunu yaptiktan sonra:

P(Renk Kori|Erkek)P(Erkek)
P(Renk Kori)

P(Erkek|Renk Korl) =

(0.05) (%)
(2 x 0.05+ 5 x 0.0025)
= 0.97560976 = 97.6%

Varsayalim ki Tuberklloz (TB) icin mukemmel olmayan bir test vardir. Eger biri
TB’ye yakalanmigsa, yuzde doksan bes olasilikla test “kirmizi” olacaktir. Eger bir
kisi TB’ye yakalanmamigsa, testin kirmizi gelme olasiligi sadece yuzde ikidir.
Son olarak, herhangi bir kisinin TB olma olasiligi, diyelim ki, ylizde bestir (bu
Amerika’daki orandir; diger Ulkelerde TB yaygindir). Bir kisi testi yaptirirsa ve
kirmizi gelirse, o kisinin TB olma olasiligi nedir?

(c)ynin Coézumu: Biraz cebirsel islemler ile, farkh marjinal ve kosullu olasilikla
(byde yaptigimizin aynisini yapacagiz. Elimizde P(pozitif;TB) = 0.95,
P(pozitif|~TB) = 0.02, ve P(TB) = 0.05 var. Bulmaya calistigimiz ise,
P(TB|pozitif)'tir. Marjinal ve kosullu dagilim hakkindaki bilgimizi kullanarak
marjinal P(pozitif)'i hesaplayabiliriz.



P(pozitif) = P(TB)P(pozitif|TB) + P (~TB)P(pozitif|~TB)
= (0.05) x (0.95) + (1 — 0.05) x (0.02)

Simdi marjinali bildigimize gore, Bayes formulunia kullanabiliriz:

P(Pozitif|TB)P(TB)
P(Pozitif)

P(TB|Pozitif) =

0.95 x 0.05
(0.05) x (0.95) + (1 —0.05) x (0.02)

iste bu yiizden yaygin olmayan hastaliklari teshis etmek ¢ok zor oluyor ¢iinkii hatali
kucik pozitif oranlar bile buyik kitlelerde abartildigi igin olmayan bir hastalik pozitif
sonug verebiliyor.



